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Resumo. Apresentamos neste artigo solugdes numéricas para um PVI com
condigbes iniciais incertas modeladas por nuimeros fuzzy, com aplicacdo em
modelos epidemiolégicos do tipo SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado) com
dindmica vital. As simulagdes numéricas sao feitas através do método de Euler
adaptado para operagOes aritméticas entre nimeros fuzzy interativos. Tais
operagoes sao definidas a partir de uma familia de distribuigdes de possibilidade

conjunta parametrizada J.

Palavras-chave: Numeros fuzzy, distribuicdo de possibilidade conjunta,

numeros fuzzy interativos, problema de valor inicial fuzzy.

1. Introducao

Os modelos mateméticos epidemiolégicos sao frequentemente estudados
para compreender a dinamica e a evolugao de uma certa doenca, e possibilitam
indicar algum controle para a mesma. Geralmente, os modelos matematicos
para doencas de transmissao direta sao dados por sistemas de equagoes dife-
renciais ordindrias ou parciais (Yang e Ferreira, 1999; Almeida, 2014; Akinboro
et al., 2014; Berrai et al., 2013). Em Berrai et al. (2013), por exemplo, é
apresentado, através de um sistema de equacgoes diferenciais ordindrias, um

estudo sobre a propagacao de doengas que se comportam segundo o modelo
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epidemioldgico SIR. No entanto, esses modelos nao consideram incertezas pro-
venientes de parametros ou de conhecimentos parciais, possivelmente presentes
nos fendmenos bioldgicos.

Dentre os diversos modelos epidemiolégicos conhecidos, abordaremos o
do tipo SIR (Suscetivel (S) - Infectado (I) - Recuperado (R)) com dindmica

vital segundo o diagrama compartimental da Figura 1.

n 153 v

Figura 1: Diagrama compartimental do modelo epidemiolégico SIR considerando

dinamica vital.

Os parametros 7, u, 8 e v sao respectivamente as taxas de natalidade,
mortalidade, transmissao da doenca e de recuperagao.

Neste modelo os individuos suscetiveis que contraem certa doenca se
tornam infectados. Apds o tempo de recuperagao (%) o individuo é removido
para o compartimento dos recuperados, deixando de ser suscetivel a doenca
novamente. Sarampo, caxumba e rubéola sao alguns exemplos de doencas que
se comportam dessa maneira. Tal modelo matemadtico é dado pelo sistema (1.1)
(Edelstein-Keshet, 1988)

45 — —BSI+(n— S, S(0) =S
AL — ST — (u+v)I, I(0)=1I , (1.1)

4B — yI — uR, R(0) = Ry

com condigoes iniciais Sy, Iy e Ry.

Supondo que as condigoes iniciais sao incertas e modeladas por nimeros
fuzzy, existem algumas maneiras de se resolver um PVI fuzzy (Barros e Pedro,
2016; Cabral, 2011; Cecconello et al., 2010; Esmi et al., 2017; Barros et al., 2017;
Gomes et al., 2015). Em (Barros e Pedro, 2016) por exemplo, é considerado
um PVI fuzzy de tal modo que a interatividade entre os ntimeros fuzzy é dada

por uma correlagao linear. No entanto, esse tipo de correlagao exige que os
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nimeros fuzzy em questao sejam de mesma forma: triangular, trapezoidal e
etc.

No sistema (1.1) que estamos analisando, levamos em conta dinamica
vital, de tal modo que a relacdo S(t) + I(t) + R(t) = 1, nao é satisfeita em
geral, isto €, no nosso caso nao temos uma correlacao linear entre os nimeros
fuzzy envolvidos. Sendo assim, buscamos outro tipo de relacao que possa ser
aplicada para quaisquer nimeros fuzzy.

Em (Esmi et al., 2017) foi proposto uma familia de distribuicoes de
possibilidade conjunta capaz de descrever interatividade entre nimeros fuzzy.
Usaremos este fato para analisar a interagao entre as condic¢Ges iniciais em que
Sy e Iy sao modelados por nimero fuzzy triangular e Ry por um niimero real.

As solugdes numéricas para o sistema (1.1) sdo obtidas através do método
de Euler, sendo que as operagoes realizadas durante o processo sao dadas via
principio de extensao sup — J,, como explicadas ao longo do texto.

2. Preliminares

A seguir apresentamos os conceitos da teoria de conjuntos fuzzy que

vamos utilizar no decorrer desse artigo.

Definicao 1 (Zadeh, 1965) Um subconjunto fuzzy A de um universo X é ca-
racterizado por uma funcdo de pertinéncia py : X — [0,1] em que pa(x) indica

o grau com que x € X pertence a A.

Todo subconjunto classico A em X pode ser definido por sua fungao
caracteristica, isto é, pela fungdo x4 : X — {0,1} que assume o valor 1 se
x € Aouovalor 0sexz ¢ A. Podemos dizer entdo que um conjunto clédssico
é em particular um conjunto fuzzy. Denotamos por F(X) a familia de todos
os subconjuntos fuzzy de X. Para facilitar a notacao escrevemos as funcoes de
pertinéncia p4(z) simplesmente por A(x) para todo z € X.

Seja A um subconjunto fuzzy de X, sendo X um espaco topoldgico. Para
cada 0 < a < 1, os a—niveis de A sdo definidos pelos conjuntos [A]* = {z €
X : A(x) > a}. Para a = 0, o a—nfvel é dado por [A]° = suppA, isto é, o fecho
do suporte do subconjunto fuzzy A: suppA = {xr € X : A(xz) > 0}.

Os numeros fuzzy sao subconjuntos fuzzy de R cujos a—niveis sao inter-
valos limitados, fechados e néo vazios para todo « € [0, 1], e sdo denotados por
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[A]* = [a;,al] (Barros e Bassanezi, 2015). Denotamos a classe dos nimeros
fuzzy por Rz.

Os numeros fuzzy trapezoidais sao exemplos de niimeros fuzzy. Denotado
por (a;b;¢;d) com a < b < ¢ <d, um nimero fuzzy trapezoidal A é dado por

(Barros e Bassanezi, 2015)

0 , se x<a

r—a

= > sea<xz<b
Alx)=41 , se b<zx<ec.

Z:”C” , se c<x<d

0 , se d<zx

Se b = ¢ entao obtemos um numero fuzzy triangular e denotamos por
(a;b;d), com a < b < d.

Definicao 2 (Pompeiu, 1905; Hausdorff, 1914; Bede, 2013) Sejam A e B
nidmeros fuzzy. A distancia de Pompeiu-Hausdorff Doo : Ry X Rr — [0, +00)
€ dada por

Doo(A,B) = \/ max{lag —b,|,lal — L[}, VA, B € Rr.
a€l0,1]

E mais, a norma de um nimero fuzzy A € Ry é definida por
|A]l7 = Dso(4,0),
sendo que o simbolo 0 representa a fun¢do caracteristica do nimero real 0.

Definicao 3 Seja A um numero fuzzy. Definimos o diametro do numero fuzzy
A por
diam(A) = |af — ag |.

Uma relagao fuzzy R entre dois universos X e Y é dada pela fungao de
pertinéncia R : X x Y — [0,1], sendo R(z,y) € [0,1] o grau em que z € X e
y € Y estao relacionados segundo a relagao R. Uma relagao fuzzy n-aria em
U = X1 X ... x X, nada mais é que um subconjunto fuzzy do universo U.

A projegao de uma relagao fuzzy multivariada J € F(X7 x Xa X ... X X,,)
sobre X;, com 1 < i < n, é o conjunto fuzzy II%, de X; com fungdo de pertinéncia
dada por

4 (z) = \/{J(a:) cx € X com & = (X1, .oy Tim1, 2, Tit1, -y Tn) }, V2 € X
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sendo que o sfmbolo \/ representa o supremo.

Uma relagao fuzzy J € F(R™) é uma distribuicao de possibilidade con-
junta para os nimeros fuzzy Ai, ..., A, se A;(z;) = 4 (z;), Vi = 1,...,n. Ainda,
os numeros fuzzy A, ..., A, € Rr sdo ditos ndo interativos se, e somente se, a

sua distribuicao de possibilidade conjunta é dada por

n

J(@1, ) = \ Ai(:),
i=1

para todo (z1, ..., z) € R™, sendo que o simbolo A representa o minimo. Caso
contrario, dizemos que Ay, ..., A, € Rx sfo interativos. Assim, a interatividade
entre numeros fuzzy é sobrejacente a distribuicao de possibilidade conjunta e,
intuitivamente, a interatividade é tanto maior quanto maior for o nimero de
pontos em que J se anula.

Uma distribuicao de possibilidade conjunta bivariada bastante utilizada

é a seguinte:

Definicao 4 (Carlsson et al., 2004) Os nimeros fuzzy A1, Ay € Ry sao com-

pletamente correlacionados se existem q,7 € R com q # 0 tal que

J(x1,22) = Jgr(x1,22) = A1(21)X{quer=0} (T1, T2)

e
= A2 (IQ)X{qu—H':U} (‘Tla IQ)

para todo x1,72 € R, sendo X{quir=v} @ fungdo caracteristica do conjunto

{(u,qu+r): Vu}.

Note que essa distribuicao conjunta J,, se anula em todos os pares
(71, 72) € R2, exceto aqueles que estdo sobre a reta v = qu + r. Isso significa
alta interatividade, de acordo com interpretacao acima. Mais ainda, corrobora
com a denominacao “completamente correlacionados”.

A distribuicdo de possibilidade conjunta (2.2) é restritiva, uma vez que
exclui nimeros fuzzy que nao possam ser correlacionados através de uma reta,
como é o caso em que A; é um numero fuzzy triangular e Ay, um trapezoi-
dal. Em particular, ndo podemos correlacionar, através de (2.2), os nidmeros
fuzzy envolvidos em nosso modelo, pois se houvesse tal correlacao teriamos que
St)+I(t) =c1, S(t)+R(t) =co e I(t)+ R(t) = c3, com ¢, ¢ € cg constantes.
Nessas condigoes, obterfamos S(¢)+1(t)+ R(t) = k, com k constante, para todo
instante de tempo t € [0, oo), 0 que nao ocorre no caso que estamos conside-
rando, devido & dinamica vital. Sendo assim, buscamos outras distribuicoes de
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possibilidade conjunta, tal como a apresentada em (Esmi et al., 2017; Sussner
et al., 2016).

Definicao 5 (Principio de Extensao Sup-J (Fullér e Magjlender, 2004)) Sejam
J € F(R™) uma distribuicao de possibilidade conjunta de Ay, ...,A, € Rx e
f:R* = R. A extensao sup-J da fungao f aplicada em (Ay, ..., A,) € definida
por

Fr(Ar, . A (y) = \V J(x1, e ),

(1,0 zn)EF 71 (yY)

sendo f~H(y) = {(z1, ..., zn) ER™ : f(21,....70) =y} a pré-imagem de y pela
funcao f.

Através da Definigdo 5, é possivel obter uma aritmética interativa entre
nimeros fuzzy. Por exemplo, podemos definir a soma interativa entre A; e A,
do seguinte modo

A+ ) ) =\ J(1,22), (2.3)
T1+Ta=y
em que f(z1,22) = 1 + x2 e J é uma distribuicdo de possibilidade conjunta
de A; e Ay arbitréria.

De maneira similar, podemos definir quaisquer outras operagoes aritmé-
ticas ® tomando a fungio f(x1,z2) = 1 ® xa.

Nosso primeiro interesse é obter solugoes numéricas que envolvem o-
peracoes aritméticas entre nuimeros fuzzy com interatividade. A aritmética
tradicional entre niimeros fuzzy considera (implicitamente) nao interatividade,
cujos resultados produzem solugdes com o maior didmetro possivel (Barros
et al., 2017).

Aqui estamos interessados em uma distribuicdo de possibilidade con-
junta que possa ser construida para quaisquer pares de numeros fuzzy. Em
(Esmi et al., 2017; Sussner et al., 2016) foi definida familias de distribuicoes de
possibilidade conjuntas parametrizada J,, v € [0,1], que exercerd o controle
no diametro da operagao aritmética resultante. Mais ainda, tanto o “nivel” de
interatividade entre os nimeros fuzzy envolvidos como o diametro da operagao
resultante sao crescentes com o parametro 7, isto é, se 0 < v; < 2 < 1 entao
Jo € J,y, € Jy, C Ji1 e consequentemente |[A; @7, A2|| < [[A1 @7, Asl| <
[[A1 ®.,, Az2|| < [|A1 ®, A2l



Solucao numérica para PVI com condigoes iniciais fuzzy interativas 133

A seguir vamos dar os passos para a “constru¢ao” da familia J, (Sussner
et al., 2016): dados A;, A2 € Rz, considere as funcoes auxiliares g%, g, e v’

definidas por

gi(z,a) = /\ |w + 2], (2.4)
we[Az_;]
go(za)=\/ |w+z| (2.5)
we[Az_;]
e
v'(2,0,7) = (1 =7)gp(z, @) +vgy(2, @), (2.6)

para todo z € R, a € [0,1], v € [0,1] e 7 € {1,2}.
Observe que a fungio v*(z, a,7), em z, assume valores cada vez maiores
a medida que v aumenta em [0, 1].

Considere também os conjuntos R?, e L'(z,a,7),

{a; ,a} se a€[0,1)

RZL _ o’ o
(4]} se a=1

e

Li(Z,O(,’y) = [A?)fi]a N [_vi(z7 CV,’V) - z,vi(z7a7'y) - Z]

Finalmente, definimos J,, por
Ai(z1) AN Az(x2),  se (w1,22) € Py
Jy (1, 72) = (z2) ™ (2.7)
0 ,  caso contrario

com

e Pi(v,a) sendo definido para todo i € {1,2}, v € [0,1] e a € [0, 1], por
Pi(y,a) = {(x1,22) : 7, € R, e x3_; € L'(zi,a,7)}.

Diferentemente da distribuicdo conjunta bivariada Jy, (Definicao 4) a
distribui¢do de possibilidade conjunta (2.7) ndo possui restri¢oes, isto é, pode
ser construida para qualquer par de nimeros fuzzy.

E importante observar que o nimero de pares (x1,22) em que J, nao se
anula é tanto maior quanto maior for v € [0, 1]. Isso porque a funcio v¢(z, a,¥)
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é crescente em relacao a . Portanto, quanto menor o valor de -, maior a
interatividade entre A1 e As.

Ressaltamos também que para v = 1 temos J; = Ja, isto é, A; e Ay séo
nao interativos e o principio de extensao sup — Jj se resume ao principio de
extensao de Zadeh (Esmi et al., 2017).

Baseando-nos na distribuigdo de possibilidade conjunta dada por (2.7)
podemos construir aritméticas fuzzy interativas. Foi provado em (Esmi et al.,
2017) que a norma da extensdo sup — J, da adi¢do de dois nimeros fuzzy pode
ser ajustado com o parametro -, onde a menor e a maior norma possiveis via
principio de extensao sup — J sao dadas por v =0 e v = 1, respectivamente.

Vale lembrar que apesar do didmetro de um numero fuzzy ser limitado
por duas vezes sua norma, esta abordagem apresentada em (Esmi et al., 2017)
nao produziu bons resultados com respeito ao diametro de solugoes numéricas
de PVI. A fim de tornar a norma e o didmetro equivalentes, (Sussner et al.,

2016) introduziram o conceito de translacdo para ntimeros fuzzy.

Definicao 6 (Sussner et al., 2016) Dado A € Rx, o nimero fuzzy A transla-
dado por ¢ € R € definido pelo nimero fuzzy A, cuja funcio de pertinéncia é
dada por

A(z) = A(z +¢), Yz € R. (2.8)

A partir da Definigao 6 é possivel construir uma familia de distribuigoes
de possibilidade conjunta, conforme o Teorema 1.

Teorema 1 (Sussner et al., 2016) Dados A1,As € Ry e ¢ = (c1,¢2) €
considere os transladados Ay, Ay € Rz tais que Ay(z) = A1(z +c1) e Ay(z
As(z + ¢2), Vo € R.

Seja v € [0,1] e jv uma distribuicao de possibilidade conjunta entre

RQ
):

Ay, Ay e Ry. Se J5 € a relagao fuzzy definida por

J,i(xl,xg) = j,y(acl —C1,T2 — Cz), V(l’l,xg) S RQ (29)

entio JS € uma distribuicao de possibilidade conjunta entre Ay e Az, e ainda,
(4, +5 As) € Rx, sendo +5 o simbolo que representa a soma via extensdao
sup — J3.

Com a distribuigdo de possibilidade conjunta (2.9) é possivel ter um
controle do diametro das operagoes definidas via extensao sup — J através
do pardmetro vy € [0, 1], isto porque, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes
(Sussner et al., 2016; Esmi et al., 2017):
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(a) v < B;

(b) JS C Jg;

(C) Al +,CY A2 g Al +,CB Ag; (§]

Pode-se mostrar que [A; +., A9]* — {c1 + e} = [A; +5 Ag]® para todo
a € [0,1], sendo +, o simbolo que representa a soma via extensdo sup — J.,.
A equivaléncia acima diz que o didmetro da soma via extensao sup — J5 estd
relacionado com o parametro de ajuste v, de modo que o diametro da soma

diminui conforme o valor de « se aproxima de 0.

Graficamente, temos que quanto maior o valor de v, maior é o conjunto
fuzzy J,. Por exemplo, nas Figuras 2, 2, 4 e 5 vemos os nimeros fuzzy triangu-
lares Ay = (—1;0;1) e A3 = (—1;0;1) correlacionados através da distribuigio
de possibilidade conjunta J,, com v = 0, v = 0.25, v = 0.5 e v = 1, respecti-
vamente. Em particular, temos que para v = 0 os numeros fuzzy A; e Ay sdo
completamente correlacionados, isso porque os ntimeros fuzzy envolvidos sao

triangulares.

Figura 2: Distribuigdo de possibilidade conjunta J, para v = 0 entre os nimeros
fuzzy A1 = (—1;0;1) e Ay = (—1;0;1).
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Figura 3: Distribuicao de possibilidade conjunta J,, para v = 0.25 entre os niimeros
fuzzy A1 = (—=1;0;1) e Ay = (—=1;0;1).

Figura 4: Distribuicao de possibilidade conjunta J,, para v = 0.5 entre os ntimeros
fuzzy A1 = (—=1;0;1) e Ay = (—=1;0;1).

Ay

Figura 5: Distribuigdo de possibilidade conjunta J, para v = 1 entre os nimeros
fuzzy A1 = (—=1;0;1) e Ay = (—1;0;1).
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3. Solugao numérica para PVI

A seguir vamos estudar um modelo cldssico de epidemiologia (SIR) do
ponto de vista das solugoes numéricas classicas e depois fuzzy. Em ambos os

casos usamos métodos do tipo Euler.

3.1. Solugao numérica para PVI classico

Como é bem conhecido, o método de Euler consiste em determinar
solugbes numeéricas para equacoes diferenciais ordindrias como a descrita em
(3.10)

@ =1(t7) (3.10)
z(to) = zo

O algoritmo de tal método consiste em, dada a condigdo inicial xg,
computa-se Ty = x + hf(tg, k), com 0 < k < N —1, sendo N o nimero de
partigoes que o intervalo de tempo considerado é dividido e h o tamanho dos
subintervalos [tg, tx+1] igualmente espagados.

Utilizamos este método a fim de obter uma solu¢do numérica para o sis-
tema (1.1) com condigoes iniciais fuzzy. Antes disso, apresentamos uma solugéo
deterministica para esse modelo com o objetivo de observar o comportamento
das populacoes S, I e R.

Tomando-se condigoes iniciais deterministicas, temos que a solucao nu-

mérica, via método de Euler, é dada por (3.11)

Sk1 = Sk + ”(=BSkIx + (1 — p)Sk)
Iip1 = I + MBSkl — (p+v)1k) . (3.11)
Rp+1 = Rk + h(vIy — uRy)

Em (Smith e Moore, 2004) é considerado um modelo deterministico do
tipo SIR, sem dindmica vital, com condicoes iniciais Sg = 1, Iy = 1.27x 10 % e
Ry = 0. Note que a condigao inicial para a populagao de recuperados é Ry = 0
pois no tempo t = 0 a doenca ainda esta se iniciando, sendo assim, nao houve
tempo de existir recuperados. Na Figura 6 apresentamos uma solugao numeérica
para (1.1) tomando as condigoes iniciais fornecidas por (Smith e Moore, 2004).
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Figura 6: Solugdo numérica do sistema (1.1) via método de Euler, utilizando os
parametros h = 0.125, 8 = 0.5, =5x 1072, u = 2.5x 107% e v = 1/3. As condigdes
iniciais So, Io e Ro sao dadas por Sp =1, Iy = 1.27 X 107% e Ry = 0.

3.2. Solucao numérica para PVI com condigoes iniciais

fuzzy interativas

Considerando condigbes iniciais incertas, modelas por nimeros fuzzy in-
terativos, usamos operacoes aritméticas no método de Euler que sao proveni-
entes de uma distribuicao J§ adequada, isto ¢, tais operagoes sao realizadas via
principio de extensao sup — J5.

Nessas condigoes, as solugbes numéricas para o PVI fuzzy (1.1) sdo dadas
por (3.12)

Sk+1 = Sk +5 h(=BSk *5 I, +5 (1 — 1) Sk)
Iiy1 = I +5 R(BSk #5 I, =5 (p +v) 1) , (3.12)
Ry+1 = Ry +5 h(vI =5 pRy)

c c _c
sendo +7, x5 e —

pectivamente.

a soma, produto e a diferenca via extensao sup — J3, res-

Nas simulagoes numéricas foram utilizadas as condigoes iniciais fuzzy
triangulares Sp = (0;1;2), In = (1 x 107%,1.27 x 1075;1.5 x 107%) e para a
populagao de recuperados, usamos a mesma condicao inicial do modelo deter-
ministico, isto é, Ry = 0. Os parametros h, 3, 7, it € V 8230 0S mesmos que 0s
fornecidos na solu¢ao deterministica.

Observamos que sobre as condigoes de que Ry = 0, os numeros fuzzy
So e Iy passam a ser completamente correlacionados com ¢ = —1 e r = 1. No
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entanto, isso s6 ocorre em ¢t = 0, para ¢ > 0 tal relagao ja nao é mais vélida,

por isso utilizamos a distribuigdo de possibilidade conjunta (2.7).

Comparamos a evolugao temporal das populagoes S, I e R para alguns
valores de v, a saber, 1 =0, 72 = 0.25, 73 = 0.5, 74 = 0.55 e 75 = 1, exibidas
respectivamente nas Figuras 7, 8,9, 10 e 11.

01

°
8

0.06

Infectado

Suscetivel
Recuperado

0.04

0.02 01

0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
Tempo Tempo Tempo

Figura 7: Solucdo numérica via extensédo sup — J5, com v = 0. As linhas em tons
de cinza representam os a—niveis. Os valores de a préximos de 1 sdo descritos pelas

linhas mais escuras. Para essa solucao numérica foram utilizadas 1100 iteragoes.
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Figura 8: Solucdio numérica via extensdo sup — J5, com v = 0.25. As linhas em tons
de cinza representam os a—niveis. Os valores de a préximos de 1 sdo descritos pelas

linhas mais escuras. Para essa solugdo numérica foram utilizadas 1100 iteragoes.
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Figura 9: Solucdo numérica via extensdo sup — J5, com v = 0.5. As linhas em tons

de cinza representam os a—niveis. Os valores de « préximos de 1 sdo descritos pelas

linhas mais escuras. Para essa solugdo numérica foram utilizadas 1100 iteragoes.
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Figura 10: Solugdo numérica via extensdo sup—J3, com v = 0.55. As linhas em tons

de cinza representam os a—niveis. Os valores de a préximos de 1 sdo descritos pelas

linhas mais escuras. Para essa solugdo numérica foram utilizadas 1100 iteragoes.
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Figura 11: Solucdo numérica via extensdo sup — J5, com v = 1. As linhas em tons
de cinza representam os a—niveis. Os valores de « préximos de 1 sdo descritos pelas
linhas mais escuras. Para essa solugdo numérica foram utilizadas 100 iteragses.

E possivel notar, principalmente nas Figuras 7 e 8, que o “padrao” dos
graficos das populagoes S, I e R é similar ao comportamento apresentado pela
solugdo deterministica (Figura 6).

Os graficos da dindmica do modelo corroboram com o fato de que o
diametro da solugao estd associado com o valor que o parametro v assume.
Por exemplo, as Figuras 10 e 11 mostram as solugoes numéricas para o sistema
(1.1), via extensdo sup — J§g55 € sup — J{ respectivamente, apresentando os
maiores diametros dentre os valores de « exibidos aqui. Por outro lado, a
solugdo numérica dada por sup — J§ (Figura 7) possui o menor didmetro dentre

os demais.

4. Conclusao

Nesse estudo consideramos um sistema epidemiolégico SIR, com dinamica
vital e condigbes iniciais incertas modeladas por nimeros fuzzy interativos.

Para cada v obtemos uma distribuigao de possibilidade conjunta entre os
numeros fuzzy envolvidos e, consequentemente, a interatividade entre eles. Do
ponto de vista da dindmica da doencga, a interatividade entre as populagoes de
suscetiveis, infectados e recuperados é “controlada” pelo parametro de ajuste
v, sendo que quanto mais proximo de 0 for este valor, maior é a interatividade.

O diametro de um numero fuzzy esta atrelado a incerteza que o mesmo

modela, isto é, quanto menor for o valor do didmetro, menor é a incerteza.
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Desse modo, como observamos na Secao 2, a solugdo numérica apresentada
na Figura 7 fornece uma aproximagdo mais precisa (comparada as solugoes
numéricas obtidas a partir de outros valores de «) da evolucao temporal das
populagoes em relagao a doenca.

Perceba que para v = 0.55 e v = 1 o didmetro da solugao numérica au-
menta rapidamente, principalmente para a populacdo de infectados, compro-
vando que para maiores valores de v a incerteza sobre a dindmica populacional
aumenta.

Apresentamos solugoes numéricas para este modelo, via método de Eu-
ler, sendo que as operagoes realizadas durante o método sao provenientes de
uma distribuicao de possibilidade conjunta que é compativel com a derivada
interativa em questao.

A partir de uma aritmética interativa, baseada no principio de extensao
sup — JS, controlamos a incerteza presente na dinamica da doenga através
do parametro . As simulagoes computacionais corroboraram os resultados
tedricos, pois observamos que o diametro das solugdes numéricas esta atrelado
aos valores de v € [0, 1].

Ressaltamos também que através dessa familia de distribuicoes de pos-
sibilidade conjunta é possivel efetuar operagbes aritméticas para quaisquer
numeros fuzzy, diferentemente de outras distribui¢oes conhecidas na literatura,
como por exemplo a distribuigao para nimeros fuzzy completamente correla-
cionados. Isso nos permite modelar as condigoes iniciais do PVI fuzzy através
de qualquer tipo de nimero fuzzy e também, nesse caso particular, torna-se
possivel considerar um modelo com populagao nao constante.

Por fim, diferentemente do PVI fuzzy em que a derivada é fuzzy inte-
rativa, obtida por diferenga interativa (Barros e Pedro, 2016; Pedro, 2017),
aqui trabalhamos com métodos numéricos para PVI fuzzy em que apenas as
condicoes iniciais sao consideradas ntumeros fuzzy interativos para o sistema
(1.1).
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