
Biomatemática 27 (2) 2017, 97–114 ISSN 1679-365X

Uma Publicação do Grupo de Biomatemática IMECC – UNICAMP
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Resumo.

Neste trabalho abordamos o modelo clássico de Difusão-Advecção bidimen-

sional para a dispersão de poluentes e incorporamos o campo de velocida-

des da circulação superficial obtida pela resolução numérica das equações de

Navier-Stokes, o que nos permite introduzir no modelo a influência cont́ınua de

forças externas dadas pelas correntezas dos rios que deságuam no domı́nio de

simulação. O modelo de Difusão-Adveção é resolvido numericamente, na dis-

cretização para a variável espacial utilizamos o Método de Elementos Finitos

triangulares lineares e para a variável temporal o Método de Crank-Nicolson.

Simulações numéricas são realizadas para ilustrar os resultados matemáticos

obtidos, escolhemos um cenário real incorporando suas carateŕısticas do en-

torno natural.
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1. Introdução

A modelagem matemática é uma boa ferramenta que têm sido ampla-

mente utilizada pelas ciências para representar e estudar diferentes problemas

da vida real. É do nosso interesse estudar a modelagem de problemas ambien-

tais em particular a modelagem da dispersão de poluentes em meios aquáticos.

Para este trabalho partimos do modelo clássico para este tipo de pro-

blemas, o modelo de Difusão-Adveção apresentado em Cajas et al. (2015);

Rubianes et al. (2015); Prestes et al. (2013); Wolmuth (2009), onde o campo

de velocidades foi considerado como a velocidade superficial gerada pelo vento,

sendo esta constante ou seja da mesma magnitude em todo o domı́nio a simular.

Diferente das pesquisas citadas acima, neste trabalho além da velocidade

do vento, levamos em consideração o campo de velocidades da circulação super-

ficial do domı́nio, obtido pela resolução numérica das equações de Navier-Stokes

que regem a circulação de um fluido.

Tomando como domı́nio das simulações a Báıa de Buenanventura (ver:

Cajas et al., 2015), as equações de Navier-Stokes serão utilizadas para poder-

mos incorporar a correnteza dos rios que deságuam na báıa, o que permitirá

visualizar o campo de velocidades e como ele é influenciado pela geografia do

domı́nio.

As condições de fronteira permanecem segundo o entorno natural, con-

siderado absorção de poluente nas margens. Para a resolução numérica do

modelo de Difusão-Adveção, utilizaremos na discretização para a variável es-

pacial o Método de Elementos Finitos triangulares lineares e para a variável

temporal o Método de Crank-Nicolson.

2. Modelo Matemático

Um modelo amplamente utilizado para a dispersão de poluentes é obtido

através da equação diferencial parcial de Difusão-Advecção (LeVeque, 2007;

Cantrell e Cosner, 2003; Okubo e Levin, 1980). Denotando C à concentração

de poluentes, C = C(x, y, t), com (x, y) ∈ Ω ⊂ R
2 e t ∈ I = (0, T ] ⊂ R, a

equação que descreve tal fenômeno é dada por:

∂C

∂t
− α∆C + V · ∇C + µC = f, (2.1)

onde:
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- α(x, y, t), representa a difusibilidade do poluente no meio;

- V = (v1, v2), representa o fluxo advectivo;

- µ(x, y, t), representa o decaimento do poluente no meio;

- f(x, y, t)), representa as fontes de poluentes.

Para o fluxo advectivo, a circulação local é considerada como a resultante

da circulação superficial das águas da báıa Va, com a velocidade superficial in-

duzida pelo vento Vv. Em geral, a velocidade do vento é tomada a 10 metros

de altura, assim, a constante de proporcionalidade cv nos proporciona a veloci-

dade do vento superficial, utilizando a equação de Ekman (ver: Oliveira, 2003)

a constante de proporcionalidade recebe o valor de 0.03.

V = Va + cvVv, (2.2)

2.1. Condições Iniciais e de Contorno

É importante para as aplicações e o modelo a situação inicial do sistema

em todo o domı́nio espacial e, o tipo de interação que ele apresenta com o

exterior através da sua fronteira, ou seja, se há entrada, sáıda ou varição da

concentração do poluente nas fronteiras.

As informações que descrevem o estado inicial se conhecem como condições

iniciais e as descrições da forma de interação do sistema com o meio exterior

f́ısico são denominadas condições de fronteira, ou condições de contorno.

Vamos supor que no domı́nio espacial Ω, a fronteira ∂Ω tem n subdi-

visões, nos quais o comportamento da função C pode ter variações significativas

pelas carateŕısticas espećıficas do meio, assim:

∂Ω = ∪n
i=1Γi (2.3)

2.1.1. Condição de Contorno de Dirichlet

As condições de Dirichlet ocorre quando a função C da equação diferen-

cial parcial (2.1) é fornecida por uma função g em cada ponto da fronteira Γi,

para algum i = 1, ..., n.

C(x, y, t)|
Γi

= g(x, y, t) onde (x, y) ∈ Γi ⊆ ∂Ω, t ∈ I. (2.4)
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2.1.2. Condição de Contorno de von Neumann

As condições de von Neumann ocorrem quando a derivada da função C

é especificada por uma função g em cada ponto da fronteira Γi, para algum

i = 1, ...n.

∂C

∂η
(x, y, t)

∣

∣

∣

∣

Γi

= g(x, y, t) com (x, y) ∈ Γi ⊆ ∂Ω, t ∈ I. (2.5)

onde η é a normal à fronteira Γi.

Quando g(x, y, t) = 0 se diz que é uma condição de fronteira de Neumann

homogênea.

2.1.3. Condição de Contorno de Robin

A condição de Robin é obtida da combinação linear das condições de

Dirichlet e Neumann, assim será expressada como a combinação linear dos

valores da função C e os valores de sua derivada na fronteira.

kC(x, y, t) +α
∂C

∂η
(x, y, t)

∣

∣

∣

∣

Γi

= g(x, y, t), com (x, y) ∈ Γi ⊆ ∂Ω, t ∈ I. (2.6)

onde k e α são contastes e η é a normal à fronteira Γi.

A condição de Robin homogênea representa a perda de poluente nas

margens, sendo k a constante de proporcionalidade da perda na fronteira Γi,

para algum i. Nas fronteiras onde não há absorção de poluente, consideramos

a condição de Neumann Homogénea, que é um caso particular da fronteira de

Robin , com k = 0.

Para o nosso estudo consideramos condição inicial, C(x, y, 0) = 0 para

todo (x, y) ∈ Ω, supondo que o estado inicial do domı́nio livre de poluição para

todas as simulações.

Assim, para o nosso domı́nio de estudo, o modelo para a dispersão de

poluentes com condição inicial e condições de contorno, torna-se:
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
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
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




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

∂C

∂t
− α

(

∂2C

∂x2
+

∂2C

∂y2

)

+ V ·

(

∂C

∂x
,
∂C

∂y

)

+ µC = f

α
∂C

∂η
(x, y, t)

∣

∣

∣

∣

Γi

= −kC(x, y, t) (x, y) ∈ Γi ⊆ ∂Ω, t ∈ I.

C(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ Ω.

(2.7)

2.2. Formulação Variacional

Pensando que ainda não existem ferramentas anaĺıticas para encontrar

solução para o nosso problema, é assim que expressamos o problema (2.7)

como um sistema de equações integrais chamada de formulação variacional

(ou formulação fraca); garantindo que a existência e a unicidade do problema

variacional corresponde à solução do problema clássico (Gockenbach, 2006).

O método que usaremos para resolver numericamente as equações do nosso

modelo é o Método de Galerkin via Elementos Finitos.

Este método de Elementos Finitos não é aplicado aos problemas em sua

forma clássica, mas sim em sua forma variacional, assim é posśıvel provar facil-

mente a existência e unicidade da solução do problema em questão (Miyaoka,

2015).

Para a obtenção da formulação variacional, os espaços que serão usados

são:

• L2(Ω) = {f(x, y);
∫

Ω
|f(x, y)|2dµ < ∞}, este é o espaço das funções qua-

drado integráveis, com integração no sentido de Lebesgue;

• H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω); ∂v
∂x

∈ L2(Ω)e∂v
∂y

∈ L2(Ω)}, espaço de Sobolev;

• H1(Ω, (t0, tf ]) = {u(x, y, t̄) ∈ H1(Ω), t̄ ∈ (t0, tf ]}, espaço de Sobolev com

funções dependentes do tempo, para um t̄ fixo;

• V0(Ω) = {c ∈ H1(Ω); v = 0 ∈ ∂Ω}, espaço das funções de teste;

• V0(Ω, (t0, tf ]) = {c ∈ H1(Ω, (t0, tf ]); v = 0 ∈ ∂Ω}, espaço das funções de

teste dependentes do tempo.

Para simplificar a escrita vamos utilizar as seguintes notações, para f, g ∈

H1(Ω):

• (f |g) =
∫ ∫

Ω
f(x, y)g(x, y)dµ,
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• (∇f ||∇g) =
∫ ∫

Ω
∇f∇gdµ,

• 〈f |g〉∂Ω =
∫

∂Ω
f(x, y)g(x, y)dµ.

Agora, multiplicamos as equações de (2.7) pela função de teste v ∈ V0(Ω)

e integramos em (x, y) ∈ Ω, para obter formalmente a formulação variacional

do problema:

(

∂C

∂t

∣

∣

∣
v

)

− α(∆C||v) + (V · ∇C|v) + µ(C|v) = (f |v), (2.8)

sendo a integral no sentido de Lebesgue (para mais detalhes (ver: Bartle, 1995).

Para o segundo termo na primeira equação de (2.7), pode ser escrita

utilizando o Teorema de Green como segue:

∫ ∫

Ω

α∆Cvdµ =

∫ ∫

Ω

α∇C · ∇vdµ−

∫

Γ1

α
∂C

∂η
vdµ−

∫

Γ2

α
∂C

∂η
vdµ,

onde ∂C
∂η

referem-se à derivada normal exterior sobre a fronteira Ω.

Substituindo, rearranjando e aplicando as condições de contorno perti-

nentes, temos:

(

∂C
∂t

∣

∣

∣
v
)

+ α(∇C||∇v) + k1〈C|v〉Γ1
+ k2〈C|v〉Γ2

+ v1

(

∂C
∂x

∣

∣

∣
v
)

+ v2

(

∂C
∂y

∣

∣

∣
v
)

+ µ(C|v) = (f |v),
(2.9)

para todo v ∈ V0(Ω). Assim, a formulação variacional consiste em encontrar

C(x, y, t) ∈ V0(Ω, (t0, tf ]), solução do sistema acima, desse modo V0(Ω, (t0, tf ])

é o espaço das funções admisśıveis e V0(Ω) é o espaço das funções de teste.

Para as discretizações espaciais e temporais (ver: Wolmuth, 2009).

3. Equações de Navier-Stokes

A fim de melhorar as simulações e obtermos resultados mais realistas,

serão utilizadas as Equações de Navier-Stokes (3.10) e (3.11) para obter a cir-

culação superficial Va.

Para o caso em que o fluido é considerado num meio homogêneo incom-

presśıvel (a massa espećıfica não varia durante o seu movimento) e as proprie-

dades de transporte são constantes, as equações matemáticas das leis f́ısicas de

conservação são as equações de Navier-Stokes e continuidade, dadas por:
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∂Va

∂t
+ (Va · ∇)Va +

1

ρ
∇p−

µ

ρ
∆Va = f (3.10)

∇ · Va = 0, (3.11)

onde p é a pressão, Va é o vetor velocidade, ρ e µ são a densidade e a visco-

sidade dinâmica do fluido respectivamente, e f é o corpo de forças externas

por unidade de massa. Esta formulação baseada na velocidade e a pressão é

também conhecida como formulação mista.

As equações de Navier-Stokes são não-lineares, devido ao termo inercial.

Para os casos com fluxos de pequena velocidade e/ou fluidos altamente viscosos,

este termo é despreźıvel em comparação com o termo viscoso e é considerado

nulo. O conjunto de equações resultante é linear e são chamadas Equações de

Stokes.

3.1. Condições de Contorno

As equações (3.10) e (3.11) devem ser apoiadas por condições iniciais e de

contorno. A distribuição de velocidade deve ser fornecida como uma condição

inicial. Condições de contorno podem ser de três tipos:

• Entrada de fluido: A partir do conhecimento da velocidade da água na

entrada do meio aquático a ser estudado, prescreveremos uma condição

de Dirichlet não homogênea:

V |Γ1
= V0,

• Sáıda do fluido: considera-se que não há variação da velocidade na direção

normal ao contorno, de forma que

∂V

∂η

∣

∣

∣

Γ2

= 0,

onde η é o vetor unitário exterior ao contorno Γ2.

• Contorno ŕıgido: considera-se No-slip (sem escorregamento), o fluido

possui velocidade nula no contorno, isto é,

V |Γ3
= 0,



104 Rubianes, Cajas, Meyer & Rubianes

3.2. Técnicas de Estabilização - SUPG

Os desenvolvimentos dos métodos numéricos têm sido motivado na ten-

tativa de poder simular fenômenos complexos. As equações diferenciais parciais

são usadas na modelagem de fenômenos f́ısicos, naturais, como por exemplo a

equação clássica de Difusão-Advecção que é bem sucedida na modelagem de

problemas de dispersão de poluentes. Os métodos de diferenças finitas e ele-

mentos finitos são os mais usados para obter a solução numérica deste tipo de

equações.

Problemas de instabilidade numérica, apresentam-se quando o termo

advectivo é grande comparado com o termo difusivo, uma possibilidade para

evitar as oscilações causadas pela instabilidade é o refinamento da malha, o

que aumenta as dimensões do sistema a ser resolvido e que finalmente termina

sendo caro computacionalmente (Rubianes et al., 2015).

Os Métodos Upwind, são uma boa ferramenta para enfrentar este tipo

de problemas, na literatura pode-se encontrar entre os mais usados, Streamline

Upwind Petrov Galerkin (SUPG) e Galerkin Mı́nimos Quadrados (GLS) (Do-

nea e Huerta, 2003). O método de estabilização utilizado nesse trabalho para

a modelagem da dispersão de poluentes é o SUPG, para mais detalhes (ver:

Rubianes, 2015).

4. Simulações

O campo de velocidades do vento e sua importância no transporte do

poluente foi considerado constante em relação ao tempo e ao espaço. Para

tornar nossos resultados mais realistas, procurou-se dados de artigos e teses

que disponibilizassem as direções e intensidades dos ventos mais frequentes na

báıa.

Foi considerada uma fonte poluidora na báıa localizada no setor da ponte

El Pinal (ver Figura 1). Não foi considerada poluição inicial.

Na Tabela 1 apresentamos os valores para os parâmetros do modelo

2.7. Alguns destes valores foram tomados de Cajas et al. (2015), onde para a

condição de fronteira de Robin, consideramos perda de poluente nas margens,

no caso de solos moles como argila, limos tomamos como constante de propor-

cionalidade de perda k1 e nos solos de areia tomamos k2 e as fronteiras que

apresentam falésias rochosas tomamos k = 0.
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Tabela 1: Valores dos parâmetros utilizados nas simulações

Parâmetros Valores Unidades

f 15 mg l−1h−1

µ 0,0001 h−1

α 0,026 km2 h−1

k1 = 1, 5× 10−4 0,01 uc h−1

k2 = 2, 5× 10−5 0,01 uc h−1

4.1. Circulação Superficial da Báıa de Buenaventura

Apresentamos alguns cenários de simulações resultantes da implementação

computacional do modelo, os algoritmos foram programados no ambiente Ma-

tlab.

Como foi descrito na Introdução, o domı́nio das simulações será num

meio aquático real, neste caso a báıa de Buenaventura. Para isso, primeiro

geramos a malha do domı́nio mediante o software livre chamado de Gmsh (ge-

rador de malhas de Elementos Finitos em duas e três dimensões), que permite

a ligação com outros geradores de malha espećıficos. Ele contém 4 módulos:

para descrição geométrica, entrosamento, resolução e pós-processamento.

É importante ressaltar que a ferramenta que constrúımos pode ser uti-

lizada para qualquer tipo de domı́nio uma vez que esse software nos dá as

informações necessárias para a implementação e simulação.

Figura 1: (a) Malha das simulações.
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Para melhor análise dos resultados dividimos o domı́nio em quatro seto-

res como mostra a Figura 1, também apresenta-se a malha de elementos finitos

triangulares do domı́nio de estudo, obtida pelo software Gmsh e uma única

fonte poluidora.

Figura 2: Setas indicando a direção da circulação superficial da báıa influenci-

ada pela entrada dos rios.

Na Figura 2, pode-se observar as setas do campo de velocidades da

báıa de Buenaventura obtidas pela resolução numérica das equações de Navier-

Stokes.

(a) (b)

Figura 3: (a) Setas da circulação superficial do Setor 2 da báıa. (b) Setas da

circulação superficial do Setor 3 da báıa.
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As Figuras 2(a) e 2(b) apresentam um zoom dos setores 2 e 3 descritos

na Figura 1. Pode-se observar de maneira mais detalhada as setas e direção da

circulação superficial.

4.2. Cenário 1: Simulações com vento sudoeste

Neste cenário consideramos o vento sudoeste, que é o vento predominante

na região da báıa com velocidade média superficial de 0, 216 km/h. Foram rea-

lizadas duas simulações, na primeira considerou-se como campo de velocidades

só o vento predominante, já na segunda simulação, além do vento predominante

sudoeste, consideramos a circulação superficial da báıa.

Figura 4: Concentração do poluente após 15 dias de simulação, considerando o

vento sudoeste. (a) Sem a circulação superficial. (b) Com a circulação super-

ficial.

A Figura 4(a), mostra o efeito do vento sudoeste na concentração do

poluente após 15 dias de simulação, onde tem-se espalhado o poluente ao longo

do setor 4 da báıa, nesta simulação pode se observar uma maior concentração

de poluente em torno da fonte em relação à simulação na Figura 4(b), onde a
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dinâmica das águas, dada pela circulação superficial e o vento como foi ilustrado

na Figura 3 influenciou na concentração, mas com uma maior concentração do

poluente no setor 4.

A seguir, apresentamos as informações ao longo do tempo da evolução da

concentração do poluente em quatro nós da malha cuja localização é descrita

na Figura 1.
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Figura 5: Comportamento Evolutivo do Poluente, considerando o vento sudo-

este. (a) Sem a circulação superficial. (b) Com a circulação superficial.

Nas Figuras 5(a) e 5(b), apresenta-se o comportamento ao longo do

tempo de quatro nós escolhidos da malha da discretização do domı́nio, onde

pode-se observar a evolução do poluente. Em ambas as Figuras, nos nós 1695

e 1786, a concentração do poluente atinge um ńıvel assintótico nas primeiras

iteraçãoes. Já no nó 906 e no nó 1570 o vento predominante evita a chegada

do poluente nesses setores.

Nota-se uma maior concentração do poluente na Figura 5(b), isto deve-

se ao transporte do poluente influenciado pela circulação superficial da báıa, o

que permite um maior transporte do poluente pelos setores 3 e 4, isto pode ser
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percebido nos nós 1695 e 1786.

4.3 Cenário 2: Simulações com vento leste

Neste cenário consideramos o vento leste com velocidade média superfi-

cial de 0, 216 km/h. Similar ao Cenário 1, foram realizadas duas simulações,

na primeira considerou-se como campo de velocidades só o vento leste e, na

segunda simulação, além do vento leste, consideramos a circulação superficial

da báıa.

Figura 6: Concentração do poluente após 15 dias de simulação, considerando o

vento leste. (a) Sem a circulação superficial. (b) Com a circulação superficial.

Na Figura 6(a) observa-se o espalhamento do poluente em grande parte

da báıa, assim, o vento leste permite que o poluente atinja os setores 1,2 e 3.

Na Figura 6(b), diferente da simulação sem circulação superficial, o po-

luente atingiu com uma concentração de poluente significativa o setor 3 e parte

do setor 2. Nesta simulação, o efeito de considerar a circulação superficial in-

fluenciada pela entrada dos rios na báıa, evitou o acúmulo de poluente no setor

1 e em parte do setor 2 onde a concentração do poluente é menor comparado
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com a Figura 6(a). É importante ressaltar que a concentração do poluente em

torno da fonte é também menor.
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Figura 7: Comportamento Evolutivo do Poluente, considerando o vento leste.

(a) Sem a circulação superficial. (b) Com a circulação superficial.

Nos nós 906 e 1570, na Figura 7(b) percebe-se uma menor concentração

do poluente comparado com a Figura 7(a), isto era esperado pois a circulação

superficial da báıa tem um papel importante transportando o poluente e evi-

tando o acúmulo de altas concentrações nesses setores da báıa.

Para o nó 1695 perto da fonte de poluição, na simulação com circulação

superficial Figura 7(b), observa-se uma menor concentração do poluente o que

também era esperado devido ao maior transporte do campo de velocidades

nesse setor.

Finalmente, no nó 1786 localizado no setor 4 da báıa, o vento leste e a

circulação superficial impedem a chegada do poluente nesse nó.
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4.4. Cenário 3: Calmaria

Neste Cenário consideramos total ausência de ventos: Calmaria, que

ocorre quando não é posśıvel perceber a movimentação do ar, assim, só será

considerada a circulação superficial da báıa.

Figura 8: Concentração do poluente após 15 dias de simulação. (a) Conside-

rando a circulação superficial sem vento. (b) Comportamento Evolutivo do

Poluente.

Na Figura 8(b), nos nós 906 e 1570, observa-se a chegada do poluente

nas primeiras iterações da simulação, o que deve-se ao transporte deste pela

circulação superficial da báıa, porém, com uma baixa concentração.

Para o nó 1786 localizado no setor 4 da báıa, o poluente atinge este

nó nas primeiras iterações obtendo uma concentração maior comparado com a

Figura 5, fato relacionado pela ausência de campo de velocidades no setor 4.

Finalmente, no nó 1695 localizado perto da fonte de poluição, o poluente atingiu

sua concentração mais alta comparado com os Cenário 1 e 2. A circulação

superficial neste setor é fraca o que permite um maior acúmulo de poluente.
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5. Conclusões

A conjunção do modelo matemático, o tratamento numérico do mo-

delo, implementação e simulação nos forneceram uma melhor interpretação

do fenômeno e o comportamento evolutivo da dispersão de poluentes, com re-

presentações gráficas de fácil leitura.

Conseguimos obter a circulação superficial da báıa de Buenaventura a

partir da resolução numérica das Equações de Navier-Stokes e incorporá-las

no modelo de Difusão- Adveção levando em consideração as carateŕısticas ge-

ográficas do domı́nio.

As simulações nos permitiram visualizar como a circulação superficial

influencia significativamente no transporte e na concentração do poluente.

Existem outros fatores carateŕısticos do domı́nio de estudo que acredi-

tamos influenciam na dispersão y concentração de poluentes, tais como a maré

(maré alta e maré baixa) o qual também pode ser incorporado utilizando as

Equações de Navier-Stokes assim trabalhos futuros podem nos permitir o es-

tudo de outros cenários.

O uso da técnica SUPG, permitiu uma maior liberdade em relação ao

coeficiente de difusão do poluente, ou seja, foi posśıvel trabalhar com valores

pequenos, mais próximos da realidade.
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onal de Macrófitas Aquáticas. PhD thesis, IMECC–Unicamp, Campinas/SP,

Brazil.

Rubianes, J. C., Cajas, D., Meyer, J. F. C. A., e Rubianes, J. A. I. (2015).

Esquema scharfetter-gummel e sua aplicação na modelagem da dispersão
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