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Resumen. Es presentado un modelo matematico representativo de la varia-
cién temporal en el crecimiento poblacional y la contaminacién producida
debido a la interaccién entre dos especies: salmones y microalgas. Un siste-
ma no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias es establecido. Ademaés de
caracterizar diferentes formas de contaminacién asociada a la interaccién, las
ecuaciones utilizadas incluyen términos de crecimiento logistico en ambas espe-
cies, una respuesta funcional sigmoide (para microalgas) y un coeficiente “y”
que interpreta la influencia de corrientes marinas (por temperatura y flujo)
en el florecimiento de microalgas. Desde caracterizar un problema ecoldgico,
realizamos un andlisis cualitativo para establecer la existencia y estabilidad
(local) de ciertos puntos de equilibrio de interés. Ademds, fue establecido un
valor critico “Go” que determina la presencia endémica (o no) de las micro-
algas para el modelo. Finalmente, simulaciones numéricas son realizadas para
obtener trayectorias dindmicas, espacios de fase y confirmar propiedades de
estabilidad.
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1. Introduccion

Procesos de cultivo de salmones (acuicultura) generan contaminacién
del héabitat acudtico natural donde se establece la producciéon, aumentando
la materia orgdnica y nutrientes favorables para el florecimiento (crecimiento
acelerado, o bloom) de microalgas por eutrofizacién (Heisler et al., 2008), las
cuales son perjudiciales para los salmones, provocandoles asfixia y, consecuen-
temente, la muerte (ProMED-mail, 2016). Contaminacién asociada al material
organico en descomposicion y emisién de dcido sulfhidrico debido a una masiva
muerte de salmones generan un problema ecolégico, de gran impacto ambien-
tal y econémico (AQUA-news, 2016), que puede ser abordado y representado
a través de un modelo matemdtico (Sdnchez et al., 2017).

Asi, nuestro objetivo es, en seccién (2), caracterizar un modelo mateméti-
co, representativo de este problema ecoldgico, junto a sus términos y coeficientes
utilizados. Luego, en seccién (3), tratar analiticamente la existencia y estabili-
dad (local) de puntos de equilibrio de interés para, posteriormente en seccién
(4), comprobar visualmente representaciones del modelo y verificar estabilidad

a través de simulaciones numéricas computacionales.

2. Modelo matematico

Consideremos un modelo cldsico de variacién temporal de tres comparti-
mentos (Edelstein-Keshet, 2005), que contempla la interaccién de salmones (.59)
y microalgas (A4), més la contaminacién (P) asociada a tal proceso, represen-

tado por el siguiente sistema, no lineal, de ecuaciones diferenciales ordinarias:

s S A?

E CIS<1_kl>_025<b+A2>_CSSP

dA A

ap
dt

= CGS + C7SA + p()C3SP — CgPA — CgP

La especie de salmones es caracterizada, en primera ecuacién de (2.1),
desde considerar su crecimiento no natural, debido al cultivo humano, donde
el primer término representa su crecimiento logistico, el segundo corresponde
a la muerte de salmones debido al encuentro con microalgas a través de una

respuesta funcional sigmdide (Miyaoka e Meyer, 2015; Rojas-Palma e Gonzalez-
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Olivares, 2012) y el tercer término establece el dafio, para los salmones, debido
a la contaminacién de su héabitat artificial.

La especie de microalgas es caracterizada, en segunda ecuacién de (2.1),
considerando su crecimiento natural, asociado a condiciones ambientales favo-
rables de luminosidad incidente, temperatura y cantidad de nutrientes en el
agua (Heisler et al., 2008), donde el primer término representa su crecimiento
logistico y el segundo su decrecimiento debido a la dispersién y limpieza (de

microalgas y nutrientes) por flujo y por temperatura de corrientes marinas.

La contaminacién es caracterizada, en tercera ecuaciéon de (2.1), consi-
derando al primer, segundo y tercer término como favorables en su aumento
debido a residuos de los criaderos de salmones (como exceso de nutrientes por
alimentacion, desechos de los peces y uso de antibidticos y quimicos), por mor-
talidad de salmones en el encuentro con microalgas y por la contaminacién del
hébitat, respectivamente. Luego, el cuarto y el quinto término establecen un
decaimiento de la contaminacién, por absorcién (de nutrientes) por microalgas

y por limpieza natural (por corrientes marinas), respectivamente.

3. Analisis

Puntos de equilibrio (Edelstein-Keshet, 2005) son obtenidos a partir de
(2.1), al considerar una variacién temporal nula en la dindmica de crecimiento
ds _ dA dP

de las especies (%7 = 57 = 0) y contaminacién asociada (% = 0), esto es,

resolver (para S, A e P) el siguiente sistema homogéneo:

o5 () o0
o = ala(1-2) o] o2

0 = S [66 + C7A] + P [poC3S — cgA — Cg]

o
Il

Luego, andlisis de estabilidad (local) del sistema (2.1), en puntos de equi-
librio obtenidos en (3.2), son realizados utilizando el método de linealizacién
y el criterio de Routh-Hurwitz como comprobacién (Edelstein-Keshet, 2005;
Rubio, 2017).

Asi, la matriz Jacobiana (Jg = J(E)) del sistema (2.1), evaluada en un
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punto de equilibrio E = (S, A, P), es calculada y dada por:

_ _9 I
2¢18 A — 2¢c2S Ab —
c1 — A — —c3P _fen 5 —c38
ki b+ A (b + Zz)
Jp = - (3.3)
2c4 A — _
0 cq — s P —~vA
ce + 672 + pocgﬁ C7§ — csﬁ p003§ — ng —c9

Consecuentemente, para que un punto de equilibrio F sea asintéticamen-
te estable en (2.1) toda parte real de los autovalores de la matriz Jacobiana
(3.3) deben ser negativos, esto es, Re();) < 0 para i = 1,2, 3. De forma equiva-
lente, el punto de equilibrio E serd asintéticamente estable en (2.1) si toda parte
real de las raices del polinomio caracteristico dado por A(\) = det(Jg — AI)
sean negativas, esto es, desde A(\) = A3+ a1 A2 4 as )\ + as se debe satisfazer
ai,az, a3 € RY y ajas —az > 0, o bien, si A(\) = (k — A\)(A? + a1\ + ao) se
debe comprobar a1, ds € RT (Edelstein-Keshet, 2005; Rubio, 2017).

Para el andlisis matematico (cualitativo) del modelo, consideramos a
todos los coeficientes (pardmetros) del sistema (2.1) como nimeros constantes
positivos, esto es, c1, k1, c2, b, ¢3, ¢4, k2,7, Cs, €7, po, Cg € cg € RT.

Asi, considerando la naturaleza de los coeficientes, son presentadas (en
tabla (1)) condiciones sobre los pardmetros para existencia de puntos de equi-

librio y estabilidad asociada (comportamiento cualitativo).

Tabla 1: Condiciones sobre los pardmetros para existencia y estabilidad.

Punto de Existencia Comportamiento
Equilibrio (Condicién) Cualitativo (Condicién)
(0,0,0) Si (trivial) inestable (ver en 3.1)

(S,0,0) No (# solucién) —

(0,4,0) Si (A = ky) estable (si ¢; < ;j_‘%z)
(0,0, P) No (P = 0) —

(0,4, P) Si (A==2<0) inestable (a; = % < 0)
(S, 4,0) No (# solucién) —

(S,0,P) Si(S=S8,,P=P) estable (ver en 3.2)
(S,A,P) Si(S=S8y A=Ay, P=Py) estable (ver en 3.3)

Observamos, desde tabla (1), que no es posible (matematicamente) la

existencia de puntos de equilibrio de forma (S,0,0) y (S, A,0), como también
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para (0,0, P) si se desea P # 0.

Ademss, vemos que el punto de equilibrio (0, A, P) existe matemadtica-
mente, pero no es viable en sentido biolégico (ya que representarfa una pobla-
cién negativa de microalgas) y es inestable segtin el Criterio de Routh-Hurwitz.

También, el punto de equilibrio (0, A, 0) existe para A = ko (Iimite méxi-
mo de la capacidad de soporte para microalgas) y es estable (autovalores ne-
gativos) si se cumple la condicién sobre los pardmetros presentada. Luego, el
primer punto de equilibrio (0,0, 0) serd analizado en seccién (3.1).

Finalmente, los dos tltimos puntos de equilibrio (S,0,P) y (S, 4, P)
representaran dos escenarios posibles, sin y con presencia de microalgas en el

modelo, y serdn analizados en secciones (3.2) y (3.3), respectivamente.

3.1. Equilibrio y estabilidad para E, = (0,0,0)

La existencia de un punto de equilibrio Fy (trivial) es inherente al sistema
(3.2). Su comportamiento cualitativo es inestable, considerando la naturaleza

de los coeficientes, desde observar a partir de la matriz Jacobiana J(Ey) = Jg,,

C1 0 0
JEO = 0 Cy4 0 5
Cg 0 —C9

que su polinomio caracteristico Ag(A) = (¢1 — A)(ca — A)(—co — A) determina
dos raices reales negativas y una positiva.

Sin embargo, en forma bidimensional, puntos de equilibrio de tipo silla
relacionan la contaminacion asociada junto con la poblacién de salmones o la
poblacién de microalgas, como también, un punto de equilibrio de tipo repulsor
relaciona a las dos especies en proximidades del punto de origen (0,0).

Simulaciones numéricas del modelo (2.1) para este punto de equilibrio
FEy, evidenciando los comportamientos cualitativos mencionados, son presenta-

das en seccién (4).

3.2. Equilibrio y estabilidad para F, = (5;,0, P;)

Para el primer escenario de interaccién, fue posible determinar analitica-
mente dos condiciones de existencia para puntos de equilibrio de la forma Fq,

esto es, sin presencia de microalgas en el modelo.
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Asi, a partir de (3.2) y considerando A; = 0, encontramos soluciones
analiticas para S; # 0y P; # 0 resolviendo el sistema homogéneo simplificado:

0201 (1—Sl> —Cgﬁl
ks (3.4)

0 =cS1 + P1 [pocsS1 — co]

La primera condicién de existencia (sobre los pardmetros) fue establecer

como necesario que la soluciéon para

2 2
c1c c1e 4pocic
(CG + poct + 19) + (Ce + poc1 + 19) g
_ c3kq csky kic3
S1 = So0ct , (3.5)

k1

obtenida a partir de (3.4), sea un niimero real positivo, esto es, para que S; €

RT, se debe satisfacer:

2 2
cicy 4pocice
> . 3.6
(CG + poc1 + CSkl) = hes ( )

La segunda condicién de existencia (sobre los pardmetros) fue establecer

como necesario que la solucién para

5 C1 S
Pi=—1(1—-— 3.7
=2 (1=, (37)
obtenida a partir de (3.4), sea (también) un nimero real positivo, esto es, para

que P; € RT, se debe satisfacer:
S1 < k. (3.8)

Asi, ambas condiciones (3.6 y 3.8) son compatibles matemética y biolégi-
camente segin el modelo representado y soluciones para un punto de equilibrio
de forma E; = (S1,0, P;) son determinadas analfticamente (3.5 y 3.7).

A continuacién, es obtenida la matriz Jacobiana evaluada en el punto de
equilibrio E7, a partir de (3.3) y simplificada considerando (3.4), dada por:

— C;{:Sl 0 *Cg?l
1
JEl = 0 Cq — ,Yﬁl 0 (39)

c6 + pocsP1 ¢c7S1 —csP1 pocsS1 — co
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Luego, el polinomio caracteristico, correspondiente a (3.9), es:
AN = (J11 — N) [(Ja2 = A) (J33 — A)] — J13 [J31 (Jo2 — N)] - (3.10)

Como A1(A) = (Jaz — A) Q(N), vemos que una rafz de (3.10) es Joo =
A =cq — P,

Asi, una primera condicién necesaria para estabilidad de F; serd que
A1 < 0, lo cual implica en que:

P> (3.11)
y
Luego, tenemos que:

Q) = (Ji1 = A) (I3 — A) = JizJ31 = )\2+(—J11 — Js3) A+ (J11ds3 — Ji3J31) .

ay az

Para comprobar estabilidad (local) del punto E, por el criterio de Routh-
Hurwitz es necesario satisfacer en el polinomio Q(\) que los valores a; > 0y
az > 0. Considerando (3.4) verificamos que:

—c1S
[ —J11 — J33 = — (%) — (pngSl — Cg)
_ c181 76651 _ c181 C(;Sl
Gt - <71 ) = 5t +—71 = ap > 0.

ag = Ji1Jsz — JizJs1 = (_%El) (pocsS1 — cg) — (—c351) (c6 + pocsPr)

1

= @% + (0331) (06 + p003ﬁ1) = ao > 0.

k1

Una vez que las condiciones para estabilidad a; > 0 y as > 0 son sa-
tisfechas por la naturaleza de los coeficientes del modelo, resta solo satisfa-
cer la condicién (3.11) para probar y garantizar que el punto de equilibrio
E; = (51,0, Py) sea estable (localmente).

Ahora, considerando el florecimiento de microalgas como indeseado, por
impacto ambiental y econdémico, fue caracterizado un valor critico que establece
el umbral hasta donde el punto E; es considerado estable. Similar a modelos
epidemioldgicos (Edelstein-Keshet, 2005; Rubio, 2017), podemos interpretar
este valor critico Gy como una tasa reproductiva intrinseca de las microalgas,
determinado a partir de (3.11) como:

Cyq

P1>C4:>7P1(1—):yPl(l—G0)>O:>G0<1. (3.12)
v vP1
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Asi, dadas condiciones iniciales, establecemos desde (3.12) que si Gy < 1,
el sistema (2.1) representativo del modelo en estudio, se estabilizara en el punto
de equilibrio F; para t — oo, esto es, las microalgas van (matemdticamente)
para la extincion. En caso contrario, si Go > 1 el sistema (2.1) no se estabili-
zard en E7, esto es, el modelo considerara la existencia endémica de microalgas.

Simulaciones numéricas del modelo (2.1) para el primer escenario, evi-
denciando la dindmica de microalgas (extincién o prevalencia) segun el com-

portamiento (critico) de Gy, son presentadas en seccién (4).

3.3. Equilibrio y estabilidad para F, = (gg,zg,ﬁg)

Para el segundo escenario, no fue posible determinar soluciones analiticas
ni condiciones de existencia para puntos de equilibrio de la forma Fs, esto es,
con presencia de microalgas en el modelo.

Sin embargo, considerando soluciones numéricas aproximadas para un
punto de equilibrio Esy, a partir de (3.2), con sentido biolégico minimamente
viable, esto es, para Sy Ay, Py € RT, establecimos un polinomio caracteristico,

correspondiente a (3.3) cuando J(E2), dado por
AQ()\) =3 + Cll)\2 + as\ + as,

en donde a1 = —Jy1 —Jog —J33, az = Joo 33— JozJza +J11 (Ja2 + J33) — J13J31,
y az = Jz31 (J13Jaz + J12Ja3) — Ji1 (JazJ33 — JazJs2).

Luego, por el Criterio de Routh-Hurwitz, el punto de equilibrio F,
serd estable si, y solamente si, los coeficientes ay, az, a3 € RT y que ajas —as >
0, o sea, son establecidas y deben ser satisfechas condiciones (sobre los pardme-
tros) para verificar estabilidad local (Edelstein-Keshet, 2005; Rubio, 2017).

Simulaciones numéricas del modelo (2.1) para el segundo escenario, re-
presentativo de la coexistencia entre las especies y contaminacién asociada, son

presentadas en siguiente seccién (4).

4. Simulacion y Resultados

Para las simulaciones, fueron considerados niimeros constantes positivos
para los coeficientes (pardmetros) del modelo (en tabla (2)), los cuales, bési-
camente, consiguen representar visualmente el fenémeno de florecimiento de

microalgas y una masiva muerte de salmones asociada.
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Tabla 2: Coeficientes del modelo para simulaciones.

Coeficiente Valor Interpretacién
c1 0.01/3 tasa reproduccién controlada para S
k1 100 capacidad de soporte de S
ca 0.01/3 tasa efectiva encuentro de especies
b 10000 parametro de escala
c3 0.0001/3 tasa efectiva perjuicio de S por P
C4 0.1/3 tasa reproduccién natural para M
ko 100 capacidad de soporte de M
C 0.001/3 tasa efectiva beneficio para P por S
cr 0.001/3  tasa mortalidad de S encuentro con M
00 0.1 parametro de escala
cs 0.001/3  tasa disminucién P por alimento de M
Co 0.01/3 tasa limpieza por corrientes marinas

79

Asi, a partir de lo mencionado en seccién (3.1), resultados numéricos

computacionales permiten corroborar visualmente el comportamiento cualita-

tivo inestable del punto de equilibrio Fy, en Figuras la y 1b, que representan

inestabilidad con singularidad de tipo silla y de tipo repulsor, respectivamente.
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Figura 1: Simulaciones gréficas (planos de fase) del modelo (2.1) en punto de
equilibrio Ey = (0,0,0), con: a) inestabilidad de tipo silla, b) inestabilidad de

tipo repulsor.

Luego, para el primer escenario, resultados numéricos computacionales
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permiten corroborar (mediante el comportamiento de Gy) la estabilidad de
un punto de equilibrio (sin presencia de microalgas) y visualizar situaciones
(extremas) posibles en funcién de la variabilidad de flujo y temperatura de
corrientes marinas representadas por el valor 7. La interpretacién y valores

para 7 (asumidos) y para Gy (obtenidos) son caracterizados en tabla (3):

Tabla 3: Valores de v y Gy, segun flujo y temperatura de corrientes marinas.

Situacion Interpretacién  valor valor
n® Flujo Temperatura de v de v de Gy
1 alto baja muy alto 0.3333 0.0101
2 bajo baja alto 0.0337  0.1000
3 alto alta bajo 0.0034 0.9898
4 bajo alta muy bajo 0.0003  9.7991

Ahora, con v establecido, podemos visualizar (en Figuras 2a y 3a) tra-
yectorias dindmicas de la simulaciéon obtenida para las situaciones 3 y 4 de
tabla 2, que asocian los valores criticos para estabilidad Gy < 1 y Gy > 1,
respectivamente, para el modelo (2.1) con condiciones (porcentuales) iniciales
S(0) =75, A(0) =20 y P(0) =5, durante tres anos (f = 1080 dias).

T T T T T T T T T T 7 o —r ——r
T 7 T ==
100 q
16 , P ) - . =
\ | / / S S e T =
50// . \ ‘ ' ) B ) ]
c 12 R ; . ]
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Figura 2: Simulaciones graficas para el modelo (2.1) con S(0) = 75, A(0) = 20
y P(0) =5 para: a) Gy < 1 (microalgas tienden a extinguirse), b) plano de fase
y érbita de estabilidad.

La estabilidad del modelo (2.1), para el primer escenario, desde satisfa-
cer Gy < 1, es alcanzada (para ¢ — o0) en el punto de equilibrio (atractor)
E; =(90.10, 0, 9.90) cuyo plano de fase, y 6rbita de estabilidad, es presentado
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en Figura 2b.

Para el segundo escenario, un punto de equilibrio F5, obtenido numéri-
camente, con Sy ~ 36.79, Ay ~ 66.38 y P, ~ 32.61, satisface las condiciones
del criterio de Routh-Hurwitz, por tanto, es estable (localmente). Ademds, el
espacio de fase asociado para E5 y la érbita de estabilidad, a partir de las

condiciones iniciales, es presentado en Figura 3b.

Salmones
== Microalgas
80 Contaminacion 4

60 1

NSN——

porcentaje

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
tiempo (dias)

Figura 3: Simulaciones graficas para el modelo (2.1) con S(0) = 75, A(0) = 20
y P(0) = 5 para: a) Gy > 1 (presencia endémica de microalgas), b) espacio de
fase y orbita de estabilidad.

5. Conclusiones

Fue posible establecer un modelo matemaético representativo de la dindmi-
ca temporal de crecimiento entre dos especies (salmones y microalgas) y la con-
taminaciéon producida en la interaccién, consiguiendo representar el fenémeno
de bloom de microalgas y una masiva muerte de salmones. Dos escenarios de
interés bioldgico y econémico (basados en un problema ecoldgico real) fueron
analizados (cualitativamente).

Para el punto de equilibrio Ey (trivial), fue posible comprobar analiti-
camente su comportamiento cualitativo inestable y visualizar, en forma bidi-
mensional, a este punto de origen como um punto de equilibrio inestable tipo
silla (entre alguna especie y la contaminacién asociada) o como un punto de
equilibrio inestable de tipo repulsor (entre ambas especies).

Para el primer escenario, fueron establecidas condiciones (sobre los pa-
rametros del modelo) necesarias para existencia de puntos de equilibrio (E})

que no consideran la presencia de microalgas. Luego, al establecer condiciones
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necesarias de estabilidad (local) para estos puntos (FEp) fue determinado un
valor critico Gy, interpretado como la tasa reproductiva intrinseca de microalgas
a partir de la cual es prevista la presencia endémica (Gy > 1) o la extincién
(matemdtica) de microalgas (Go < 1) para el modelo. Desde que Gy(y) fue
posible configurar una representacion de la influencia del flujo y temperatura
de corrientes marinas (a través de diferentes valores interpretativos para ) que
determinan el florecimiento de microalgas (presencia endémica, perjudicial en
este modelo).

Para el segundo escenario, fue posible obtener soluciones numéricas (apro-
ximadas) para puntos de equilibrio de la forma Fj5, esto es, con presencia de
microalgas, vy fueron satisfechas condiciones necesarias de estabilidad (local)
para un ejemplo simulado.

Ademds, es visualizada la caracteristica realista de no linealidad de la
respuesta funcional sigmdide, que interpreta un bajo impacto de una especie
sobre otra (las microalgas sobre los salmones) cuando su densidad poblacional
es baja, pero un fuerte impacto cuando esta densidad aumenta (ver figura 3a).
Otra caracteristica del modelo fue la representacion del fenémeno bioldgico de
amensalismo, donde las microalgas perjudican el crecimiento de salmones sin
obtencién directa de beneficios (como alimento por depredacién).

Finalmente, para ambos escenarios fue considerada una linealizacion del
modelo, el uso de la matriz Jacobiana y el criterio de Routh-Hurwitz para
verificar estabilidad. Ademds, fueron reproducidas simulaciones numeéricas que
visualizan y corroboran el comportamiento estable de los puntos de interés, en

ambos escenarios, a través de trayectorias dindmicas y espacios de fase.
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