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Resumo. A compreensdao da coexisténcia entre espécies semelhantes ecolo-
gicamente, que compartilham os mesmos recursos, é um antigo problema da
Ecologia, que conforme Lara et al. (2015) é importante para discutir o impacto
que a extingdo de uma espécie pode provocar em uma comunidade ou ecos-
sistemas inteiros. Com os trabalhos de Grinnell (1904) e Gause (1932, 1934)
foi estabelecida a Lei da Exclus@o Competitiva, que afirma que espécies com
mesmo nicho ecoldgico e 0 mesmo territério geografico ndo podem coexistir.
Em contrapartida, MacArthur (1958) apresentou um estudo de coexisténcia
entre cinco espécies de warbler com caracteristicas similares. E neste contexto
que o presente trabalho apresenta um modelo de coexisténcia estavel entre
duas espécies semelhantes. O modelo proposto aborda a competigdo interes-
pecifica de forma limitada, que em um cenéario particular, equivale ao modelo

cldssico, no entanto, traz interpretagoes bioldgicas diversas.
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1. Introducao

Em Ecologia, é uma questao antiga a compreensao de como espécies
que compartilham os mesmos recursos e com relacionamento muito préximo
possam coexistir.

Baseado em observagoes de campo, analisando populagoes de chestnut-
backed chickadee (Parus Rufescens), Joseph Grinell formulou o Principio da
Exclusao Competitiva: “Duas espécies com aproximadamente os mesmos hdbitos
alimentares nao sao susceptiveis de permanecerem muito tempo equilibradas
em numeros na mesma regido. Uma evadird pela outra.” (Grinnell, 1904). A
partir deste principio, o ecologista russo Georgy Gause, observando experimen-
tos laboratoriais de duas espécies de protozodrios, formulou a Lei de Gause (Lei
da Exclusao Competitiva) (Gause, 1932, 1934), que é apresentado por Garrett
Hardin, como “Competidores Completos nao podem coexistir” (Hardin, 1960).
Em termos praticos, temos que se duas populagdes ocupam precisamente o
mesmo nicho ecoldgico e o mesmo territério geografico, uma delas serd extinta.

Em 1958, Robert H. MacArthur, apresenta um estudo da coexisténcia
de cinco espécies de“warbler” (Cape May - Deidroica Tigrina, Myrtle - D. Co-
ronota, Black-Throated Green - D. Virens, Blackburnian - D. Fusca e Bay-
Breasted - D. Costanea, com caracteristicas semelhantes (sdo congéneras, ta-
manhos e formas semelhantes e se alimentam de insetos, principalmente). A
co-existéncia dessas espécies, consiste em uma excegao a regra geral, na qual
conjectura-se que as espécies ou sao limitadas por diferentes fatores ou diferem-
se no habitat ou em sua extensao, Lack apud (MacArthur, 1958).

Este exemplo, mostra que espécies estreitamente relacionadas e ecologi-
camente semelhantes podem coexistir, devido ao mecanismo de recursos com-
partilhados, evitando a extingao de uma delas proveniente da competicao entre
as mesmas. Conforme (Lara et al., 2015), a compreensdao do mecanismo de
compartilhamento de recursos entre espécies consiste num passo fundamental
para projetar o impacto que a extingao de uma espécie pode provocar em co-
munidades ou ecossistemas inteiros.

Sendo assim, a questao da co-existéncia entre espécies e seu comporta-
mento estd intimamente ligada com o espago e os fatores ecologicos fundamen-
tais, como a disponibilidade de recursos e o modo de compartilhamento destes,
entre outros fatores ambientais. Diante desta estrutura complexa de varidveis,
remetemo-nos a ideia do conceito de nicho ecolégico.

Desde a sua primeira inser¢do na literatura ecolégica com Grinnell (1917),
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Elton (1927) e Gause (1936), o conceito de nicho ecolégico passou por diver-
sas reinterpretagoes, em consonancia com a prépria evolugao dos conceitos em
Ecologia. Em linhas gerais, este conceito surge como um conjunto de condigoes
necessarias para a existéncia da espécie no meio ambiente e seus impactos nele.

Tal ideia também nos sugere abordar o conceito apresentado por Hut-
chinson apud (Chase e Leibold, 2003) baseado na quantidade de fatores limi-
tantes dados aos organismos que sao necessarios para a sua existéncia. Estas
quantidades de fatores sao representados como um hipervolume n-dimensional.
Neste caso, o nicho ecolégico de uma espécie é visto como o espago ocupado
neste hipervolume, que se constitui em uma gama de condic¢oes para a existéncia
da espécie (por exemplo, temperatura, recursos, habitat explorado).

Deste modo, buscamos apresentar um modelo que possa representar a
coexisténcia estdvel entre duas espécies semelhantes ecologicamente que dispu-

tam recursos comuns.

2 Dois Modelos de Competicao Interespecifica

Dentre os modelos matematicos que descrevem competicao interespecifica,
aquele proposto por Gause (Gause, 1932, 1934) estabeleceu-se como um para-
digma. Nesse modelo o impacto de uma populagao sobre a outra é ilimitado,
um aumento suficientemente grande de uma das populagoes leva a outra a ex-
tingao. Uma revisdo e andlise matemdtica pode ser consultada em (Murray,
2002).

Nesta secao, apresentamos um modelo que consiste em uma reinter-
pretagao dos efeitos de competicao interespecifica, quando esta ¢é limitada.
Apesar de serem similares matematicamente, os modelos possuem diferencas
significativas quando levada em conta sua interpretagdo biolégica. Conside-
rando um cendrio de competicao interespecifica limitada pelas distribuigoes

espaciais das populagoes, obtem-se uma relacao entre os modelos.

2.1 Modelo de Exclusao Competitiva

O modelo de competigdo apresentado por Gause (Gause, 1932, 1934),
discute o caso de duas populagoes que disputam o mesmo recurso limitado, onde
o crescimento de uma inibe o crescimento da outra. As hipéteses utilizadas na

construgao do modelo, sao:
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1 As populagoes estao distribuidas uniformemente em uma mesma regiao, ao

longo do tempo.

2 Na auséncia de competi¢ao e com recursos ilimitados, as populagoes repro-

duzem-se exponencialmente.

3 Na auséncia de competigao, mas com recursos limitados, o crescimento é
logistico, ou seja, a taxa de reproducao decai linearmente conforme a
populacao aumenta até a capacidade de suporte, na qual a taxa de re-

producao é zero.

4 A competicao é modelada pela Lei de Acao das Massas, a taxa de mortalidade
devida a competicao é proporcional a taxa de encontros das populagoes
(O termo predagao de uma populagao, corresponde a resposta funcional

da outra populagéo a alteragao da densidade da mesma).

A hipétese 1 implica que a disposicao dos individuos, ao longo do tempo,
na regiao que esta se encontra, nao é considerada como fator de influéncia na
dinamica populacional, ou seja, nao considera-se a distribuicao espacial da
populagao como relevante nos estudos.

A hipétese 2 considera que, em condigoes 6timas, com ambundéancia de
recursos e sem competicao por estes recursos com outras espécies, temos que a
populagao cresce ilimitadamente.

A hipétese 3 considera que, ao limitarmos os recursos disponiveis na
hipdtese 2, o crescimento populacional diminui conforme a populagao aumenta,
chegando a crescimento zero na capacidade maxima de individuos que o meio
suporta, ou seja, a competicao entre os individuos da populagao pelos recursos
(limitados) reduz o crescimento da mesma.

A hipétese 4 estabelece como ocorre a competicao entre as populacgoes
pelos recursos disponiveis. Nesse caso, uma populacao interfere negativamente
no crescimento populacional da outra, que por analogia com a Lei de Acao
das Massas, considera a taxa de mortalidade de uma populacao, devida a essa
competicao com a outra populagdo, como proporcional a taxa de encontros
entre as populacoes, ou seja, é proporcional a densidade dessa populagao, com
relagao a capacidade de suporte, multiplicado pelo nimero de individuos da
outra populagao.

Denotamos por Ni(t) e No(t) o tamanho dessas duas populagdes no ins-

tante t. Com as hipoteses apresentadas, podemos escrever a seguinte dindmica
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para as populagoes Ny (t) e No(t):

dN1 Nl N2
—— =7 Ny (1 - = —bipa—
dt T14V1 K, 12K1 (21)
ANy (N2, N '
a 24V2 K 21K2

onde, r; denota a taxa de reprodugao e K; nimero maximo de individuos que
o meio suporta (capacidade de suporte), da populagdo N;, i = 1,2. O efeito da
competigao interespecifica da populagao N; na populagao V;, é denotado por
bij, com i # j e d,j = 1,2, que possui por unidade de medida a razao entre a
unidade de medida do nimero de individuo da populacao N; pela unidade de
medida do nimero de individuo da populagao IV;, ou simplesmente, individuos
N; por individuos N;. Observe que a hipétese 4 implica na estruturacdo do
modelo a partir do sistema Lotka-Volterra.

Denotando n; = %z, adimensionalizamos as populagoes pela capaci-
dade se suporte das mesmas. A unidade de tempo pode ser adimesionalizada
seguindo-se a escala de tempo da reproducao ou natalidade da populagao Ny,
t* = r1t. Abandonando os asteriscos, obtemos:

dn
L, (1 —n1 — a12n2)

dt
dns _ ng (1 —ng — asing) >
dt = pn2 2 2111

K, . L
onde p = :—f e a; = bijfz, i # jet,j =12 Observamos que, em nossa

discussao, podemos assumir p > 0, a12 > 0 e az; > 0.

Conforme (Murray, 2002), temos os seguintes resultados:

1. Se a12 < 1 e az; < 1, temos a coexisténcia das populacoes, ou seja, as
populagoes se estabelecem de forma que a competicao entre as mesmas

nao mais influencia na dinamica das populagoes.

2. Se ajs > 1 eag; > 1, temos que apenas uma das populagoes se estabelece,
dependendo da condicao inicial.

3. Se a1z < 1eag > 1, temos que a populagao N7 se estabelece e Ny entra

em extingao.

4. Se aj2 > 1 e ag; < 1, temos que a populagao N, se estabelece e Ny entra
em extincao.
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K; .
Como a;; = bij?'z, o aumento da capacidade de suporte de qualquer
uma das espécies pode levar ao comportamento qualitativo descrito em um dos

casos, 2, 3 e 4, ou seja, a exclusao competitiva.

2.2 Modelo de Competicao Limitada

Com base no modelo de Gause, apresentamos um modelo que aborda a
competicao interespecifica limitada. Para isso, alteramos a hipétese 4, man-
tendo as demais.

4’ O efeito da competigao interespecifica ¢ modelado através de um termo que
representa o impacto maximo que uma populagao pode ter sobre a outra.

Parametros adimensionais entre 0 e 1 descrevem esse efeito.

Uma forma de representar a hipdtese 4’ é através da adogao de um
termo de competicao na forma —cij% (efeito da espécie j sobre a espécie ).
Utilizando esse tipo de termo, temos que o impacto maximo da populagao j
sobre a populagao i é determinado pelo coeficiente ¢;;. Para observar este fato,
tomemos o pior caso no qual N; = K; (a espécie competidora atingiu a sua

capacidade de suporte). Neste caso a dindmica de N; seria dada por:

dN; N; N;
=rN;|1———¢;|=r1—¢;)N; |1 — ———-—].
T ( K; cj) rill —eiy) ( (1—%‘)Ki>

Tal dindmica teria como equilibrio estavel a populacao N;* = (1—c¢;;)K;. Dessa

forma, um coeficiente c;; com valor de 0.2 representaria uma reducao maxima
de 20% na capacidade de suporte de N;.

Com as hipéteses apresentadas, podemos escrever a seguinte dindmica
para as populagoes Ni(t) e Na(t):

dNy Ny Ny
B VA i R 4
dt T1iV1 K, 612K2 (23)
Ny on (1N M '
da 24V2 K, 21K1

onde, r; denota a taxa de reproducao e K; nimero méximo de individuos que
o meio suporta (capacidade de suporte), da populagdo N;, i = 1,2. O efeito da
competigao interespecifica da populagao IN; na populagao V;, é denotado por
0<c¢yj<1l,comiz#jeij=1,2, que correspondem a parametros adimensi-

onalizados que representam o impacto maximo da competicdo interespecifica.
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Denotando n; = %z, adimensionalizamos as populagoes pela capaci-
dade se suporte das mesmas. A unidade de tempo pode ser adimesionalizada
seguindo-se a escala de tempo da reproducao ou natalidade da populagao Ny,
t* = r1t. Abandonando os asteriscos, obtemos:
% =n1 (1 —n1 — c12n2)

(2.4)

d
% = png (1 —ng — ca1nq)

— T2
onde p = 2.

Para o sistema 2.4, temos a coexisténcia das populagoes, ou seja, as
populagoes se estabelecem de forma que a competicao entre as mesmas nao

mais influencia na dindmica das populagoes, pois c1o0 < 1 e co1 < 1.

2.3 Correspondéncias entre o Modelo de Exclusao Com-
petitiva e o Modelo de Competicao Limitada

Nesta subsegao, estabelecemos relacgoes entre os modelos abordados an-
teriormente. A partir do modelo de Exclusdo Competitiva, que discorremos
na Subsecao 2.1, consideramos o contexto de competicao parcial o qual supoe
que a disposi¢ao dos individuos é uniforme, no entanto, a sobreposicao das po-
pulacGes ocorre somente em uma parte dessa regiao, que pode ser observada
no trabalho de MacArthur (1958). Precisamente, temos:

1: As populacoes estao distribuidas uniformemente em regioes distintas
com uma subregiao em comum.

Esta hipdtese considera que as populagoes estao distribuidas em dois
espacos distintos, porém com uma parte em comum, ou seja, o encontro dos
individuos destas populacgoes ocorre apenas nesta subregiao. Biologicamente,
tal ideia pode ser interpretada através da observagao de que a interagao entre
as populagoes nao se da com o total de individuos das populagoes, mas sim por
uma propor¢ao da populagao que se encontra em geral na fronteira do grupo.
Para elaboracao do sistema de equacgoes diferenciais que representa o modelo
descrito, iniciamos com a interpretagao da hipotese 1. Para tal, considere que
a populagao i esteja distribuida uniformemente em uma regiao A;, i = 1,2.
Definimos a intersecao dessas regioes como uma proporcao de cada regiao, com
constante de proporcionalidade oy, com 0 < a; < 1, ou seja, A1 N Ay = «; A;,

conforme podemos observar na Figura 1.
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A/ As

/N
Figura 1: Area de interacao entre as populagoes. Fonte: Esbogo nosso

Denotamos por N;(t) o tamanho da populagio no instante ¢, na regiao
A;, i =1,2. A dinamica das populagoes é idéntica ao modelo de Exclusao Com-
petitiva quando considerada a inexisténcia de competicao entre as populagoes.

A hipétese 17 implica que a competicdo entre as populagdes é parcial e
ocorre apenas entre os individuos que estao na intersecao dessas regioes. Como
«; Tepresenta a propor¢ao entre a regiao de intersecdo com a regiao total A; e
a distribui¢do da populacao ¢ na regiao A; é uniforme, temos que «; também
corresponde a razao entre o nimero de individuos da populagao ¢ que estao na
regido de intersecdo e o total de individuos N; da regido A;, ou seja, o nimero
de individuos da populacao i na interse¢cao das regioes é dado por a;V;.

Considerando essa hipdtese, obtemos a seguinte dindmica para as po-
pulagdes Ni(t) e No(t):

dN;y Ny

YN (1= X2
ar e K, reerye 25)
ANy (1M ha '
a2 K, TR

onde, 7; denota a taxa de reproducao e K; nimero méaximo de individuos que
o meio suporta (capacidade de suporte), da populacdo N;, i = 1,2. O efeito da
competicao interespecifica da populagao N; na populacdo IV;, é denotado por
bij, com i # j e i, = 1,2, que possui por unidade de medida a razao entre a
unidade de medida do ntimero de individuo da populagao N; pela unidade de
medida do niimero de individuo da populacao NN;, ou simplesmente, individuos

N; por individuos Nj;.
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Denotando n; = %z, adimensionalizamos as populagoes pela capaci-
dade se suporte das mesmas. A unidade de tempo pode ser adimesionalizada
seguindo-se a escala de tempo da reproducao ou natalidade da populagao Ny,
t* = r1t. Abandonando os asteriscos, obtemos:

dn
! = N1 (1 — Ny — Clgng)

d‘fi (2.6)
o P (1 —=n2 —co1nq)

onde p = %’ e cjj = bijaiozj%, i # jei,j=1,2. Observamos que, em nossa

discussao, podemos assumir p > 0, c1o2 > 0 e co; > 0. Assim, o sistema 2.6

possui os mesmos resultados qualitativos matematicos que o sistema 2.2.
Definimos como a; a drea da regidao A; e a densidade da populagao i

na capacidade de suporte, d; = K;/a;, com unidade de medida, individuos /

unidade de &rea.

ds K

Como aja; = asas, obtemos que ay = 0‘177;’ Portanto,

2
blgalag - O[l dg

= —bia—.
K K, dy
Analogamente,
b21a1a2 Oé% d1
= by —.
Ky K " ds

Observando que b;; representa um coeficiente de conversao de unidades
de individuos da espécie j para unidades de individuos da espécie i e que as
densidades d; e dy fornecem uma maneira de converter unidades de individuos
de ambas as espécies a uma unidade comum (unidade de drea), é possivel
estabelecer uma relacao entre os coeficientes bys, bo; € as densidades d; e do. Por
exemplo, se cada unidade de area comporta 4 individuos da espécie 1 e apenas
2 individuos da espécie 2, temos que 1 individuo da espécie 2 corresponde a 2
individuos da espécie 1. Isso equivale a um coeficiente bjo = 2 e by = % De
uma forma geral, b;; = g—;.

Vale notar que, neste caso, estamos utilizando algumas hipoteses biolégicas,
por exemplo de que a competicao é simétrica, isto é, byo = i Na verdade,
esta hipdtese estd implicita quando exprimimos a competicao em termos de
sobreposigao de areas de habitat.

Dessa forma temos que o modelo 2.5, pode ser escrito como
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AN, Ny 4Ny
2N, (1= 222

ar e K, YK, 27)
Ny _ (N N :
N _ N 2N

dt 22 K, %K,

Assim, segue que o Modelo de Exclusdo Competitiva corresponde, nesse

cendrio, ao Modelo de Competicao Limitada, com c¢;; = a?.

3 Generalizacao para Sobreposicao de Particoes
de Nichos

Como definido na introdugao, o nicho ecolégico de uma espécie se cons-
titui em uma gama de condigbes para a existéncia da espécie (por exemplo,
temperatura, recursos, habitat explorado, etc). No contexto da varidvel tem-
peratura, por exemplo, temos que cada populagao possui um espectro deter-
minado de temperaturas para buscar alimentos, se reproduzirem, etc, no qual
favorece a competicao com outras populagoes, por outro lado, em outras fai-
xas de temperatura, essa populagao fica reclusa e/ou isolada, sem interagoes
com outras populagdes. Devido cada populagao ter um conjunto especifico de
temperaturas de atividade, a competicao entre duas espécies acontece quando
a temperatura é semelhante para ambas.

Portanto, ao considerar a varidavel temperatura do nicho ecolégico, a
competicao entre duas populagoes pode ser modelada como uma competicao
parcial, onde o termo parcial refere-se ao subconjunto de temperaturas dos
nichos ecoldgicos de cada uma, correspondente a intersecao das temperaturas,
onde efetivamente ocorre a competicao.

Considere que as populagoes estao uniformemente distribuidas, relati-
vamente ao espectro de temperaturas da populagao. Por exemplo, se uma
populacao de 1000 individuos possui em seu nicho ecolégico temperaturas com-
preendidas no intervalo de 0°C' & 49°C, entao temos que héa 20 individuos por
graus Celsius. Conforme observado anteriormente, sera considerado também
que as populagdes competirao apenas em parte desses espectros, ou seja, na
intersegao. Assim temos,

1" As populagoes estao uniformemente distribuidas relativamente ao
espectro de temperatura das mesmas, com um subconjunto de temperaturas

em comuim.
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Esta hipdtese considera que as populagoes possuem dois espectros dis-
tintos de temperatura, porém com uma parte em comum, ou seja, o encontro
dos individuos destas populagoes ocorre apenas quando tem-se temperaturas
compreendidas nessa parte comum. Biologicamente, tal ideia pode ser inter-
pretada através da observagao de que a interagao entre as populagoes ocorre
apenas para valores de temperaturas pertinentes aos nichos de ambas.

Para elaboracao do sistema de equacoes diferenciais que representa o
modelo descrito, iniciamos com a interpretacao da hipdtese 1". Para tal, con-
sidere que a populagao i esteja distribuida uniformemente, considerando seu
espectro de temperatura T;, ¢ = 1,2. Definimos a intersecao desses espectros
como uma proporc¢ao de cada um, com constante de proporcionalidade (;, com
0 < B; <1,ouseja, Ty N1y = 5;T;.

Denotamos por N;(t) o tamanho da populagdo no instante ¢. Como S;
representa a proporc¢ao entre o espectro de intersegao com o espectro total T;
e a distribuicao da populagao 7 no espectro T; é uniforme, temos que o niimero
de individuos da populagao ¢ na intersecao dos espectros de temperaturas é
dado por 5;N;.

Considerando essa hipdtese, obtemos a seguinte dindmica para as po-
pulagdes Ni(t) e No(t):

dN N N.
L =Ny (1= 2 —bipBi B2
dt K Ky (3.8)
Ny NN '
o = Ve K, Ay

onde, r; denota a taxa de reproducao e K; nimero méximo de individuos que
o meio suporta (capacidade de suporte), da populagdo N;, i = 1,2. O efeito da
competigao interespecifica da populagao IN; na populagao V;, é denotado por
bij, com i # j e 4,5 = 1,2, que possui por unidade de medida a razao entre a
unidade de medida do nimero de individuo da populacao N; pela unidade de
medida do nimero de individuo da populagao IV;, ou simplesmente, individuos
N; por individuos ;.

Assim obtemos o mesmo modelo apresentado em 2.5. Portanto o fe-
nomeno da competicao entre populacoes, quando considerada no contexto da
varidvel temperatura, do nicho ecolégico das mesmas, pode ser representada
pelo modelo de Competicao Limitada. De forma andloga, o mesmo raciocinio
aplicado a distribuigao conjunta geografica e de temperatura pode ser conside-
rado por uma modelagem da competicao parcial com outras varidveis do nicho

ecolégico.
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4 Conclusao

Foi apresentado um modelo de competigio interespecifica limitada (equa-
¢ao 2.3). Apesar de matematicamente equivalente & modelos cldssicos de com-
peticao interespecifica (equagdo 2.1), este apresenta interpretagoes bioldgicas
diversas. Em particular, o modelo tem como objetivo representar situagoes
nas quais o principio de competicao exclusiva nao é valida, como em diversos
exemplos de parti¢oes de nichos entre espécies coexistentes (MacArthur, 1958).

Estabelecemos uma correspondéncia entre os modelos, através de um
exemplo especifico de coexisténcia entre as espécies em competicao. Foi de-
monstrado que tal cendrio pode ser visto como um caso particular do modelo
de competicao limitada. Esse cendrio especifico representava uma particao es-
pacial do meio ambiente utilizado pelas espécies. Na secao 3, ilustramos como
tal particao pode ser estendida ao conceito, mais geral, de nicho. Assim, fica
claro que o modelo de competi¢ao limitada pode representar interagoes que sao
limitadas pelas sobreposicoes de nichos entre espécies, sintetizadas nos coefici-
entes ¢;; da equacao 2.3.

Dessa forma o modelo proposto é capaz de representar relagoes biolégicas
nao capturadas pelo modelo classico. Por exemplo, a situacao especifica na
qual uma espécie nao é capaz de exaurir os recursos de uma outra (indepen-
dentemente do tamanho das populagdes) ndo é bem representada pelo modelo
classico. Neste modelo, o aumento ilimitado da capacidade de suporte de uma
populagao leva, necessariamente, a extingao de uma das espécies. No modelo
proposto o efeito da competicao interespecifica nao é regulado pelas capacida-
des de suporte, mas sintetizada nos coeficientes c;;, que representam o impacto

méximo (no sentido de reducao da capacidade de suporte) entre as espécies.
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