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Impacto ambiental e populacoes que interagem:
uma modelagem inovadora, aproximagao e
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Resumo. Este trabalho trata da modelagem matemadtica (com um termo
inovador) e da simulagdo computacional da intera¢ao de um poluente téxico
com duas espécies em competigao. Para obter solugdes numéricas do problema
utilizamos os métodos de Elementos Finitos (de primeira ordem) nas varidveis
espaciais e de Crank-Nicolson na temporal, além do método preditor-corretor
de Douglas e Dupont para tratar ndo linearidades, obtendo um software capaz
de gerar cendrios qualitativamente realistas (os parametros utilizados foram
estimados), de forma a poder analisar possiveis impactos ambientais causados

pela poluicao despejada no meio ambiente.

Palavras-chave: FEcologia matemdtica, dinamica populacional,
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1. Introducao

Na modelagem matemética de problemas biol6gicos (ambientais, sociais
e naturais) é comum a utilizagdo da equagao de difusdo-advecgao, como nos tra-
balhos (Abreu, 2009; Salvatierra, 2005; Sossae, 2003), que depende de varidveis
espaciais e temporais. O modelo resultante é formulado como uma Equacao
Diferencial Parcial (EDP) ou um sistema de EDPs, cuja solugao analitica é, na

grande maioria das vezes, impossivel de ser obtida.
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Nos trabalhos realizados pelo grupo de biomatematica do IMECC o
Método de Elementos Finitos tem sido mais eficiente do que outros na apro-
ximagao espacial desses problemas mas nao na temporal em que se recorre a
Diferencas Finitas — geralmente o método de Crank-Nicolson por ter melhores
propriedades de estabilidade. Nosso objetivo é utilizar estes dois métodos em
um problema de dinamica populacional visando apresentar um instrumento
computacional que possa facilmente servir aqueles que necessitem de um pro-
grama para avaliacoes e previsoes a partir de um ponto de vista ecolégico e de

politicas publicas ambientais.

2. Modelagem matematica

Considere o seguinte problema: duas espécies de animais competem intra
e interespecificamente por espaco e alimento em seu habitat, um meio aquoso,
limitado, que pode ser considerado como um lago. Nesse mesmo ambiente existe
um poluente téxico que varia com relagao ao tempo e ao espaco. O poluente
afeta negativamente o crescimento das populagoes, assim, as populagoes sao

suscetiveis ao poluente, mas este nao se beneficia com as interagoes.

Existe uma fonte de poluigao no lago, que nao varia com o tempo, e
em nossas simulagoes foi considerada como uma fonte pontual, isto é: nula
em todo dominio a menos de um ponto, em que assume valor constante (sua
modelagem é feita por meio da fungéo delta de Dirac). O poluente tem uma
certa degradacao com o passar do tempo, devido & sua natureza, mas também
pode ser inserida uma degradacao artificial devido a um reagente externo.

A competigdo intraespecifica é modelada com reprodugdo do tipo de
Verhulst (que limita o crescimento das populagbes a uma capacidade de su-
porte) e a interespecifica segundo Lotka-Volterra, baseada na lei da acéo das
massas, que considera que ha interagao quando as espécies se encontram no

espago, encontro este modelado aleatoriamente (Edelstein-Keshet, 1987).

O poluente e as espécies sofrem processos de difusao e advecgao espaci-
ais. Consideramos condigoes de contorno de Robin, mais gerais, que relacionam
o fluxo de populacao que atravessa o bordo do dominio com a densidade po-
pulacional ali presente (Cantrell e Cosner, 2004). Temos portanto o seguinte
modelo, para (z,y) €  C R? (um dominio aberto e limitado) e t € (0,]:
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onde, C = C(xz,y,t) é a concentragao de poluente; P = P(z,y,t) e Q =
Q(z,y,t) sdo as populacoes em estudo; ac, ap e ag sdo os coeficientes de
difusdo; V¢, Vp e Vg sdo os campos de velocidades relativos ao vento ou a um
movimento migratdrio; oo é o coeficiente de decaimento do poluente; f(z,y) é
a fonte de poluente no meio; Ap e Ag sdo as taxas de reproducao das espécies;
Kp e Kg sao as capacidades de suporte do meio das espécies; pp e pg sao
os parametros referentes a escala de mortalidade devido ao poluente; vpc e
vQc sao as taxas que relacionam a mortalidade das espécies devido & presenca
de poluente; vpg e vop sdo as taxas que relacionam a mortalidade devido &
competigao interespecifica; e B¢, Bp e Sg sao constantes relacionadas ao fluxo
de saida das populagdes no bordo.

Para a modelagem da interacao entre poluente e espécies, ao invés de
utilizarmos um termo do tipo Lotka-Volterra, como para a competicao interes-
pecifica (da forma —yPC, v um parametro relativo a mortalidade das espécies
em contato com o poluente), utilizamos um termo inovador (termos que en-
volvem C? nas equagdes de P e Q em (2.1)), de modo a representar melhor a
realidade a médio e longo prazos, pois tem comportamento assintético, intui-
tivamente mais fiel a realidade. Para comparar os dois tipos de modelagem,
consideramos cada termo como uma fungao da poluicao multiplicada a po-
pulagdo (faremos o caso de P apenas, para () é andloga), sem considerar o

sinal negativo. Dessa forma temos as seguintes fungoes:
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pC?
v+ C?
onde 7, p e v sao constantes positivas. p é um parametro de escala, que

9(C)=1C e  h(C)=

(2.2)

indica a mortalidade méxima causada pelo poluente (normalmente tomado
como 1, indicando uma mortalidade méxima de 100%). O comportamento
destas funcoes é ilustrado na figura 1. Os valores utilizados para v, v e p
foram 0.05, 100 e 1 respectivamente. Observamos que enquanto g(C') cresce
indefinidamente com uma taxa constante dada por -y, h(C') tem um crescimento
pequeno quando C' estd proximo de zero, muda de concavidade e tende a 1
conforme C cresce. Este limite de h(C') ilustra bem a saturacao da mortalidade,
visto que o limite tendendo a 1 significa que o poluente mata a populagao
totalmente.
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Figura 1: Comparagao entre fungoes que modelam a interagdo entre poluente

e espécies de animais

3. Métodos numéricos

Para obter uma solu¢do numérica do problema (2.1) utilizamos o método
de Elementos Finitos (de primeira ordem) nas varidveis espaciais e o método
de Crank-Nicolson na temporal, obtendo sistemas de equagoes nao lineares a
serem resolvidos a cada passo de tempo. Para tratar da nao linearidade desse
sistema utilizamos o método Preditor-Corretor de Douglas e Dupont (Douglas

e Dupont, 1970), linearizando o sistema em iteragoes intermedidrias, a cada
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iteragao temporal. Indicaremos a seguir a aplicacao dos métodos apenas para
uma equagao de (2.1), pois para as outras o procedimento é andlogo.

Para utilizar o Método dos Elementos Finitos precisamos transformar
as equagoes de (2.1) em suas formas Variacionais. Para simplificar a escrita
utilizaremos as seguintes notagoes, para f,g € H*(Q) = {v € L?(Q);v/0x €
L2(Q) e dv/dy € L*(2)} (espago de Sobolev de ordem 1), L*(Q) = {f(x,y);
fQ |f(x,9)|? du < oo} (espaco das fungdes quadrado integrdveis), onde a inte-
gral é de Lebesgue:

(fl9) = / / f,y)9(e. ) dy
(VfIVg) =//Qw-v9 du
(F19)on = 7{) Fa)g(e.s) d

Tomando a equagdo referente a P em (2.1), multiplicando-a por v €

H(Q) e integrando no dominio todo (utilizando uma identidade de Green no

(0P
v wp 8y

)\P 2 02
Kp (P |U) —pPpP <1%~+C’2P 71) —vpq (PQ|v)

+ (Vp i = Bp) (P|v) g, Yv € H'(Q) (3.3)

segundo termo) temos:

oP oP
<8t ’U) + ap (VPHVU) +vp (a’ﬁ

v) = \p (P|v) —

Portanto a Formulagao Variacional para a equacao relativa a P é: Encon-
trar P(x,y,t) € H' (£, (0,tf]) solugao de (3.3), onde H(Q2, (0,t]) = {u(x,y,1)
€ Hl(Q),LTE (O,tf]}.

Uma solugao de Galerkin de (3.3) é uma combinagao linear de fungoes
de uma base de V(€2;,), um subespago de dimensao finita de H' (), e ), uma
discretizagéo de Q. Considerando uma base B = {p1(z,y),...,¢on(z,y)} de
V(2), e assumindo que P, admite separagdo de varidveis (entre espaciais e
temporal), temos que a solu¢ao de Galerkin para (3.3) é:

N
P(z,y,t) = Py(z,y,t) = ij (t)ps(z,y) (3.4)

A base B escolhida contém fungdes que pertencem ao espago Li ()

(espago das fungdes de Lagrange lineares por partes), o que caracteriza o
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Método de Elementos Finitos de primeira ordem e facilita os célculos das in-
tegrais, sendo possivel fazé-los de forma sistematica utilizando mudancgas de
varidveis e um triangulo padrao de referéncia (Johnson, 2012). Substituindo
(3.4) em (3.3), v por @;, i = 1,..., N (j& que estas fung¢des sdo uma base de

V(§2)) e rearranjando temos um sistema nao linear de PVlIs:

)

Ap
so> AP (p5lpi) + Zpk (repslei)

N
dp 0
> (iled) +ij {ap (Ve;lIViei) +vp < 2
Jj=1 j=1

a‘PJ
+wp ( dy

(Zgzl Cksﬁk)2 al
+prp N SPi|i | TVPQ > ak (erepsler)
vpc + (k=1 CkPr) =1

—(Vp-ﬁ—ﬁp)((pj¢i>39}:0, izl,...7N (35)

Para a solugao deste PVI utilizaremos o método de Crank-Nicolson (Le-
Veque, 2007), um método de diferencas finitas implicito de segunda ordem. Di-
vidimos o intervalo [0,¢] em M intervalos (regulares) de tamanho At = t;/M.

As férmulas de diferencas do método sao:

+1 n
dp;  Piltat1) —pi(ta) _ Pj — 1]
a n1/2) = At At
+1 n
_piltayr) Fpi(tn)  P; A+ D]
Pj(tnti/2) = 5 = 5
Praj=1,...Nen=1,...,M —1 (o indice j estd relacionado com a

varidvel espacial enquanto o indice n com a temporal). Substituindo no PVI

(3.5), para t = t,,,1/2 e rearranjando:
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i=1,...,N,n=0,....,M—1 (3.6)

Temos agora um sistema nao linear de equacgoes algébricas que pode
ser resolvido para cada iteracao temporal n, n = 0,..., M — 1, utilizando a
condicao inicial para n = 0. O sistema é nao linear devido as dependéncias de
pn+1 e qn+1

Como dito anteriormente, temos equagoes andlogas para Q e C, sendo

, que sao variaveis desconhecidas quando estamos na iteragao n.

que para esta o sistema resultante é linear, ji que sua equacao nao tem relagao
com as outras.

Escrevendo os trés sistemas resultantes em forma matricial:
Acc" = Cec™ + be
(Ap +Bp)p"™ = (Cp + Dp) p" (3.7)
(Aq+Bq)q""' = (Cq + Dg)q"

Paran =0,...,M—1, A;,Cc, Ap, Cp, Agq e Cq matrizes constantes e as
com os termos nao lineares dadas por: B, = Bp(c" ™!, c™, p"*!, p", q" !, q"),



116 Miyaoka & Meyer

Dy = Dp(c™t! ¢, p" ™!, p", "1, q"), Bq = Bq(c"!, ¢, p" !, p", "', q")
e Dy = Dg(c", ¢, p™tt,p",q"t!, q"). Isto é, suas entradas dependem das
variaveis no tempo n e n+1, que a principio nao conhecemos. Todas as matrizes
sao N X N, os vetores ¢, p, q e b sao N x 1.

Observa-se que na equagao (3.7) precisamos dos valores de p"*! (e
também de q"*') para computar as matrizes B, e Dy, e consequentemente,
para obter o préprio valor de p"*! (e analogamente para q"*!). Esta carac-
teristica implicita nos leva ao uso de um método preditor-corretor, que utiliza
uma aproximacdo p* ~ p"T! para o célculo do préprio p"*!'. O método se
inicia com p* = p” e é atualizado vérias vezes na iteracao n, em I iteragoes
intermedidrias (consideramos I = 4) ou até que o erro entre duas iteragoes
seja pequeno (resultados de convergéncia podem ser encontrados em (Douglas

e Dupont, 1970)). Calculamos assim a segunda aproximagao intermedidria p**,

* keeek

a terceira p*** e assim por diante até a I-ésima p O mesmo processo é

feito para q, mas para ¢ nao é necessario pois seu valor pode ser calculado
diretamente, j4 que a equacao é linear. Assim, mesmo que as matrizes nao
lineares dependam de ¢™ e ¢! podemos utilizar seus valores ja obtidos. Na
notacao adotada a seguir, < significa atualizar um vetor e A\b a resolugéo de
um sistema linear Ax = b. Na primeira iteracao temos entao, com as condigoes
iniciais:

¢+ A\ (Cec’ +b), p* < p’eq +q’
A primeira iteragao intermediaria é:

P (Ap +B)\ ((Cp +D;) p°)
a" < (Aq+B)\ ((Cq+Dg) a")

onde,

B, = Bp(c', ¢’ p*,p% q",q¢°), D} = Dy(c', ¢’ p*,p’, q",q°),
B} =By(c',c’,p*,p’,q". q"), D} =Dqy(c', ¢’ p*,p’,q*,q")

A segunda é completamente andloga, com p** no lugar de p* e p*** no

lugar de p**:

P (Ap + BY)\ ((Cp + DY) p¥)
a”*  (Aq +By)\ ((Ca + Dy a")
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onde,

B;;* = BP(Clvcoap**apovq**7q0)’ D;)* = Dp(clvcoap**apovq**yqo)a

Ba* = Bq(cl’co’p**7po7q**7q0)’ Da* = Dq(c17co’p**’p07q**,q0)

*

Fazemos isso até obter p*™* e q** (I vezes), e entao:

p' + p*

*

cek e ql — q*m

Este procedimento é feito para cada iteracao temporal, n =1,... M — 1.

Para a resolugdo numérica dos sistemas lineares utilizamos o método
da fatoracdo LU para o primeiro sistema de (3.7) (a fatoragdo LU s6 precisa
ser calculada uma vez pois a matriz do sistema é constante) e para os outros
sistemas utilizamos o método dos gradientes biconjugados (Watkins, 2004), por
ser um método iterativo para matrizes nao simétricas, ja que as matrizes sao

atualizadas a cada iteracao temporal.

4. Simulagoes computacionais

Com base no que foi exposto anteriormente, implementamos rotinas em
MATLAB* capazes de obter solugoes numéricas para o problema (2.1). Os
pardmetros (tabela 1) utilizados foram estimados de forma a obter cendrios
qualitativamente realistas. Para as simulagoes escalamos estes parametros de
forma que um tempo final ¢y = 200 dias fosse equivalente a ¢ = 1. Consideramos
um dominio €2, quadrado, de lado L = 0.5 km e uma malha (regular), com 32
noés nas diregdes vertical e horizontal e passo de tempo At = 0.001. A fonte
de poluigao pontual foi considerada no centro do dominio, ou seja no ponto
(0.25,0.25) € R2. Apresentamos grificos das solugdes numéricas obtidas em
cinco cendrios e suas respectivas curvas de nivel, além de graficos temporais em
nés fixos da malha, ao total 9 nés, (x;,y;), 4,5 = 1,2,3, com z1 = y; = 0.125,
To = yo = 0.25 e x3 = y3 = 0.375 e enumeracao da esquerda para a direita e
de cima para baixo, isto é: primeiro né = (z1,ys), segundo = (z2,ys) e assim

por diante, até o tultimo (z3,y1).

*versdo 7.10.0 (R2010a) — instalados nos laboratérios de computacgédo do IMECC
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Tabela 1: Parametros utilizados nas simulacoes

Parametros C P Q Unidades
o 0.001 0.00001  0.00001  km?/dia
v 0.001 0.00001  0.00001 km/dia
w 0.001 0.00001  0.00001 km/dia
f 0.015 — — kg/dia
o 0.02/0.04 — — dia~!

A — 0.01 0.025 dia~!

p — 1 1 dia=!
K - 100 100 kg

vp 100 — - kg?
Vo 100 — — kg?

vp — — 0.00001 (kg dia)~*
Vo — 0.00001 - (kg dia)~?
B 0.001 0.0001  0.0001 km?/dia

4.1. Cenario 1: competicao entre duas espécies

Neste cendario consideramos a interagao entre duas espécies em com-
peticao, sem a agao do poluente, em uma situagao em que as duas estao em seu
habitat natural, ou em que uma é nativa e a outra exdtica. Utilizamos como
condicao inicial para ambas as populagoes valores aleatérios entre 0 e 150 se-
gundo uma distribui¢do uniforme e um tempo final ¢y = 400 dias. Gréficos
referentes as solugoes obtidas sao exibidos nas figuras 2 e 3.

Temos, na figura 2, que as populacgbes atingiram um equilibrio, com os
valores de () superiores aos de P devido as taxas de reproducdo Ag > Ap, mas
ainda com valores menores que a capacidade de suporte Kp = Kg = 100 na
maior parte do dominio. Este equilibrio pode ser confirmado pela figura 3, pois
as curvas tendem a se tornar constantes ao passar do tempo. A convivéncia
entre as espécies é esperada pois no caso em que nao ha variagao espacial
temos resultados que garantem a existéncia de um ponto de equilibrio estével
em que ambas as espécies sobrevivem (Edelstein-Keshet, 1987) (os parametros
escolhidos satisfazem as condig¢ées necessérias para que este equilibrio ocorra).

Também na figura 2 temos nitido o efeito das condigées de contorno (que é
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influenciada pelo efeito de advecgao): nos lados inferior e esquerdo do dominio
a concentracdo de espécies é menor enquanto nos outros lados é maior. Como
interpretacao, no caso de uma delas ser exdtica, temos uma introducao bem
sucedida; se pensarmos em espécies nativas, observamos que a natureza se
mantém estavel.
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Figura 2: Cenédrio 1: Competicao entre duas espécies — iteracao final, t = 400
dias
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Figura 3: Cendrio 1: Competicao entre duas espécies — graficos temporais em
nos fixos da malha

4.2. Cendrio 2: introducao de um poluente (com baixo
decaimento) a convivéncia de espécies

Introduzimos a fonte de poluente no equilibrio obtido do cendrio anterior,
considerando o = 0.02, um valor relativamente baixo de degradagao. Assim a
condicao inicial deste cenario é dada pelo equilibrio da figura 2 e poluicao nula
em todo dominio. O tempo final considerado foi £y = 200 dias, o suficiente
para notar o efeito do poluente as espécies. Graficos das solugoes numéricas
encontram-se nas figuras 4 e 5.

Na figura 4 podemos observar que a fonte pontual de poluente faz com
que haja um pico de concentragao no ponto onde a fonte é inserida (o centro do
dominio), e em torno desse ponto temos o efeito da difusdo, fazendo com que

a poluicao se espalhe em todas as diregoes, e de adveccao, em menor escala,
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fazendo com que haja uma maior concentragdo nas direcoes x e y. As espécies
tém valores nulos na maior parte do dominio (com uma maior sobrevivéncia de
@ devido a sua maior taxa de reprodugao), sobrevivendo apenas nas regides em
que had menos poluicao, préximos ao contorno do dominio e a origem. Mesmo
nessas regioes, os valores das populagoes sao muito baixos, e podemos esperar
que ao passar de mais iteragoes temporais ambas as espécies caminhem para a
extingdo, o que pode ser observado nos gréficos temporais da figura 5. Também
nestes graficos é possivel notar o rdpido decréscimo das espécies com o cres-
cimento do poluente, mesmo com este se estabilizando rapidamente. Temos
portanto que o poluente é extremamente prejudicial as espécies e que um caso

hipotético de despejo de poluigao levaria a extingao das espécies em estudo.
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Figura 4: Cenério 2: Introdugdo de um poluente (com baixo decaimento) &

convivéncia de espécies — iteragao final, ¢ = 200 dias
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4.3. Cendrio 3: Introducao de um poluente (com médio

decaimento) a convivéncia de espécies

Este cendrio é andlogo ao anterior, com a diferenca somente no valor
de o¢. Consideramos agora oo = 0.04, representando um decaimento médio
ao invés de baixo. Esta diferenca pode ser interpretada como o despejo de
outro tipo de poluente ou um controle bioldgico, como a adigao de agentes
biodegradaveis. A condigao inicial e o tempo final sdo iguais aos do cendrio 2.
Apresentamos os resultados nas figuras 6 e 7.

Na figura 6, temos um mesmo comportamento para o poluente, mas com
um valor méximo menor que no cendrio 2 (na escala temos agora o valor 8 ao
invés de 10). As espécies tém uma sobrevivéncia em uma regido muito maior,

com valores também maiores (novamente com maior valor para (), mas ainda
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hé extincao delas na regiao central do dominio, préximo a fonte de poluigao.
Na figura 7 temos que os gréaficos das espécies atingem o valor nulo no ponto
central, onde estd localizada a fonte, mas nao nos outros pontos considera-
dos. Pelo comportamento dos graficos esperamos que as espécies caminhem
para a extingdo em um maior tempo, mas se comparado com o cendrio 2, as
espécies conseguem sobreviver mais, gracas ao maior coeficiente de decaimento

da poluigao, viabilizando ainda sua existéncia em partes do dominio.
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Figura 6: Cendrio 3: Introducdo de um poluente (com médio decaimento) &

convivéncia de espécies — iteragao final, ¢ = 200 dias
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Figura 7: Cendrio 3: Introdugdo de um poluente (com médio decaimento) &
convivéncia de espécies — graficos temporais em nos fixos da malha

4.4. Cenario 4: Recuperacao das espécies apos efeito do
poluente (com baixo decaimento)

Neste cendario utilizamos como condigao inicial os valores de P, e Qp,
obtidos ao fim das iteragdes do cendrio 2 (figura 4) e retiramos a fonte de
poluicdo, isto é, fazemos f(x,y,t) = 0, mantendo o¢ = 0.02. Consideramos
um tempo final ¢y = 400 dias para melhor analisar a recuperacao das espécies.
Os resultados destas simulagoes encontram-se nas figuras 8 e 9.

Na configuragao final, figura 8, temos que a poluicao foi eliminada com-
pletamente do dominio, pois a fonte foi retirada. A espécie @ um compor-
tamento proximo ao do obtido no cendrio 1, mas ainda com o efeito nocivo

causado pelo poluente, pois na regiao central do dominio had um decréscimo.
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J& a espécie P teve um crescimento muito pequeno (na escala seu valor méximo
é igual a 20, muito inferior & capacidade de suporte Kp = 100). Esta diferenca
nos crescimentos se da pela competicao e pelas taxas de reprodugao, menor no
caso de P. Na figura 9, podemos observar que a espécie () tende a se estabi-
lizar ao fim das iteracoes e também o baixo crescimento da espécie P, como
ja mencionado. Portanto temos que a espécie @), além de ter uma resisténcia

maior ao efeito do poluente, tem melhor recuperagao se comparada a P.
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Figura 8: Cenério 4: Recuperagio das espécies apds efeito do poluente (com

baixo decaimento) — iteragao final, ¢ = 400 dias
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Figura 9: Cenério 4: Recuperagio das espécies apés efeito do poluente (com
baixo decaimento) — gréficos temporais em nds fixos da malha

4.5. Cenario 5: Recuperacao das espécies apos efeito do
poluente (com médio decaimento)

Este cenario é andlogo ao anterior, mas agora como condicoes iniciais
das populagoes P e @ utilizamos os valores obtidos nas solugées numéricas do
cendrio 3, figura 6, e utilizamos o¢c = 0.04 (médio decaimento). Gréficos da
condicao inicial e das solucgoes estao nas figuras 10 e 11.

Na figura 10 temos novamente a eliminacao completa do poluente, ja
que retiramos a fonte. Temos também uma total recuperacao da espécie Q)
(em relagao ao equilibrio do cendrio 1), com um leve crescimento na regiao
central, pois ha menos concentragao da espécie P, o que favorece a competicao

para (). Ja a espécie P tem uma boa recuperacdo somente na regiao longe de
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onde estava a fonte de poluente. Nos graficos temporais da figura 11 podemos
observar o rapido crescimento da espécie () até um valor préximo da capacidade

de suporte (a menos do ponto central, que foi o mais prejudicado).

Mais ainda, temos que conforme a espécie P cresce (inicialmente mais
devagar), proximo do fim das iteragoes o efeito de competi¢ao faz com que os
valores de @@ diminuam levemente. Como conclusdo, para o poluente com médio
decaimento a recuperacao da espécie ) é bem sucedida em um tempo razoavel
(embora seja o dobro do necesséario para causar um grande decréscimo), mas
de P nao, pois sua taxa de reprodugao intrinseca é menor. De qualquer forma,
os cenarios 3 e 5 tém um resultado muito mais satisfatério que os cenérios 2 e

4, apenas alterando o coeficiente de decaimento do poluente.
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Figura 10: Cendrio 5: Recuperacao das espécies apds efeito do poluente (com

médio decaimento) — iteragdo final, t = 400 dias
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Figura 11: Cendrio 5: Recuperacao das espécies apds efeito do poluente (com
médio decaimento) — graficos temporais em nés fixos da malha

5. Conclusao

Com este trabalho, temos uma rotina em linguagem MATLAB para si-
mular a introdugéo de uma espécie exética (ou a convivéncia de duas espécies na
natureza) na presenca de poluentes, semelhante aos trabalhos de (Abreu, 2009;
Salvatierra, 2005; Sossae, 2003), mas com um aspecto inovador que é a mode-
lagem da interagao entre poluente e populacao. Do ponto de vista bioldgico, os
resultados sao intuitivos e coerentes, mesmo com parametros hipotéticos. Po-
derfamos melhorar a qualidade das simulagoes utilizando dominios reais, nao
regulares, pardmetros que ilustrem situagoes também reais (embora a estimagao
destes seja muito dificil), e Métodos de Elementos Finitos de ordens superio-

res, o que pode ser feito diretamente pois o programa desenvolvido é facilmente
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adaptéavel a isso.
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