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Resumo. Neste trabalho, modelamos interagdes do processo de selegdo natu-
ral entre o nivel populacional e individual. Como caso especifico, modelamos o
comportamento de sinal de alarme contra predadores apresentados por diver-
sas espécies de animais. Os modelos sugerem que os dois niveis hierdrquicos
podem interagir selecionando os genes em diregoes opostas, selecionando um
tipo de comportamento no nivel individual enquanto seleciona outro no nivel
populacional. Um modelo de competicao interespecifica é utilizado para suge-

rir um mecanismo mais efetivo de selegao no nivel populacional.
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1. Introducao

A Teoria de Evolucdo compreende um processo extremamente abran-
gente e complexo que rege a mudanca das formas de vida ao longo do tempo.
Desde sua concepgao inicial, com Darwin e Wallace publicando seu artigo con-
junto em 1858, seguido pelo principal trabalho da vida de Darwin, ” A Origem
das espécies” (Desmond e Moore, 1991), a teoria sofreu significativas revisoes
e generalizacoes. Para uma visao abrangente dessas revisoes, dos cernes que
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se mantiveram intactos e uma visao historica do processo, indicamos o extenso
trabalho de Gould (2002).

Dentre os pontos néo pacificados na estrutura dessa grande teoria estd
a influéncia dos diferentes niveis hierdrquicos de organizacdo da vida (genes,
células, organismos, populagoes, espécies, clades) nos processos evolutivos (Wil-
son, 2006; Barton et al., 2007; Futuyma, 2009). Atualmente, estd claro que o
processo de selegao gera “adaptacoes” no nivel celular e dos individuos, o papel
do nivel hierarquico dos grupos e populagoes permanece muito mais controverso
(Okasha, 2001; Nowak et al., 2010; Abbot, 2011).

Neste trabalho, nosso objetivo é modelar um processo de selegao natural
com interagao entre esses dois niveis, sendo que o fendmeno escolhido é o com-
portamento de enviar sinais de alarme para companheiros de grupo, exibido
por diversas espécies de péassaros e mamiferos (Caro, 2005). Ainda que a dis-
cussao da forma como tal comportamento tenha evoluido seja extremamente
relevante, esse nao é o foco dos modelos apresentados. Para esse tipo de dis-
cussdo, indicamos os trabalhos cldssicos de Trivers (Trivers, 1971) e Maynard
Smith (Smith, 1965) ou outros (Smith, 1986; Bergstrom e Lachmann, 2001;
Holle'n e Radford, 2009). Dessa forma, em nossos modelos consideraremos
que a populagao pode apresentar dois tipos de individuos: alarmistas e nao-
alarmistas, deixando a questao da evolugao do comportamento de alarme para
um segundo plano. Além disso, nossos modelos nao tém o objetivo de descrever
detalhadamente nenhuma espécie ou sistema biolégico determinado, mas sim
fazer o papel de modelo conceitual que busca ilustrar relagoes gerais entre esses
dois niveis hierarquicos de organizacao biolégica. Dessa forma, buscamos man-
ter os modelos simples, uma vez que nao se busca uma descricao quantitativa
de um fendémeno especifico, mas um entendimento qualitativo dos papéis dos

niveis hierdrquicos em uma dindmica evolutiva.

2 Os modelos

Nesta se¢ao, apresentamos as hipdteses de modelagem e trés modelos de
interacao entre o nivel individual e populacional. O primeiro modelo analisa a
interacao sob o a hipdtese de crescimento ilimitado na auséncia de predadores,
o segundo trata do mesmo tipo de interacao sob a hipdtese de crescimento
limitado (logistico) e o terceiro analisa uma situacdo de competigdo com uma

outra espécie.
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A seguir, delineamos algumas hipé6teses bioldgicas acerca do comporta-

mento de alarme

2.1 O comportamento de alarme

O comportamento de alarme em um grupo de individuos consiste na
emissao de algum tipo de sinal que avise individuos de uma espécie a respeito de
algum perigo (normalmente representado por um predador). A forma especifica
do alarme ¢ irrelevante para os modelos considerados neste trabalho, sendo

apenas importante as seguintes hipéteses:

1. O alarme é honesto. Isto é, a emissao do alrme por um individuo real-

mente indica uma maior chance da presenca de um predador.

2. O alarme é efetivo. A emissao do alarme reduz a chance de sucesso da

investida do predador sobre o grupo.

3. Sob condigoes de uma populagao totalmente composta de individuos alar-
mistas, a mesma é capaz de sobreviver a predagao, ou seja, sua taxa de
reproducgao é maior que a taxa de predacao.

A primeira hipétese é importante pois, dado o conflito de interesses entre
individuos de uma mesma espécie em propagar seus genes, ja foi sugerida (Krebs
e Dawkins, 1978) a possibilidade da evolugao da manipulagao de individuos de
uma mesma espécie através da emissao de sinais desonestos, isto é, que nao
refletem uma maior chance da presenca de um predador.

A segunda hipdtese estd relacionada com a sugestao (Charnov e Krebs,
1975) de que certos comportamentos de alarme poderiam ter evoluido por au-
mentar a chance de sobrevivéncia do individuo que emite o alarme ao colocar
os outros individuos em um “estado de agitagao” que aumentaria a chance de
sucesso do predador sobre esses individuos. Dessa forma, em nossos mode-
los, consideramos apenas alarmes que diminuem a eficiéncia dos predadores.
Esta condicao também inclui a possibilidade de que um alarme tem como ob-
jetivo alertar o predador (Baker e Parker, 1979; Gotmarkk, 1992), enviando ao
mesmo um sinal de que ele foi detectado e fazendo-o desistir da perseguicao,
dessa forma, diminuindo a taxa média de sucesso de predacao por encontro.

A terceira hipdtese ilustra que temos uma situacdo na qual o compor-

tamento de alarme permite a populagdo uma chance de sobrevivéncia. Sem
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essa suposicao o modelo simplesmente teria um comportamento monétono de

extingao.

2.2 Crescimento ilimitado

Definimos as varidveis do modelo: ¢ instante de tempo, z(t) ntumero de
individuos nao-alarmistas no instante ¢ e y(t) nimero de individuos alarmistas
no instante ¢.

Supomos a presenca de uma espécie de predador que permanece em
quantidade constante durante a dindmica. Maynard Smith (Smith, 1965) mo-
dela a probabilidade de predacao como uma fungao da fragao da populagao de
alarmistas:

Py =P(1—ar/n) (2.1)

onde, no modelo de Smith Pk é probabilidade de uma morte, P uma constante
de eficiéncia do predador, a um parametro que reflete a eficiéncia dos individuos
alarmistas em reduzir a predacgao, r o numero de individuos alarmistas e n o
ntimero total de individuos.

Em nosso modelo, adotamos uma abordagem similar, escrevendo a taxa
de predagao por individuo presa como uma funcao do ndmero de individuos
nao-alarmistas:

Tp(z,y) =m+ (M —m)z/(x +y) (2.2)

onde m representa a taxa minima de predagdo (quando todos individuos sao
alarmistas) e M representa a taxa maxima (quando ndo hd nenhum alarmista).
E facil mostrar que a relagao dada pela equagao 2.2 pode ser convertida na
forma 2.1.

Se considerarmos um crescimento populacional ilimitado para as po-
pulaces x e y na auséncia de predadores, podemos escrever uma dindmica
para as populagoes:

d
” — vz — y2Tp(z,y)

g; (2.3)
o =" vTe(y).

r é taxa de reprodugao da espécie presa, e v é um parametro adimen-
sional que determina qual comportamento é mais arriscado: emitir o alarme
ou permanecer em siléncio. Se v > 1 o comportamento de ficar em siléncio
é mais arriscado. Diversas argumentagoes biolégicas foram apresentadas para

representar situages desse tipo (Trivers, 1971). Mencionaremos apenas uma
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(Dawkins, 1976) a titulo de ilustracio. Em um bando, um predador pode
ser especialmente atraido pela movimentacao das presas, de forma que um in-
dividuo que avistasse um predador poderia estar se expondo a um risco maior
de predagao no caso de nao emitir um alarme do que emitindo um alarme e
fazendo com que os outros individuos permanecessem imaéveis, como € o caso de
juvenis em certas espécies de roedores (Holle'n e Radford, 2009). No caso em
que v < 1, a emissao do alarme tem um custo para o individuo que atrai mais a
atencao do predador, de forma que os individuos nao-alarmistas possuem uma
taxa de predacao média inferior a dos individuos alarmistas.
Realizando uma adimensionalizagao com t* = mt e, omitindo os asteris-
cos, obtemos o sistema:
dx
i A —vyz(1+0—Dz/(z+y))
dy (2.4)
2 =My A+ (0 -1)z/(z +y)).
Com A =r/m > 1 (hipdtese 3 sobre alarmes) e § = M/m > 1 (decorrente do
alarme ser eficiente).
O comportamento do modelo em fungao dos parametros pode ser resu-
mido pelas seguintes condigdes (demonstragoes mais rigorosas sao apresentadas

no apéndice A:
1. v < 1 (vantagem nao-alarmistas)

(a) A > 0: a taxa de reproducao da espécie é maior que a taxa de

predacao maxima, ambos tipos sobrevivem, mas ny — 1.
(b) Y0 <A< 6:y—0, z— 0.

(¢) A < ~0: extingao.
2. v > 1 (vantagem alarmistas)

(a) v0 < A: ambos tipos sobrevivem, 2 — 1.
(b) v0 > X:
iy>Az2—0,y— oco.
ii. v < A, ambos tipos sobrevivem, I—L — 1.
Ou seja, o modelo indica que o parametro v, que mede qual comportamento é

mais eficiente no nivel do individuo, determina que tipo serd mais frequente na

populagao.
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Para cada caso, as relagoes de A com os parametros v e 6 determinam
se a populagao ira sobreviver e que tipos permanecem. Por exemplo, no caso
v < 1le~0 < X\ < 0 significa que a vantagem ganha por ndo dar o alarme
é suficiente para que os individuos nao-alarmistas suportem a taxa méxima
de predacao, representada pelo parametro adimensional 6, enquanto que os
individuos alarmistas sdo levados & extingdo. No caso em que A < 6 (ainda
com 7 < 1), teremos que a populagdo serd levada a extingdo, ou seja, mesmo
morrendo mais lentamente que os alarmistas, esse ganho nao é suficiente para
compensar os individuos nao-alarmistas pela perda dos individuos alarmistas.
Nesse caso, o processo de selegao natural estaria favorecendo nao-alarmistas no
nivel individual, enquanto que no nivel populacional selecionaria por grupos
com alarmistas.

Uma interpretacao andloga pode ser feita para as outras combinagoes de
parametros.

A seguir apresentamos um modelo que inclui crescimento populacional

limitado mesmo na auséncia de predacgao.

2.3 Crescimento limitado

Considerando um capacidade de suporte K para o nimero total de in-
dividuos (z + y), e, supondo um crescimento logistico, podemos modificar o
modelo 2.4, obtendo:

zit” — el —2/K — y/K) — v (1+ (0 = Va/(z +y))
(2.5)

% = (1 —2/K —y/K) —y(1+ (0 — )a/(z +)).

Utilizando a adimensionalizagao z* = 2/ K, y* = y/K e removendo os asteris-

cos, ficamos com:

CC%«" =x(l—z—y) -~z (L+ (0 - Dz/(z +y))
(2.6)

%:Ay(l—m—y)—y<1+<a—1>x/<x+y>>.

Se v # 1 tal sistema somente admite pontos de equilibrio sob os eixos z e y,
dados por Py = (z1,y1) = (0,1—1/X) e Py = (22,y2) = (1—6+/A,0). Note que
o P; representa uma selecao dos alarmistas, enquanto P, representa a selecao
de nao-alarmistas.

Realizando a andlise de estabilidade linear para esses pontos, obtemos

os seguintes autovalores:
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1. Pi: Myi=1—-)Xedp=1—1.
2. Py: Mgy =0y —Xedap=0(y—1).

Dessa andlise, podemos resumir o comportamento do modelo 2.6:
1. v < 1, vantagem néo-alarmistas (P; instdvel):

(a) v0 <A y — 0, x — xo (P2 estdvel).

(b) A < ~0: extingdo (P, instdvel).
2. v > 1, vantagem alarmistas (P, instdvel, P; estdvel): © — 0, y — ;.

Assim, observamos que a hipotese de crescimento limitado apenas acentua
(como seria esperado) a selegdo natural, mantendo os mesmos resultados qua-
litativos apresentados pelo modelo de crescimento ilimitado. Da mesma forma,
o modelo informa que no nivel individual serao selecionados os individuos
com comportamento mais eficiente (determinado pelo valor de 7y), enquanto
que no nivel populacional podemos ter a extingao de populagoes compostas
por individuos nao alarmistas, apontando para seleces distintas nos niveis
hierarquicos.

Observamos que esse tipo de “selegdo de grupo” é distinto daqueles no
qual se considera o grupo como unidade de selegao e a reprodugao diferencial
entre grupos como mecanismo de selecao natural. O tipo apresentado aqui esta

em consonancia com aquele mencionado por Trivers (Trivers, 1971)

It does not matter that in giving a warning call the caller is helping
its non- calling neighbors more than it is helping itself. What counts
is that it outcompetes conspecifics from areas in which no one is
giving warning calls. The non-calling neighbors of the caller (or
their offspring) will soon find themselves in an area without any
caller and will be selected against relative to birds in an area with
callers. The caller, by definition, is always in an area with at least
one caller. If we assume that two callers are preferable to one,
and so on, then selection will favor the spread of the warning-call
genes. Note that this model depends on the concept of open groups,
whereas ”group selection” (Wynne-Edwards, 1962) depends partly

on the concept of closed groups.
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Entretanto, observamos que as conclusoes apresentadas por Trivers quanto a
dinamica evolutiva dos genes nao pode ser extraida dos modelos aqui apresen-
tados. Para investigar tais questoes seria necessario incluir uma distribuigao
espacial na populacao de individuos, uma investigagdo que reservamos para
trabalhos futuros.

Resumindo os resultados apresentados pelos modelos 2.4 e 2.6, podemos
dizer que, no nivel do individuo, sera selecionado o comportamento mais efici-
ente e o mesmo sobrevivera no nivel populacional, se a taxa de reprodugao for
suficientemente alta para resistir & predacao.

Outro fator importante que pode levar as populacoes (e, como con-
sequéncia, as espécies) & extingdo é a competigdo interespecifica. A seguir,
apresentamos um modelo no qual a é introduzida uma espécie em competicao
com as populagoes z e y, visando estudar qual grupo de individuos terd maior

chance de sobreviviéncia sob condigoes idénticas de competicao interespecifica.

2.4 Competicao interespecifica

Para modelar um processo de competicao interespecifica, utilizaremos o

modelo cldssico (Murray, 1989) dado por:

% =r1N1(1 — N1 /K1 — b1aNo/K7)

AN, (2.7)

W = TQNQ(]. — NQ/KQ — leNl/Kg).
onde 71 e ro sao as taxas méaximas de reproducgao das espécies, Ky, Ko as
capacidades de suporte e bijo e bay sao coeficientes que representam o quanto
uma espécie influencia no crescimento da outra (pode-se dizer que esses coe-
ficientes “convertem” um certo ntimero de individuos de uma das espécies em
um numero “equivalente” de individuos da outra espécie). Em nosso caso,
introduzimos uma espécie competidora, representada por z(t), e, j4 adimensio-
nalizando z* = z/ K, pela capacidade de suporte dessa espécie temos o sistema

para x, y e z:

Z—f:)\m(l—x—y—clz)—’yx(1+(9—1)$/($+y))
% =Xy(l-z—y—caz)—y(l+0-1z/(z+y)) (2:8)
dz

=r.z2(1 — 2z — cox — cay)

dt
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onde ¢; é um agrupamento adimensional na forma AK,/K e ¢ é na forma
BK/K,, com A e B fazendo o papel das constantes b13 e by do modelo 2.7.

Assim, ¢; e ¢y representam o “grau de interferéncia” entre as espécies, ¢ > 1

correspondendo & uma influéncia muito forte da espécie de x e y sobre z e

c1 < 1 uma influéncia muito fraca, com interpretacao andloga para cs.

O sistema 2.8 admite os seguinte pontos de equilibrio que podem ser

vidveis (com valores positivos para as populagoes):

1.

Py = (z1,y1,21) = (0,1 —=1/X,0): y vence dentro de sua populagao e leva

z a extingao.

. Py = (29,y2,22) = (1 — 0v/),0,0): x vence dentro de sua populagédo e

leva z a extingao.

. Py =(x3,y3,23) = (0,0,1): z leva as populagbes de = e y & extingao.

(lel)AJrl (CQ*I))\*Cz

. Py = (x4,y4,24) = (O, i’ (erca—TA ): y vence dentro de sua

populagao e coexiste com a espécie z.

(c1—1)A+0~ (ca—1)A—c20~

- Ps = (25,y5,25) = ( erca—Dx ,0, Crea=D)» ): x vence dentro de sua

populagao e coexiste com a espécie z.

A estabilidade dos pontos e sua viabilidade depende dos parametros v, 0, A, ¢1

e cq, conforme listamos a seguir (ver apéndice B para mais detalhes).

1. Vantagem alarmistas (y > 1):

(a) 1 <1—=1/Xecy >1/(1—1/N): Py estdvel, P3 instével e Py invidvel.
y vence a competicao dentro e fora da espécie.

(b) c1 <1-1/XAecy <1/(1—1/A): Py instavel, Ps instével e Py estavel.
y vence a competicao dentro da espécie e coexiste com z.

(¢) e1>1—1/Aeca>1/(1—1/N): Py estavel, Ps estavel e Py instavel.
y vence a competicao dentro da espécie, fora da espécie apenas uma
sobrevive, z ou y dependendo das condigoes iniciais.

(d) e1 >1-1/Aeca <1/(1—1/A): P instével, Ps estdvel e Py invidvel.
y vence a competicao dentro da espécie, sendo levado a extingao pela

competicao com a espécie z.

2. Vantagem nao-alarmistas (y < 1):



84 Assis & Malavazi

(a) e1 < 1—=0v/Aeco >1/(1 —6y/N): Py estdvel, P3 instivel e Ps
inviavel. x vence a competicao dentro e fora da espécie.

(b) 1 <1—60y/Xeca <1/(1 —6y/N\): P, instdvel, P3 instavel e Ps
estavel. x vence a competicao dentro da espécie e coexiste com z.

(¢c) s >1—=0v/Xecy > 1/(1 —0v/\): Py estivel, P; estivel e Ps
instavel. x vence a competicdo dentro da espécie, fora da espécie
apenas uma sobrevive, z ou x dependendo das condigoes iniciais.

(d) eg >1—=0v/Xeca <1/(1—06y/N): P, instével, Ps estavel e Ps
inviavel. x vence a competicao dentro da espécie, sendo levado a

extingao pela competigao com a espécie z.

C2
disputa

N\

Z. vence

coexisténcia

v

‘fx fy €1

Figura 1: Plano representando as possiveis combinagoes de ¢y e c3. O ponto
de separacao das regioes de diferentes comportamentos qualitativos fica sobre
hipérbole ¢o = 1/c1. Se & > &, os alarmistas competem melhor com uma
terceira espécie do que os nao-alarmistas, como pode ser observado pela area

das diferentes regioes de comportamentos favoraveis a y ou z.

Os parametros ¢; e ¢ controlam a forca da interferéncia entre as espécies. Se
criarmos um plano cartesiano com os valores possiveis de ¢y nas abcissas e co
nas ordenadas, veremos que os resultados apresentados acima, dividem o plano
em quatro quadrantes, cada um correspondendo a um resultado qualitativo

distinto, como na figura 1. Observamos, além disso, que o ponto central de
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divisao desses quadrantes localiza-se sobre a hipérbole ¢ = 1/¢;. Se definirmos
&y =1-1xe & =1— 0y temos que &, > &, implica que y compete “melhor”
contra z do que z. O critério de comparagao é simplesmente a drea da regiao
do plano de parametros cico que apresenta resultado favoraveis para y, como
na figura 1. No caso em que §, < &, entdo uma populacdo de nao-alarmistas
compete melhor contra z.

Escrevendo as inequagoes em termos dos parametros, obtemos:

1. Se vy > 1, entdo 6y > 1 e § > &,. Isto é, além de vencer dentro de sua

populagao, y também é mais vantajoso na competigao entre espécies.
2. Se v < 1, temos duas posibilidades:

(a) 0y > 1: neste caso & > &, e, apesar do comportamento nao-
alarmista ser mais vantajoso do ponto de vista individual, na com-
peticao interespecifica, y é mais vantajoso. Neste caso, poderiamos
ter o processo de sele¢cao natural operando em duas direcoes distintas

dependendo do nivel hierarquico.

(b) 6y < 1: neste caso & < &, o comportamento nao-alarmista é
mais vantajoso do ponto de vista individual e na competicao in-

terespecifica.

3 Conclusoes

Nosso objetivo com este artigo era ilustrar como dinamicas populacio-
nais relativamente simples podem levar a processos de selecao contrarios nos
niveis individual e populacional. Todos os trés modelos apresentaram essas
carateristicas, dependendo dos parametros escolhidos.

Uma quest@o ndao abordada estd relacionada com a relagao de forgas entre
os niveis, isto é, ocorrendo uma selecao em diregbes contrarias, qual efeito tera
predominancia e determinard qual caracteristica sera selecionada? Para abor-
dar tal questao é necessério incluir algum tipo de distribuicao das populacgoes,
uma vez que os sistemas de equagoes diferenciais representam populacoes ho-
mogeneamente distribuidas no espago, podendo apenas refletir o efeito da com-
peticao local. A inclusao da distribuigao espacial fica reservada para trabalhos
futuros.

No modelo de competicao interespecifica apresentamos um mecanismo

pelo qual as populagoes podem estar sendo selecionadas, em contraste com
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a selecao individual. Analogamente ao caso da predacdo, a componente de
distribuicao espacial poderia apresentar uma dinamica de interacao entre os

niveis de sele¢ao natural.
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A  Analise do Modelo com Crescimento Ilimi-

tado
Nesta segao faremos a andlise qualitativa do modelo 2.4. Inicialmente,
considere a dinamica da proporcao w = £,
dw 1
—=(v-1 1+40-1)——— | = . A9
=00 (14 0=V ) = W (A9

Resolvendo essa equagao por varidveis separdveis, obtemos

L Inw+ (0 —1)In(0 4+ w)
- (v —1)

+C, (A.10)
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onde C representa uma constante com relacao as variaveis z, y, w e t. Daqui em
diante, C' podera assumir diversos valores, mas sempre constantes com relagao
as variaveis do sistema.

Ainda de A.9, obtemos a equacgao

/7(1+w—4)11)dh: 7w+ C. (A.11)

+w v—1

Da primeira equacao de 2.4, obtemos a identidade

w

/7<1+(9—1)1_i> dt=X—Inz+C. (A.12)

Portanto de A.10, A.11 e A.12, obtemos

A—=60y)Inw + (0 — 1)1n(9+w)'

C+Inx =
0(y—1)
Como Iny =Inw + Inz, temos

A=0)Inw+ A0 — 1) In(d + w)
0(y = 1) ’

ou seja, temos as seguintes solucoes implicitas

C+lny=

A—6y A(0-1) A—6 A(O-1)
T = cow?O-1D (0 + w) =1 e y = cow (=1 (0 + w) 0v=1) (A13)

onde ¢y é uma constante positiva.
Retornando para a andlise da dinamica de A.9, temos dois casos a con-

siderar:

1. Caso v < 1: temos w — 0, quando t — +o00. De fato, neste caso %’ =

f(w) é negativa, portanto w é decrescente. Suponha por contradigao que
w >k > 0, quando ¢ — 400, nesse caso f(w) é limitada superiormente
por uma constante negativa, portanto % < —K <0, quando t — +o00,

mas isso contradiz o fato de w ser positiva e assim segue o resultado.
Observe que nesse caso temos wi-i-y — 1. Além disso, tem-se os seguintes

resultados:

(a) Se A > 6. Neste caso temos A\—v0 > A—0 > 0e~y—1 < 0. Portanto
A—v0
6(v—1)

y — +00, quando t — +o00.

<0e ﬁ < 0. Portanto de A.13, temos que x — +00 e
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(b) Se79<A<0 Neste caso temos A —~v0 >0, A—0 <0ey—1<0.
Portanto 2 9( 1) <Oee(,y i) > 0. Logo de A.13, temos que x — 400
ey — 0, quando t — +o0.

(c) Se A < 8. Neste caso temos A —v0 < 0, A—0 <0evy—1<0.
Portanto 9’?;71?) >0e #’_ﬂ) > 0. Logo de A.13, temos que z — 0
ey — 0, quando t — +o0.

2. Caso vy > 1: temos w — 400, quando t — +o0. De fato, basta verificar

que %’ = f(w) é positiva e portanto w é crescente, e ainda mais ‘il—“t’ >

K > 0, quando t — +00, de onde segue o resultado. Nesse caso temos

— +y — 1. Além disso, tem-se os seguintes resultados:

(a) Se 0 < A. Nestecasotemos)\—'yc9>0, AMO—-1)>0evy—1>0,

consequentemente 9( ) > 0, ;‘((3:3 >0e 9({/’_01) > 0. Portanto de

A.13, temos que x — 400 e y — +00, quando t — +o0.

(b) Se 8 > A. Neste caso, vamos reescrever as solugoes implicitas A.13,

da seguinte forma,

1
A A0 o(v—1)
g [ () (2w ) T 00 .
0+ w w

Temos duas situagoes a analisar:

i. Se v > A. Nesse caso, como A —1 > 0e A — v < 0, temos das
solugoes implicitas anteriores, que z — 0 e y — +00, quando
t — +o0.

ii. Se v < A\. Nesse caso, como A —1>0e A —~ > 0, temos das
solugdes implicitas anteriores, que © — +00 e y — +00, quando
t — +o0.

E assim obtemos os resultados da Segao 2.2.
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B Analise do Modelo com Crescimento Limi-

tado e com Competicao Interespecifica

Nesta secao faremos a analise qualitativa do modelo 2.8. Inicialmente,

considere a dinamica da proporgao w = ¥

x’

dw

= =(-Du <1 +(0- 1)1> =: f(w).

1+w

Que consiste na mesma equacao de A.9. Assim temos, da anilise feita no
Apéndice A, que:

1. Para v > 1, temos w — 400, quando t — +00; e
2. Para v < 1, temos w — 0, quando t — +o0.

Considere nesse momento a dinamica de N = x + y, dada por

AN

E_)\N(I—N—clz)—(wH—y) (14—(9—1)1;‘}).

Vamos mostrar que N é limitado superiormente. De fato, suponha que N —

400, quando ¢t — 4o00. Reescrevento a equagao anterior, obtemos

dN YT +y 1

Como 0 < 1-%11; <le0< %J”’ < v+ 1, temos para t suficientemente grande

que dd—]: < —K < 0, mas isso é uma contradicao com o fato de IV ser posi-

tiva. Logo N é limitada superiormente, consequentemente x e y sao limitadas
superiormente.

Assim segue, que:
1. Para v > 1, temos w = 2 — +o00, implica que x — 0, quando ¢t — +o00; e

2. Para v < 1, temos w =

8

— 0, implica que y — 0, quando t — +o0.

Esse resultado permite uma simplificacao de nossa andlise. Para o caso
v < 1, omitiremos sua andlise aqui, mas segue de maneira semelhante ao caso
v > 1.

Para v > 1, sabemos que x entra em extingao. Tomando x = 0 no

sistema original, obtemos o seguinte sistema
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d
di; =M1 —-y—cz) —y:= g1y, 2)

d (B.14)
z
e r.2(1 — 21 =2 y) := g2(y, 2).

Resolvendo as equacdes 0 = g(y,2) = (g1(y, 2), 92(y, 2)), obtemos Py =

5 1 5 5 AMei—1)+1 A(ea—1)—c;
(050)7 b = (1_X’0)7 Py = (Oa 1) e Py = ()\(010271)’ )\(510271)2) como

solugodes, ou seja, sao os pontos de equilibrio de B.14.

A parte principal das linhas de anulacao, sdo determinadas pelas equacoes

y+clz:T e z+cy=1.

Temos quatro possibilidades principais que sao apresentadas no plano-yz, con-
forme a Figura 2.

Observamos que P; é vidvel apenas para A > 1 e P, é vidvel apenas nos
casos (b) e (d). A estabilidade de cada ponto de equilibrio (y*,z*) do modelo
B.14 é determinada pela matriz Jacobiana,

991 991
. . Oy 0z
Jg(y 4 ) = dgs dga
By 0z
(y*,2*)
A1 —2y* —e12*) =1 —-Aery*
N —r,coz* r.(1 —22% — coy™)

mais especificamente, pela negatividade da parte real de seus autovalores.
Assim, temos que Py = (0,0) é instdvel, pois

A—-1 0

J9(0,0) = 0 r

e ao menos um de seus autovalores, r,, é positivo.
Para Py = (231,0), temos

AN A S o R
e seus autovalores sao Ay = —A+2e Xy =1, (1 — 02¥). Portanto

~ estavel, se co > ﬁ e > 2.

P é . . A
instavel, se 25 > coou2 > A > 1.
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A—1
/\(;1

1 A-11

Co A

() c2> 27 >1> 21> b)) P2y >czel>22 >0

1
C2

(d)ﬁ>02ec1>%

Figura 2: Linhas de anulagao para o modelo de competicao interespecifica B.14.

y:o,y"f'ClZ:%,Z:Oez—‘,—cﬂ/:l_

Para P; = (0, 1), temos

AMl=—c¢)—1 0

Jg(0,1) =
—TzC2 —Tz
e seus autovalores sdo A\ = A(1 —¢1) — 1 e A = —r, < 0. Portanto
~ estavel, se ¢; > %
instavel, se ¢; < 271

N -
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(Cl—l))\+1 (62—1)>\—62
(0162—1)/\ ’ (6102—1))\

Finalmente para P; = ( ), temos que a

matriz Jacobiana é

_(lel))\+1 _Cl((lel))\Jrl)
(c1ca—1) cico—1
Jo9lp, = | rcallea—1r—c)  ral(ca—Dr—ca)
(616271))\ (Clcgfl))\
Considere A = —% e B = —%. Assim a matriz
Jacobiana se torna
A ClA
J = p—
9l »B B

Portanto, a equacao caracteristica com varidvel k é dada por k? — (A +
B)k+ AB(1 — c1c2) = 0. Observamos que é possivel determinar os autovalores
neste caso, mas a andlise do sinal da parte real dos mesmos nao é tao simples.
Assim, lancamos mao do teste de Routh-Hurwitz, que para polindomios de grau
2, afirma que para as partes reais de suas raizes serem positivas, é necessario e
suficiente que, os coeficientes do polindmio tenham o mesmo sinal.

Como ja observado anteriormente, Py é vidvel apenas nos seguintes casos:

1. Paracl<¥602<ﬁ,tem050<1—6102<1, (1—1DA+1<0

e oA —co — A < 0, consequentemente A < 0 e B < 0. Portanto os
coeficientes do polindmio carateristicos sao positivos.

2. Para ¢; > %ecz > %, temos 1 —cjea < 0, (1 — DA +1 >0

e colA —cog — A > 0, consequentemente A < 0 e B < 0. Portanto os
coeficientes do polinémio carateristicos mudam de sinal, precisamente o

coeficiente linear é negativo, enquanto os demais sao positivos.
Usando o teste de Routh-Hurwitz, concluimos que

‘ A—1 A
estavel, se c; < 2= e c2 < 75

Py é
instdvel, se ¢; > 2L e ¢g > 2.
J X —1

Observando que Py, é um ponto de equilibrio em que as populagoes y

e z entram em extingdo, mas observemos que o mesmo € instavel, e por isso

nao o consideramos em nossa analise do modelo 2.8, feita na Segdo 2.4. A

estabilidade dos pontos P;, P; e P,, refletem na estabilidade dos pontos de
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equilibro Py, P; e P, do modelo 2.8, para v > 1. O estudo da estabilidade dos
pontos de equilibrio P», P3 novamente e Ps, pode ser feito de maneira andloga,

considerando agora y < 1.



