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Resumo. Oscilagbes nas solugbes obtidas pelos métodos numéricos ocorrem
quando o termo advectivo é muito superior ao difusivo ou quando condigdes
de fronteira inadequadas geram mudangas bruscas na solugdo. Neste artigo,
utiliza-se o Esquema Scharfetter-Gummel que aumenta a estabilidade dos
métodos de diferengas finitas, inserindo uma difusdo artificial e dando uma
aproximacdo de segunda ordem. O dominio das simulagdes serd o Lago Titi-
caca, considerando a Equacao de Difusdo-Advecgao para modelar problemas

de agrotoxicos.
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1. Introducao

Para a modelagem de problemas de dispersao de poluentes é usada a
equacao classica de Difusdo-Advecgao, e o método de diferencas finitas é um
dos mais usados para obter a solugao numérica deste tipo de problemas, por
sua simplicidade, facilidade de implementacao e sua eficiéncia para a resolugao
de EDP’s.
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Problemas de instabilidade numérica, apresentam-se quando o termo
advectivo é grande comparado com o termo difusivo, uma possibilidade para
evitar as oscilacoes causadas pela instabilidade é o refinamento da malha, o
que aumenta as dimensoes do sistema a ser resolvido e que finalmente termina
sendo caro computacionalmente. Métodos Upwind sao uma boa ferramenta
para enfrentar este tipo de problemas, o Esquema Scharfetter-Gummel é um
método do tipo Upwind e de segunda ordem, que garante a estabilidade.

Para as simulagoes numéricas, sera usado como dominio de estudo o lago
Titicaca, o qual apresenta varios problemas de poluigao por esgoto, mercurio e
agrotdxicos.

O Titicaca é o lago navegavel mais alto do mundo, a 3.810 metros de
altitude, localizado no altiplano da América do Sul, na fronteira do Peru e da
Bolivia, o lago tem uma profundidade média de 160 metros e recebe as aguas
de mais de 25 pequenos rios.

O lago tem uma area de 8.562 quilémetros quadrados, sendo 3.790 em
territério boliviano e 4.772 no territorio peruano. Suas dguas sao um recurso
importante para cerca de 400 mil pessoas que vivem da pesca, dos cultivos e
da vegetagao que é usada como alimento do gado, e para a ancestral técnica de

construgao de balsas de totora.

Figura 1: Lago Titicaca. Fonte: Google Earth.
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2. Descri¢ao do problema

As principais atividades das familias das diferentes comunidades sao a
agricultura e pecuaria; embora a principal fonte de alimento da populacao é a
batata cultivada sob sequeiro, também cultiva-se quinoa, cevada, feijao, ervilha,
tremoco, trigo, aveia, triticale e outros. Ha problemas de fendmenos climaticos,
pois algumas vezes ha pouca precipitagao, pelo que os habitantes optaram por
uma estratégia de producao nas margens do lago.

O Lago Titicaca sustentou as populagoes por milhares de anos, forne-
cendo agua limpa e peixes. Mas agora estd ameacado pelo crescimento popula-
cional e o inchago das cidades, que geram grandes quantidades de esgoto, lixos,
residuos agroindustriais e rejeitos da mineragao.

O homem desenvolveu os agroquimicos também denominados pesticidas,
praguicidas, etc, com o objetivo de proteger a sua colheita. Estes produtos
quimicos, ou mistura destes, sdo destinados ao uso, armazenamento e benefici-
amento de produtos agricolas. Sua aplicagao indiscriminada acarreta iniimeros
problemas para a saude dos consumidores e prejuizos ao meio ambiente, con-

taminando o solo e as dguas (Chagas, 2009).

De acordo com (Ferrari, 1986), as terras carregadas pelas dguas das
chuvas levam para os rios, lagoas e barragens, os residuos de agrotoxicos, com-
prometendo a fauna e a flora aquatica, além de comprometer as dguas captadas
com a finalidade de abastecimento.

3 Modelo Matematico

Modelos matemaéticos para a dispersao de poluentes em diferentes meios
tém sido desenvolvidos e difundidos em varias pesquisas, Diniz e Campos F°
(2010), Prestes et al. (2013), Cajas Guaca (2015), que obteveram aproximagoes
para a simulagao do comportamento evolutivo de poluentes.

Um modelo amplamente utilizado para a dispersao de poluentes é obtido
através da equagao diferencial parcial de Difusdao-Advecgdo (LeVeque, 2007;
Cantrell e Cosner, 2003; Okubo e Levin, 1980), que é de grande importéncia
na modelagem matemaética destes problemas. Denotando C' a concentragao de
poluentes provenientes de atividades agricolas, C = C(z,y,t), (z,y) € Q C R?

ete J=(0,T] CR, aequagao que descreve tal fendomeno é dada por:
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%f — div(aVC) + div(VC) + uC = |, (3.1)

onde
e a(x,y,t), representa a difusibilidade do poluente no meio;
e V = (v1,v9), representa o campo de velocidades do vento.

e u(x,y,t), representa o decaimento do poluente no meio;

f(z,y,1)), representa as fontes de poluentes.

A proposta de aplicacido deste modelo, é a simulacao computacional do
comportamento evolutivo de um material impactante no Lago Titicaca. O uso
de agrotoxicos nas plantagoes é feito em periodos sazonais, entao considerando
o intervalo do dominio temporal (0,7] contido entre uma época e outra, é
razoavel admitir f = 0.

Considerando as condicoes de contorno de Neumann homogéneas

oC

7(I7yat)

o =0, para todo (z,y) € 0N et € (0,77, (3.2)

o0

onde 9N representa a fronteira do lago, assim o modelo torna-se

el aC aC _

file} 2’c
o — @ (89:2 +

oCc _
Mo

A condigao de contorno é considerada de Neumann homogénea, pois as
margens do lago estao saturadas pelo poluente, o que nao permite a absorcao
(perda de poluente) na fronteira.

3.1 Condigao de Péclet

Uma tentativa de evitar as oscilacoes na solugao numérica quando ha

uma predominancia do termo advectivo, é estabelecer um critério que forneca
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uma condicao sobre a discretizacao do dominio. Esta condicao é dada por
um nudmero adimensional que relaciona a velocidade de adveccao do fluxo, o
coeficiente de difusdo e os pardametros de malha da discretizacio espacial, esta

condicao é denominada ”Numero de Péclet”’e é dada por,

A A
U2 <) e P, =22 < (3.4)

]Pez =
20 T 2c

Onde Az e Ay representam os espacamentos da malha na horizontal e
na vertical respectivamente, V = (vq,v2) é o campo de velocidades do vento e

« o coeficiente de difusdo.

3.2 Esquema Scharfetter-Gummel

No que segue, C7'; = C (x;,y;,tn) representa a concentracdo de poluente
no ponto (z;,y;) e no instante ¢,, e as componentes do campo de velocidades
v1 e vy sdo assumidas positivas (no caso de alguma ser negativa, o tratamento
numérico serd similar). Consideremos a aproximagao da primeira derivada de
C' em relagao a = da seguinte maneira,

oC Cit1,5 —Ci—1,5 Cij —Ciz1,

—=(1-2= Pt
ox ( ) 2Ax + Ax

(3.5)

tal que A > 0. O segundo termo do lado direito, pode ser expresso como

Ci;—Ci—1j _ Cit1,; —Cic1j . gciﬂ,j —2Ci;+Ci—1y (3.6)
Az 2Ax 2 Az? ’ ’

substituindo a equacdo (3.6) na equagao (3.5), obtem-se

oCc _ (1-)) Cit1 —Cizayy

5 [Cittg —Ciciy B Citry =205, + Ciay
Dz * T2

2Ax 2Ax 2 Ax? ’

cancelando termos da equagao anterior, obtemos

9C _ Citry = Ciz1y Az Ciprj = 2Ci; + Cicny
oz 2Ax 2 Ax? '
De maneira similar, obtemos a aproximacao para a primeira derivada

(3.7)

em relagao a y
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@ _ Cij+1—Cij—1 B )\% Cij+1 —2Ci; + Ci -1
Ay 2Ay 2 Ay? )

Outras aproximacoes que serao usadas para aproximar o laplaciano, sao

(3.8)

as diferencas finitas centradas:

820 i"_l »—20?"1- i"_H )
w(xuyﬂtn) =~ = Aacg 737 (39)
9*C Cij_1 =207+ CF
Tzﬂ(xivijtn) ~ Ayg = (3.10)

também, para desenvolver a parte temporal, utilizamos o Método de

Crank-Nicolson, isto é, usando as aproximacoes:

’I’L+At/2 n+1 n
aC; UG Ay

~ (3.11)
Oy At ’
crtl L on.
C@;At/Q ~ bd i,j (312)
1, 2 ’

Assim, substituindo as equagoes (3.7)-(3.12) na equagao (3.1), obtemos

—Oé)\yAt

—xg A VALY i V2 ALY i
( 2A 12 4Azx >Ci+1’j + ( 272 4Ay )Ci*j+1 +
g At oy At [LAti| et
1 cn
[ + Ax? + Ay? 2 i T
(—aAyAt B ngt) il (—a)\mAt B let) R+l _
2Ay? 4Ay ) It 2Az? 4Ax ) LI
(3.13)
axy At v Aty aryAt v Aty .
(2Am2 - 4Ax) it F (2Ay2 - 4Ay) i1t
Oé)\zAt Oé)\yAt uAt>:| n
1 _ n
[ Ax? Ay? 2 Cis +
(a,\yAt ngt) " (a,\wAt let) .
2Ay? ANy ) "B 2Az2 ' ANz ) THT
onde
A1 Az Avg A
aye = a(l+ 21a any =a(l+ 22a y), (3.14)

sao termos de perturbagao, também chamados de difusao artificial.
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Assim, a seguinte equagao diferencial:

oc 4 &C o2Cy
57— div (amw + aAya—yQ) +div(VC) +puC =f,  (3.15)

é a equacao diferecial (3.1), mas com uma difusdo artificial dependente
do parametro A, também chamada de equagao diferencial perturbada. Uma
boa escolha de A\ para este esquema, permitird uma melhor precisao, de tal
forma que o erro de discretizacdo seja da ordem de O(Ax?, Ay?, At?), (ver:
Scharfetter e Gummel, 1969).

3.3 Difusao Artificial

Os termos dados na equagao (3.14), podem-se escrever como
g = a1l + AP,) e ary = a1+ APey),

isto significa que o termo artificial, depende diretamente do nimero de Péclet
e este por sua vez é dado em termos de Ax e Ay.

Apés a obtencao do esquema (3.15), o seguinte passo serd encontrar A, de
modo que o resultado obtido numericamente, seja igual ao resultado da solugao

exacta nos nés da discretizacao, isto é

Cnum(mia Yj, tn) = Cezata (Iiv Y, tn)a

Chum € Cezata Tepresentam, a solucao numérica e a solucao analitica respec-
tivamente da equagao diferencial (3.3). Em (Quarteroni e Saleri, 2000; Rosas,

2005), para obter \, é usada a seguinte relagao:
M =t—1+ B(2t) (3.16)

tal que B(t) ¢ a equagao de Bernoulli, definida como B(t) = -5 para todo
t # 0 e B(0) = 1. Substituindo ¢t = P, na equagao (3.17) obtemos

QPex

APey :Pew_1+m7

(3.17)

isolando A, obtemos
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Portanto, encontrou-se o valor de A que déa o esquema de diferencga finita
exponencial adequado, o qual também é conhecido como o Método Scharfetter-
Gummel.

A nova condicdo de Péclet associada a equacao de Difusao-Advecgao
(3.15) é definida como

[v] Peg

Pr, = _ter
SCer = Dapg 0 (L + APey)’

|v] _ Pey

Pg = —_—
SGey = 200, 7 T (1 + APey)
A continuagao, considere a equacao

—aC"(z) +vC'(z) = 0,

C(0) =0, (3.18)

c(1) =1.
Na Figura 2, mostra-se a solugdo exata da equacdo (3.18), e sua solugao
numérica usando diferencas finitas centradas, onde os valores dos parametros
sao: a = 0.05, v = 0.2 e Az = 0.2. Esta Figura mostra as oscilagoes que

ocorrem quando a condigao de Péclet é maior que 1. Neste caso, a condig¢ao de
Péclet da um valor igual a 2.

e

Solugéo Exata
_ e _ Solugdo Mumérica
Diferengas centradas
05t
ge
<
-k
— il .
B =
05 . . . . . . . . . i
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 06 07 0.8 09 1

Figura 2: Comportamento oscilatério do método de diferencas finitas centradas,
com condicao de Péclet maior que 1.

A Figura 3, mostra a comparacdo entre a solucdo exata, o método
Upwind (ver: LeVeque, 2007), e o Esquema Scharfetter-Gummel. Os valo-

res dos parametros usados sdo: a = 0.004, v = 1,5 e Az = 0.01, o que d& um
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valor de 1,875 para a condicao de Péclet do método de diferencas finitas cen-
tradas. J4 com o método Upwind, a nova condicao de Péclet é igual a 0,6522;
enquanto com o Esquema Scharfetter-Gummel, pode-se observar uma melhor

aproximagao numérica. A nova condigao de Péclet d4 um valor igual a 0,9540.

i
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e Wetodo Upwind
08k | —% —Esquema Scharfetter-Gummel

06

0z2r

i] e e

L L L L L L L L L
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X

Figura 3: Comparacao entre a solugao exata, o método Upwind e o Esquema

Scharfetter-Gummel, usando difusao artificial.

4 Simulacoes

Apresentam-se alguns ensaios numéricos do modelo (3.3), para simular
a dispersao de poluentes por agrotoxicos no Lago Titicaca. Uma distribuigao
inicial de concentragao de poluente foi considerada em alguns nés da fronteira.

A Tabela 1, mostra os parametros usados para todos os cendrios.

Tabela 1: Parametros usados nas simulacoes.

Parametros Valor H Parametros ‘ Valor
Ax 0,5217 km At 0,12 A
Ay 0,4870 km f 0
@ 0,005 km?/h T 192 h
I 0,001 A=t it 1600
H 156 km L 145,6 km

H e L representam o comprimento e largura do dominio respectivamente.
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O numero total de nés da malha utilizada para as simulagoes foi 32.936,
e os numeros de Péclet sao: P, = 11,2687 e P, = 10,5192, que usando
métodos classicos de diferengas finitas, originaria a instabilidade numérica. Ja
com a difusao artificial, usando o esquema Scharfetter-Gummel, obtem-se um
novo numero de Péclet igual a 0,9999, o que claramente implica na estabilidade
do método numérico.

A velocidade média considerada é de 2 m/s, tomada a 10 metros de
altura. Para obter a velocidade superficial do lago, sera usada a Equacgao de

Ekman (ver: Oliveira, 2003), assim temos uma velocidade igual a 0,216 km/h.

4.1 Cenario 1: Vento Noroeste

Condigéo inicial Apas 48 horas
300
28] - 012
: 0.1
A 0.08
0.1
150 0.06
0.04
100 0.05 -
0.o2
a0
a
: -
Apds 96 horas Apds 192 horas
300 012
012 04
250 01 i
0.0s
200 0.0s
0.08
150 0.086
- o4 0.04
002 0.o02
a0 \\J 0 \ 0
50 100 150 200 250 300 80 100 150 200 250 300

Figura 4: Dispersao da concentracao do poluente no lago com vento Noroeste.

Na Figura 4, pode-se perceber o efeito difusivo-advectivo na evolugao do
material impactante (sendo estes pesticidas e fertilizantes). Apds o tempo de
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simulagao, observou-se uma reducao de poluentes do 40% na zona inferior do

lago. Apresentam-se quatro gréaficos para diferentes tempos de simulacao.

T NG 2502
300 15
T 1. N6 2502
250 2. N6 25747
i 3. N6 30617 | , |
150
100 05 ;
50 3
L. A . .
50 100 150 200 250 300 O 500 1000 1500
N 25747 o N6 30617
02 15
L)
=
2 015
=
=
=
%
3
)
& 0.05
=
=
[
0 : - : 0 - : -
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500

Iteragies Iteragies

Figura 5: Comportamento pontual da concentragao do poluente em diferentes

nés do dominio, vento Noroeste.

A Figura 5, mostra o comportamento ao longo do tempo de trés nds
do dominio, sua ubicagao é dada no primeiro grafico. No grafico do né 2.502,
onde nao ha uma concentragao inicial de poluentes, percebe-se sua chegada nas
primeiras iteracoes, também apds um certo periodo de tempo, observa-se um
rapido decaimento de poluente.

O grafico do n6 25.747 apresenta a maior concentragao de poluente igual

a 0,14 uc* apéds 450 iteracoes. Depois de certo periodo de tempo ha um de-

*uc representa unidades de concentr¢ao de poluente.
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caimento na concentragao. Ja no grafico do né 30.617, onde inicialmente nao
hé concentracao de poluente, observa-se sua chegada neste ponto apds 380
iteracoes.

4.2 Cenario 2: Vento Nordeste

Condigao inicial Apds 48 horas
300
250
0.15 01
200
150 0.1
0.05
1ad 005
50
o 0
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200
130 005
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100
50
0 0
50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300

Figura 6: Dispersao da concentragao do poluente no lago com vento Nordeste.

Da Figura 6, observa-se que este vento, comparado com o vento do
cenario 1, foi favoravel para obter menos setores do lago com presenga a do
poluente.

Na Figura 7, observase-se que os nés 2.502 e 30.617 comparados com as
simulagoes do cenério 1, atingiram uma maior concentragao de poluente. Ja no
no6 25.747, devido a geomorfologia do lago e ao vento, a maxima concentracao

obtida apds 150 iteragdes, foi menor comparada com o resultado do cenério 1.
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Figura 7: Comportamento pontual da concentragao do poluente em diferentes
nés do dominio, vento Nordeste.

5 Conclusoes

Foram simulados varios cenarios, utilizando os ventos mais predominan-
tes, e o esquema Scharfetter-Gummel que garante boas aproximacgoes. Mesmo
com a falta de dados para estimar os parametros das simulagoes, pode-se ava-
liar qualitativamente o comportamento dos poluentes no Lago Titicaca. Assim,
esta pesquisa é um importante ponto de partida, que facilita o estudo de outros

cendrios possiveis, com outros tipos de poluentes ou fontes poluidoras.
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Poderia-se dar uma estimativa do tempo de recuperacao das aguas, se
as entidades governamentais viessem a implementar mecanismos de mitigagao

ao problema de agrotéxicos.
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