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e simulacao da dispersao de poluentes em meios
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Resumo. Esta pesquisa estuda mediante a modelagem matemaética e si-
mulagdo computacional, a dispersao de poluentes em meios aquaticos. O mo-
delo envolve a equacdo diferencial parcial com termos de difusdo e adveccgao,
cuja solugdo aproximada serd obtida numericamente usando o método de dife-
rengas finitas de segunda ordem e o método de Crank-Nicolson. Apresentamos
uma aplicacdo em um dominio real na Baifa de Buenaventura no sudoeste do
Pacifico Colombiano, considerando as principais carateristicas do dominio para
a modelagem, com suas respectivas condigoes de fronteira do entorno natural,
considerando absor¢do de poluente nas margens. Os Resultados serdo apre-

sentados em simulagdes computacionais.

Palavras-chave: Equagdo de Difusdo-Advecgdo, Método de Crank-Nicolson,

Impacto Ambiental, Baia de Buenaventura.

1 Introducao

A modelagem matemaética para fenomenos reais, apresenta sistemas ex-
cessivamente complexos, dificeis de observar, se os consideramos com todos os
seus detalhes. O método cientifico analitico, iniciado com Galileu (1564-1642),

consiste exatamente em restringir e isolar o campo de estudo apropriadamente
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de tal modo que o problema seja tratdvel e ao mesmo tempo, manter sua re-
levancia, (ver: Bassanezi e Ferreira, 1988).

As aplicacoes em dominios reais, ndo podem ser representadas de ma-
neira exata por uma equagao matemadatica ou um sistema de equacoes, no en-
tanto se escolhem as varidveis essenciais do fenémeno, de tal forma que a for-
malizacao matematica possa ser trabalhada, desenvolvida e absorvida mediante
a interpretacao dos resultados que podem ser traduzidos na linguagem do pro-

blema original, (ver: Bassanezi e Ferreira, 1988).

Segundo Escobar (2003), cerca de 70 a 75% da polui¢do marinha global
é o resultado das atividades humanas sobre a terra, 90% dos contaminantes sao
transportados pelos rios até o mar. Além disso, entre 70 e 80% da populacao
mundial (cerca de 7.200 milhoes de pessoas, segundo a Organizagio das Nagoes
Unidas (ONU)) estd localizada nos litorais ou perto deles; uma proporgao sig-
nificativa dos residuos produzidos especialmente em dreas urbanas, é despejado

diretamente no oceano.

Assim, neste trabalho escolhemos uma aplicagdo num dominio real, na
Baia que leva o nome da cidade portudria de Buenaventura localizada no sudo-
este do litoral Pacifico Colombiano, entre os 77° 16’ de longitude oeste e os 3°
56’ de latitude norte ver Figura 1*. Na literatura existem pesquisas que mos-
tram um nivel de poluigao alto por despejo de esgoto, assim como problemas
de poluigao por residuos sélidos e merctrio, (ver: Aguas et al., 2014).

Figura 1: Localizacao geogréfica e imagem de satélite da Baia de Buenaventura,
no litoral pacifico colombiano. Fontes: IGAC e Google Earth.

*IGAC, Instituto Geografico Agustin Codezzi, Colombia.
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2 DMetodologia

Vamos considerar o modelo classico que envolve a equagao de Difusao-
Adveccao (ver: Edelstein, 1987 e Murray, 2002), para representar matema-
ticamente o problema de dispersd@o de poluentes em meios aquéticos. Serao
feitas discretizagoes do dominio para o tratamento numérico do modelo e as

implementagoes serao feitas em ambiente Matlab.

2.1 Modelo

O dominio de estudo que representa a superficie das dguas da baia de
Buenaventura é representado por 2 € R? e no tempo considera-se I = (0,77,
onde T é o tempo total de simulagao.

No modelo é considerada a dispersao de poluentes pela agao conjunta
do fluxo difusivo e o fluxo advectivo, o decaimento do poluente proporcional a
concentracao e as fontes poluidoras. Considera-se como P(x;,y;,t,), a funcao
de concentracdo de poluente, na varidvel espacial (z;,y;) € £ no tempo t € I,
por simplicidade usa-se a notagao P.

De forma geral o modelo estd dado por:

oP
G- esE WY gp o+

difusdo  advecgao  decaimento fonte

onde:
— «, é o coeficiente de dispersdo do poluente, (constante).

- W = (w1, ws), é o campo de velocidades do vento.

o, é a taxa de decaimento do poluente.

— f, a fonte poluidora.

2.1.1 Condigoes Iniciais e de Fronteira

As informagbes que descrevem o estado inicial do meio de estudo, se
conhecem como condigoes iniciais, e as descrigoes da forma de interagao do
meio com o exterior fisico através de sua fronteira sao denominadas condigoes
de fronteira, ou condigoes de contorno. Este tipo de informagoes influirao

decisivamente nos resultados.
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Segundo as carateristicas do dominio escolhido, usaremos as condigoes
de contorno de Robin. A fronteira do dominio 2 serda denotada por 9f).

As condigoes de Robin sdo consideradas condigoes de fronteira mista,
esta pode ser vista como a combinagao linear das condigoes de Dirichlet e
Neumann (Ver: Cajas Guaca, 2015). Para o nosso estudo, serd expressada pela
combinacao linear dos valores da fungao P e os valores de sua derivada na

fronteira,

aaj(xayat) = _kp(xvyvt)v (21)
on r

onde (x,y) € T C 99, t € (0,T] e k representa o coeficiente de proporcionali-
dade da perda de poluente na fronteira I'.
As condigoes de fronteira de Von Neumann homogéneo, obtem-se quando

k =0, assim,

oP
= (z,y,t)] =0 2.2
(00| (22)

Consideramos o estado inicial do dominio escolhido, livre de poluentes
ou seja a condi¢ao inicial, P(x,y,0) = 0.
Assim, para o nosso dominio de estudo, o modelo para a dispersao de

poluente com condigao inicial e condigoes de fronteira de Robin, torna-se:
OP o’pP  9°p oP 0P

- - 4z W[ == P =

ot O‘(ax2+ay2)+ <ax’ay>+" /

N OP(z,y,t)

an = kP(x,y,t) (z,y) e T C 00N (2.3)

T

P(x,y,0) =0 (z,y) € Q.

3 Tratamento Numérico do Modelo

Dada a complexidade da equagdo diferencial parcial (2.3) para obter
uma solugao analitica, vamos tratar o modelo descrito por esta equagao nume-
ricamente, o tratamento consiste na discretizagao do dominio e das derivadas

envolvidas.
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3.1 Discretizacao do Dominio

(b)

Figura 2: (a) Dominio de estudo: Bafa de Buenaventura. (b) Malha do
dominio.

Dadas as condigOes naturais, o dominio tem fronteiras bastante irregu-
lares ver Figura 2(a), para analisar o processo, dividimos o meio com um reti-
culado discreto, de tal maneira que possamos extrair da melhor forma possivel
a geometria original do dominio como a Figura 2(b).

Sem perda de ambiguidade, chamamos de ) a representagao geométrica
discreta do conjunto de nés (z;, y;) do reticulado, que correspondem & superficie
da dgua. A discretizagdo gerou 3639 nds, o espagamento horizontal é dado por
Az e o tamanho do espacamento vertical é dado por Ay .

Dada a geometria da malha adotada na Figura 2(b), no contorno obteve-
se oito tipos de fronteira, ver os detalhes em Cajas Guaca (2015).

Com respeito a varidvel temporal, vamos observar o comportamento da
concentracao de poluente, num intervalo de tempo I, o qual vamos dividir em
N subintervalos de tempo de igual tamanho At , onde At =T/N.

3.1.1 Condicao de Péclet

Em equacoes diferenciais com termos advectivos dominantes, as solugoes
numéricas podem apresentar oscilacoes, uma tentativa para evitar estas os-
cilagoes é estabelecer um critério que fornega uma condigao sobre a discretizacao
do dominio. Esta condicao é dada pelo ”Numero de Péclet,” este niimero re-

laciona a velocidade do fluxo advectivo, o coeficiente do fluxo difusivo e os

TOs nés sdo igualmente espacados na horizontal como na vertical Az = Ay, mas as

implementagoes foram feitas para quaisquer Az, Ay.
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pardmetros de malha da discretizagao espacial Az, Ay (ver: Thum, 2012), e é

dada por,

A A
w1 AT <9 o WwaAY
o «

< 2. (3.4)

3.2 Discretizacao do Modelo

Nas discretizacoes do modelo, para a varidvel espacial utilizaremos o
método de Diferencas Finitas de segunda ordem, e para a varidvel temporal o
método de Crank-Nicolson. A idéia basica é utilizar os métodos para trans-
formar a resolu¢ao da equacao diferencial (2.3) em um sistema de equagoes
algébricas, substituindo as derivadas por diferencas (ver: Ruggiero e Lopes,
1997).

A escolha do método de diferencas finitas centradas para a discretizacao
espacial é justificada por sua maior precisdo por ser uma aproximacao de se-
gunda ordem e é facilmente executado em computadores.

No Método de Crank-Nicolson para a discretizacao da variavel temporal,

usaremos o instante intermedidrio t,4 a2 € (tn,tny1) 0 qual notaremos por

lnt1/2s
n+1 n
nti Pi,j + P 2
Pyt = — s T O(At7) (3.5)
n 1
I i

+ O(AL?). (3.6)

ot At

Para a discretizacao do termo difusivo, usamos;

1 1 1 1

9?p'fz  pttz _gpita  pria
T = A oA (3.7)

1 1 1 1

82 Pln+§ Pinji»§ _9 Pinji»§ + Pin.#»_i
o = 2 A 7L o(Ayd). (3.8)

Para a discretizagao do gradiente, vamos usar a aproximacao:

1 1 1

gp'fz pria_priz
G = L+ 0(A) (3.9)

1 1 1

8 Pln+§ PZLTQ»? _ Pinjk_i
o= T Ay L+0(Ay%) (3.10)

Substituindo as equagbes (3.5) - (3.10), em (2.3), e isolando os termos conveni-

entemente para a aproximacgao Pinfl do lado esquerdo e os termos P;"; no lado
: .
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direito, obtemos um esquema para a discretizagao dos pontos interiores.

2Ax? 4Azx

i—1,5 4,51 o

i1 [ —aAt  wi At ni1 [~ wyAt
P ( P 2Ay? 4Ay +

At aAt oAt —aAt  wo At
prrt(14 2 prtl
b < + Az? + Ay? + 2 ) LI\ 2Ay2 + 4Ay
—aAt  wi At alAt  w At
prtl (02U WiAt) o pe [ Q8L WAL
el (2Ax2 + 4Ax =hi\ 2Ax2 + 1Az +

pr alt n wo At v (1- oAt alAt oAt .
LT\ 2Ay2 4Ay bJ Az?  Ay? 2

" ( alAt ngt) n ( alAt  wi At

,5+1 2Ay2 - 1Ay i+1,5

2Ax2 4Ax

)+Atfi’fj2.

A discretizacao adotada pelo método de Diferencas Finitas e o método de
Crank-Nicolson, nos garantem uma aproximacao de segunda ordem no espago
e no tempo O(Az?, Ay?, At?), além disso o método de Crank-Nicolson é in-
condicionalmente estavel e o método de Diferengas Finitas deve satisfazer a
condicao de Péclet (3.4) para manter a estabilidade.

Desta discretizagao obtemos um sistema linear da forma

AP =B P" +e, (3.11)

onde o termo independente ¢ = (¢; ;) é dado por ¢; ; = Atf:;rl/z e as

matrizes sao dadas por:
A= a’(?’a]) com CL(’L,]) =aQ;j €

B = b(7’7.7) com b(la.]) = bi,j

onde M é o ntimero total denése 1 <1,57 < M.

Vale ressaltar que as estruturas destas matrizes do sistema linear (3.11),
obtido pelo método de Diferencas Finitas e o método de Crank-Nicolson, sao

bem esparsas tendo em cada linha no maximo cinco entradas nao nulas.
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As entradas nao nulas sao:

alt w1 At alt w1 At
11T ToN2 T AAr bic1s = 2Az2  4Ax
alAt wo At aAt wo At
“i-1 = oA T dAy b1 = 5a2 T Ay
o :1+o¢At+aAt+0At b :l_ozAt_ozAt_crAt
I Ax? A2 2 " Az?  Ay? 2
g alt wo At S alt _ wo At
bItl 2Ay2  4Ay ST T oAY2 T 4Ay
aAt wy At aAt wy At
Git1g =  2Ag2 + 4Ax by = 2Az2  4Ax

A discretizacao das condigoes de fronteira sao feitas de maneira similar.

4 Simulacoes

Apresentamos alguns cendrios de simulagoes resultantes da implementagao
computacional do modelo, os algoritmos foram programados no ambiente Ma-
tlab. A Baia de Buenaventura apresenta varias possiveis fontes de emissao de
poluentes, das quais algumas destas sao difusas, assim chamadas por nao terem
um ponto de langcamento especifico ou por nao advirem de um ponto preciso
de geracao. Nas simulagoes, inicialmente vamos levar em conta a fonte pontual

de poluicao registrada na ponte El Pinal.

4.1 Parametros

Pode-se encontrar uma ampla literatura nos dltimos 20 anos por varios
especialistas em diferentes areas, que abordam os problemas ambientais da Baia
de Buenaventura, mesmo assim nem sempre se consegue estudos especificos
sobre os parametros, nem dados na literatura nem com as entidades que possam
estar envolvidas.

Assim, para o desenvolvimento do modelo matemético e para as si-
mulagoes, alguns pardmetros foram tomados de pesquisas relacionadas (ver:
Cajas Guaca, 2015), e outros parametros foram estimados tentando da melhor
forma possivel manter as caracteristicas das condigoes ambientais reais.

Consideramos 3 tipos de fronteiras do dominio real, fronteiras com solos
de areia, rocha e manguezal, cujos coeficientes de absorcao de poluentes sao k1,

ks e ks, respectivamente.
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Tabela 1: Parametros usados nas simulacoes.

Parametros Valor H Parametros Valor
Ax 0,18 km Ky 1,5 x 10~* uc/h
Ay 0,18 km ko 2,5 x 107° uc/h
At 0,06 h ks 0,0 uc/h
! 0,046 km?/s o 0,00001 A=t
H 19,8 km L 17,47 km

H e L representam o comprimento e largura do dominio, respectivamente, e
denotamos as unidades de concentracdo de poluente por uc. As simulacoes

foram feitas para um tempo total de 96 horas com 1.600 iteragoes.

Na Tabela 1, temos os pardmetros da discretizagao espacial os quais
foram os mesmos para todos os cenarios.

Para as simulagoes foi considerada uma fonte pontual localizada na ponte
El Pinal, os dados das velocidades dos ventos predominantes (tomados no aero-
porto da cidade de Buenaventura) foram fornecidos pelo Programa de Meteoro-
logia Aeronautica do IDEAM. Segundo a norma internacional estabelecida pela
OMM?, os ventos sdo tomados a 10 metros de altura. Denotaremos por V*, o
vento a 10 m de altura, e denotaremos por V' o vetor de velocidade superficial
do vento, o qual é dado pela equagdo de Ekman (ver: Oliveira, 2003),

V =0.03%V* (4.12)

que expressa o vento superficial V' como sendo 3% do vento V*.

4.2 Cenario 1: Vento Sudoeste

Neste cenario, estudamos a dispersao do poluente na direcdo do vento
predominante, o vento sudoeste com uma velocidade média superficial de 0, 67
km/h.

tOrganizacdo Meteorolégica Mundial.
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Figura 3: Comportamento evolutivo pontual da concentragao de poluente,

vento sudoeste.

Na Figura 3, o primeiro grafico mostra a dispersao do poluente e a loca-
lizacao de trés nés do dominio, enquanto os demais graficos exibem o compor-
tamento ao longo do tempo destes nés.

Para o periodo de tempo e vento considerados nesta simulagao, o maximo
de concentragao de poluente foi de 9,17 uc. Para a analise do comportamento
ao longo do tempo, foram escolhidos os nés 3261, 3360 e 3546 por serem eles
atingidos pelo poluente.

Para o comportamento evolutivo pontual do né 3360, localizado a 180
metros a direita da fonte, observa-se que este atinge o nivel assintético ra-
pidamente nas primeiras iteragdoes com uma concentracao menor a 0,04 uc.

Observe-se que embora o né 3360 esteja localizado perto da fonte, sua baixa
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concentragao deve-se a geomorfologia da baia e a direcao do vento; os nés 3261

e 3546 atingiram um nivel assintético aproximadamente apés de 24 horas e 30

horas respectivamente.

4.3 Cenario 2: Vento leste

Neste cenario estudamos a dispersao do poluente com a direcao do vento

este, o qual tem uma velocidade média superficial de 0,21 km/h.
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Figura 4: Comportamento evolutivo pontual da concentragao de poluente,

vento leste.

Para o periodo de tempo considerado nesta simulagao, a maior concen-

tragao de poluente foi 11,68 uc. No primeiro grafico da Figura 4, pode-se ver

1000
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a localizagao dos nés 3360, 2527 e 1813.
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No grafico do né 3360, perto da fonte, observa-se que o nivel assintotico
¢é atingido aproximadamente apés 60 horas com uma concentracao de poluente
menor a b uc.

No grafico do né 2527, onde nao ha concentragao inicial do poluente,
percebe-se sua chegada nesta regiao apos de 15horas. No grafico do né 1813,
mas distante da regiao onde se encontra a fonte, este foi atingido pelo poluente
ap6s de 30 horas, com concentragdes menores em comparagao com o maximo
atingido.

Segundo nossas simulagoes na Figura 4, o vento este permite um maior

espalhamento do poluente comparado com o cenério 1.

5 Conclusoes

Conseguimos descrever e visualizar, mediante a modelagem matematica
e as simulacoes, a dispersao de poluentes na Baia de Buenaventura. As repre-
sentacoes graficas dos resultados sao uma ferramenta de facil leitura e inter-
pretagao que pode ser de interesse para profissionais de dreas afins.

O modelo adotado proporciona uma boa ferramenta computacional para
a simulagao de fendmenos ecoldgicos e ambientais, que na prética, podem con-
tribuir para o estudo, diagnéstico e avaliacdo de efeitos de impacto ambiental,
para assim as entidades governamentais tentarem implementar mecanismos de

preservacgao e de protecao do meio ambiente.
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