Biomatemdtica 25 (2015), 145-160 ISSN 1679-365X
Uma Publicagao do Grupo de Biomatemdtica IMECC — UNICAMP

H5N1, aves silvestres e de criacao:

equilibrios mais provaveis

Juliana M. R. Souzal
IMECC, UNICAMP, 13.083-970 — Campinas/SP.

Laécio C. Barros? Jodo F. C. A. Meyer?
IMECC, UNICAMP, 13.083-970 — Campinas/SP.

Resumo. Este artigo traz a aplicacdo de uma anélise frequencial como ferra-
menta para guiar o trabalho analitico no tocante a determinagao de expressoes
para os pontos estaciondrios mais frequentes, ou mais frequentemente estédveis,
e respectivos autovalores associados. A andlise frequencial é um método va-
lioso quando o problema envolve muitos pardmetros e as expressoes obtidas
para cada equilibrio sao inconclusivas. Neste artigo aplica-se tal analise a um
modelo de infecgdo por H5N1 entre aves silvestres e de pequenas criagoes, com
seis compartimentos populacionais. Ao fim do trabalho foi possivel aferir qual
é o ponto de equilibrio factivel mais frequente que, neste caso, ¢ uma das duas
opgdes de pontos de maior interesse, a saber, aqueles em que as populagoes

saudaveis nao sao extintas.

Palavras-chave: H5N1; Pontos Estaciondrios; Andlise de frequéncia

de pontos de equilibrio, Método Monte Carlo.

1. Introducao

A analise de estabilidade de pontos estacionarios de Sistemas de Equagoes
Diferenciais nao-lineares frequentemente se mostra um trabalho inconclusivo
devido aos parametros, geralmente em grande numero, envolvidos nas ex-

pressoes matemaéticas de cada equilibrio.
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Este trabalho apresenta os resultados da aplicagao de uma abordagem
como se vé em Passos (2006) & andlise de estabilidade de pontos de equilibrio.
A proposta de Passos (2006) é que, diante da imprecisdo na determinacdo de
parametros do modelo, antes de iniciar esforgos analiticos, se faga um estudo
da frequéncia em que os pontos estaciondrios sdo, ou nao, estaveis, a depender
dos valores atribuidos aos parametros. Para tanto, um nimero estatistica-
mente relevante de valores para os parametros é gerado por um Método do
tipo Monte Carlo e, para cada conjunto de parametros gerado, a factibilidade e
estabilidade dos pontos de equilibrio sao aferidas. Consequentemente, ao final
dos experimentos, dadas as distribuigoes de probabilidade dos parametros, é
possivel saber quais as configuragoes de estabilidade mais frequentes e, entao,

tratd-las em maior profundidade, analiticamente.

Neste trabalho, essa andlise de frequéncia é aplicada a um sistema, ori-
ginalmente de Equagoes Diferenciais Parciais nao-lineares, proposto por Souza
(2010) para modelar a infecgao de aves de pequenos criadores pelo virus H5N1,
inserido no sistema por aves silvestres. Os compartimentos em que as po-
pulacoes de aves silvestres e aves de pequenos criadores, ou domésticas, sao
subdivididas pode ser visto na Tabela 1. Ja as possibilidades de interacao
que levam a infec¢do, bem como uma ideia esquematica do modelo, que sera

formalmente apresentado na Secao 2, sao apresentados na Figura 1.
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Figura 1: Fluxograma com o comportamento das populagoes estudadas

Tabela 1: Notagao que designa cada populacao analisada.

Status em relagdo a doenga | Selvagens | Domésticas
Saudaveis S B
Infectados 1 D
Mortas M F

2. Objetivo

Determinar quais as configuragoes de equilibrio mais frequentes para os
pontos de equilibrio do sistema:

as
dt

S+1T1
NS4 (1 - %) — S — BsiST

—BsmSM — BspSD — BgpSF (2.1)
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dl
i Bs1SI + BsySM + BspSD
+BsrSE — (pr + ps)! (2.2)
dM
— =purl — M 2.
g Ml —vm (2.3)
dB
E:U(B+D)_BBIBI_ﬁBMBM_BBDBD_BBFBF_,U/BB (24)
dD
i BprBI + By BM + ppBD + BprBF — (up + pup)D (2.5)
dF
— = D —vpF 2.
i 1235) Vg ( 6)

O foco é no processo de disseminacao do risco entre aves domésticas
imediatamente apé6s o surgimento da infecgao, introduzida por aves silvestres.
Portanto M(0) = 0, D(0) = 0 e F(0) = 0. Bem como, S(0) = Sy # 0,
1(0) = Iy #0 e B(0) = By # 0.

Como foi dito, originalmente o sistema sobre o qual este trabalho se de-
bruca era composto de EDP’s. Mas, nesta primeira abordagemr, trabalha-se
com o sistema de Equagoes Diferenciais Ordinarias que se obtém do sistema
original quando as variagoes em relacao as componentes espaciais nao sao con-
sideradas. Assim, a busca serd por pontos estaciondrios constantes também em
relagao ao dominio espacial.

Quanto aos parametros do modelo, de acordo com o retratado na Figura
1 e no sistema (2.1)-(2.6):

e os parametros 3 designam a taxa de contaminagao quando do encontro
entre aves suscetiveis e infectadas;

e os parametros p designam mortalidades, sejam elas infligidas pelo homem
sem discriminar se determinada aves estd infectada ou nao, caso de ug e

up, sejam devidas a mortalidade induzida pela infec¢ao uy e up;

e 0s parametros v referem-se ao decaimento da possibilidade de infecgao

pelo encontro com animais mortos.

Os demais parametros dizem respeito a dindmica de crescimento populacional:
no caso das aves silvestres o crescimento populacional é logistico tendo taxa
de crescimento A e capacidade de suporte do ambiente dada por K; no caso
das aves domésticas o espaco e o nimero de individuos nao chega a restringir

o crescimento da populacao que é, entao, Malthusiano com taxa o.
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3. Metodologia

O procedimento neste trabalho se divide em dois ambitos, a saber:

e um primeiro momento é o de obtencao das expressoes para os pontos
estaciondrios;

e 0 segundo momento diz respeito a geracao dos parametros e avaliacao da

estabilidade dos pontos estacionérios para cada configuracdo gerada.

Terminados os dois procedimentos é possivel realizar, finalmente, a analise das

frequéncias que sao o objetivo final do trabalho.

3.1 Quanto as configuragoes de equilibrio

No caso estaciondrio, as derivadas temporais que aparecem a esquerda
do sistema (2.1)-(2.6) sao identicamente nulas. Assim, de (2.3) e (2.5) é possivel
obter prontamente as seguintes relacoes para os valores estacionarios de M e
F:

M(I) = 5—1\;1, (3.7)
F(D) = /;—?D. (3.8)

Somando a expressdo (2.4) & expressao (2.5), obtém-se:
D(B) = MB. (3.9)
(0 —pp — o)
E, substituindo a expressao (3.9) em (3.8), chega-se a:
F(B)=_to_o=ns) g (3.10)
VF 0 — B — 4D

Substituindo as expressoes (3.7), (3.9) e (3.10) em (2.5), é possivel obter
uma expressao dependente de B e de I, apenas. De onde se conclui que B =0

. B(I) =

: ((,LLB+ND)+I<BBI+BBMMI>/ 7 1B > (3.11)

Bep + Beri? VM 0 — B — D

Se B = 0, de acordo com as expressoes (3.9) e (3.10), tem-se D = 0 e
F=0.
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Mas, se B é dada de acordo com a expressao (3.11), é possivel obter
expressoes para D e ' em funcao de I, também:

D(I) =
1 ( TZHE o) — 1 (531 n 5BMMI>) . (3.12)
Bep +Bpri2 \ o —pp—pp VM ’

F(I) =

1 ( o — B (uB+uD)—I<BBI+5BVMM>>- (3.13)

=PBBD + BBF T — M

Quanto as expressoes para S e I, somando (2.1) a (2.2), obtém-se:

S+1
Como a expressao (3.14) é de segundo grau em S e em I, é possivel, obter
dela S1(I), relativo & raiz negativa do discriminante, e Sy(I), relativo a raiz
positiva:
1
C 2
Ou seja, além do caso em que B =D = F = 0, obteve-se S;(I), i = 1,2,

S(I) (()\ — us)K — 2IA £ VE2(A — pug)? — 4])\Km) (3.15)

M(I), B(I), D(I), F(I). Assim, é possivel inserir essas ultimas expressdes em

(2.2) e recuperar uma expressao para I.

sistema, o Jacobiano de (2.1)-(2.6) tem suas seis colunas, J;(P), i = 1,...,6,

dadas por:
A (1 - 2%) — Bsil — BsuM — BspD — BspF — pis
BsiI + BsuM + BspD + BspF
I(P) = N ,
0
0
A (1 - 2%) — Bs1S —BsmS
Bs1S — pur — ps BsmS
. , — vy
Jo(P) = *BMBIE s J3(P) = BenB |
BB Bem B

0 0
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0
0
J14(P) = _ v ’
—Bp1I — BpuM — BppD — BprF — pp + 0
Bpil + BeuM + BppD + BprF
0
—BspS —BsrS
BSDg ﬁspg
J5(P) = o EBDE e Jo(P) = —ﬁzFE
BepB — B — 1o BerB
KUD —UR

Quanto a estabilidade dos pontos estacionarios, sejam A;, ¢ = 1, ..., 6, 0s
autovalores de J(P), o jacobiano do sistema avaliado no ponto estacionario P.
Entao, de acordo com a teoria de Sistemas Dinamicos, para mais aplicagoes
a problemas biolégicos ver Edelstein-Keshet (2004), o ponto de equilfbrio P é

considerado estavel se o valor méximo de |Re(\;)| for negativo, parai =1, ..., 6.

Vai dai que os pontos estacionarios e respectivas estabilidades dependem
nao s6 das componentes dos pontos de equilibrio como também dos parametros

do sistema. E os cédlculos para obter expressoes para os autovalores nao é trivial.

3.2 Quanto a simulacgao estatistica dos parametros

Todos parametros do sistema, aqui entendidos como indeterminados,
foram gerados de maneira aleatéria através de um Método de Monte Carlo que
faz uso do Método da Transformada Inversa, ver Ross (2006). De acordo com
esse método, é possivel gerar valores para os parametros de acordo com uma
distribuigao estatistica pré-estabelecida.

Neste trabalho todos os parametros terao distribuicao uniforme entre 0
e 1. Esta opgao se justifica pela razao de que, neste primeiro momento, nao
se fard nenhuma hipotese acerca dos espectros de valores dos parametros do
problema.

Um exemplo de resultado, a geragao dos parametros A usados nos ex-

perimentos relativos aos resultados deste trabalho, pode ser visto na Figura
2.
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Distribuicdo dos pardmetros A gerados

02 04 0.6 0.8 1.0

Figura 2: Histograma com a distribuicao dos 10000 parametros A, com distri-

buigao uniforme entre 0 e 1, gerados por Método do tipo Monte Carlo .

4. Resultados

Os resultados a seguir advém de um experimento em que todos os
parametros do sistema foram gerados aleatoriamente 10000 vezes com distri-
buigéo ~ U (0,1).

Do exposto na Secgao 3, esta claro que existem essencialemente dois ti-
populagdes é necessariamente nula, e P = (S, 1, M,0,0,0), em que as aves de
criacao estariam extintas.

O percentual de cada tipo de ponto de equilibrio e respectivas estabili-

dades, obtidos no experimento com as 10000 simulagoes, podem ser vistos na
Tabela 2.

Tabela 2: Frequéncias e caracteristicas dos pontos de equilibrio.

Tipos de Pontos Infactiveis (%) Pontos
equilibrio | Imagindrios | Com componentes negativas | Factiveis (%)
Instavel 23.66 57.24 4.95

Estavel 3.93 7.44 2.77

Da Tabela 2 se pode concluir que os pontos estacionarios que possuem
componentes negativas sdo os mais frequentes no total e os mais frequentemente

atratores, também.
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Ainda da Tabela 2, fica claro que o percentual de pontos estacionarios
factiveis, entre instdveis e estdveis ndo chega a 10%. E, dentre os pontos

factiveis, aproximadamente 36% ¢é de pontos atratores.

Tabela 3: Percentuais de pontos factiveis estdveis com relagao a S1(I) e S2(I)

Tipo de ponto estacionario | %
P, =(S1,I,M,B,D,F) 0.77

Py = (S1,1,M,0,0,0) 0.02
P, = (S2,1,M, B, D, F) 1.57
Py = (S2,1,M,0,0,0) 0.41
Total 2.77

H& um desequilibrio entre o percentual de pontos factiveis estaveis dentre
os advindos de S;(I) e os advindos de Sa(I). Os pontos estaciondrio factiveis
advindos de S2(I) que, como foi dito, relacionam-se com a raiz positiva do
discriminante de (3.14), sdo mais frequentemente estdveis. Os percentuais de
pontos factiveis estdveis advindos de S1(I) e S2(I) podem ser vistos na Tabela
3.

Quanto & distribuicao dos valores das populagoes estacionarias, as con-

figuragoes podem ser vistas nas Figuras 3-10.

Distribuigdo da Populagdo S Factivel — Associada a §) Distribuigio da Populagio S Factivel — Associada a §
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Figura 3: Distribuigoes das populagoes S. A esquerda provenientes de Sy e a

direita provenientes de So.

Nas Figuras 3-8, estao expostas as distribuicoes das populacoes S, I, M,

B, D e F, para os pontos estacionarios sem componentes nulas, os P’s. Tais
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figuras, além de permitirem a comparacao entre a distribuicao dos valores de
cada segmento de populagao, a depender de sua classificagao quanto a estabili-
dade, também permitem que se compare as distribuigoes a depender de serem

provenientes de S7, a esquerda; ou So, a direita.

Distribuigdo da Populagdo I Factivel — Associada a 5; Distribuigdo da Populagdo I Factivel — Associada a S;
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Figura 4: Distribui¢oes das populagoes I. A esquerda provenientes de S7 e a

direita provenientes de Ss.

A Figura 3 confirma, em numeros absolutos, o que aparece na Tabela
3 em termos de percentual: a expressao Sy leva a mais pontos estaciondrios
factiveis de uma maneira geral e a mais pontos estacionarios factiveis estdveis,

especificamente.

Os compartimentos populacionais relativos a populacao silvestre se di-
tribuem entre 0 e 1 e este comportamente é coerente com os valores que a
capacidade de suporte, K, pode assumir. Além disso, ainda no tocante a po-
pulacao de aves silvestres, ha mais pontos factiveis instaveis provenientes de
S1 do que de S5 mas, em geral, esses pontos factiveis instaveis sao nulos, vide

Figuras 3-5.
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Figura 5: Distribuigoes das populagoes M. A esquerda provenientes de S e a
direita provenientes de Ss.

Observa-se também que os valores que as populagoes estacionarias estaveis

devidas a S; podem assumir apresentam uma amplitude maior.

Distribuigdo da Populagdo B Factivel — Associada a 5y Distribuicdo da Populagio B Factivel — Associada a 53
250 250
200 200
150 150
100 100
50 50
0 2 4 6 s 10 12 00 2 4 6 8 1‘0 1‘2

@ Estaveis O Instaveis

Figura 6: Distribuigoes das populagoes B. A esquerda provenientes de Sy e a
direita provenientes de Ss.
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Figura 7: Distribuigoes das populagoes D. A esquerda provenientes de S; e a
direita provenientes de Ss.
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Figura 8: Distribuigoes das populagoes F'. A esquerda provenientes de S; e a
direita provenientes de Ss.
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Figura 9: Distribuigbes das populagoes S1, I e M quando B=D = M = 0. A

esquerda, populacoes factiveis estaveis e a direita, populagoes factiveis instaveis.
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Figura 10: Distribuicoes das populagoes S2, I e M quando B =D = M = 0. A

esquerda, populacoes factiveis estaveis e a direita, populagoes factiveis instaveis.

Posto que o crescimento da populagao de criagao nao ¢ limitado, o espec-
tro de valores estaciondrios assumidos pelas populagoes B, D e F é da ordem
das dezenas, vide Figuras 6-8. Cabe ressaltar que as curvas de distribuicao
referentes as populagoes B tém seu pico nitadamente ao redor de 1, e ndo em
0, como as demais distribuicoes de valores estacionarios.

Quanto aos pontos estacionarios do tipo ﬁ, 1 = 1,2; as distribuigoes
para suas populagoes estacionarias relativas a S; podem ser vistam na Figura
9. E as distribuicoes para as populagoes estacionarias relativas a Sy aparecem
na Figura 10.

Os pontos estaciondrios instaveis do tipo ﬁ apresentam populacoes St,
I e M fortemente concentradas no 0. Os pontos do tipo ﬁ estaveis apresentam

comportamento similar para as populagoes Sy e I, mas a populagdo M tem um
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espectro de possibilidades que se estende a ordem da dezena.

Quanto aos pontos estaciondrios do tipo ?2, ¢é a estabilidade que esta
intimamente relacionada a concentracao de Sy, I e M ao redor do 0. Ja as dis-
tribuigoes das populagoes relativas a equilibrios instaveis, e que possivelmente

tenderao a zero, se estendem até 0.8.

5. Conclusoes

Antes de mais nada, cabe dizer, diante dos percentuais da Tabela 2, que
os pontos estaveis sao menos de 15% do total de pontos estaciondrios. Sendo
os pontos estaciondrios reais e com todas as componentes nao-negativas seu
menor subconjunto. Mais da metade dos pontos de equilibrio é instavel e tem
todas as componentes reais, mas com ao menos uma populacao assumindo valor
negativo.

Os pontos factiveis do tipo ﬁ-, i = 1,2, ndo sao interessantes por duas
razoes, primeiramente porque um dos objetivos, que levou a modelagem do
problema era minimizar o impacto da infecgao sobre as populagoes S e B e,
para estes pontos de equilibrio, B = 0; em sengondo lugar porque, ja partindo
de B = 0, a tendéncia é que S = 0. De todo modo, os pontos estaveis do
tipo ?1, que assumem uma gama maior de valores e que nao se concentra tao
fortemente ao redor do 0, seriam mais interessantes do que os do tipo P; .

Dado que o interesse é em equilibrios que contam com B # 0, a nova
abordagem, que se guia pela frequéncia estatistica com a qual um ponto é
estdvel, quando aplicada ao sistema (2.1)-(2.6), permitiu que se concluisse que,
em termos de esforcos analiticos, o foco deve ser dirigido para os pontos de
equilibrio provenientes de S e seus respectivos autovalores.

O leitor atento reparou que a expressao para obtencao de I sequer foi
apresentada e que os valores das demais populagoes estacionérias depende di-
retamente do valor de I. A auséncia da expressao para I se deve ao fato de que
quando os parametros sao substituidos pelos valores gerados, trabalhar com a
expressdo para I se torna muito mais simples. Mas, dada a relevancia de I e
o fato de que todos os pontos estacionarios contam com esta componente nao-
nula, a menos da possibilidade de uma combinacao ideal de parametros, outra
conclusao que se tira deste artigo é que seria importante trabalhar analitica-
mente tal expressao a fim de determinar se é possivel obter uma combinagao de

parametros que acarrete em I = (0. E, entao, seria possivel averiguar o que tal
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combinacao de parametros acarretaria na estabilidade dos pontos estacionarios.

Pode ser 1til, também, para poder aventar modos de agao, averiguar
quais os parametros, se algum, determinantes na obtencao de pontos de equilibrio
estaveis, por meio de uma analise de correlacao, por exemplo. E; em se obtendo
resposta, tentar intervir de maneira a favorecer os cendrios desejados.

Como perspectivas futuras de andlise da abordagem guiada pela frequéncia
em que um ponto estacionario é estavel, tem-se, ainda:

- a averiguagao de como os resultados se modificariam a partir de mu-
dangas no limite inferior e superior da distribuigao uniforme dos parametros;

- o trabalho com outras distribuigoes para os parametros, tais como
a distribuicao exponencial e Weibull, possivelmente mais adequadas, para os
parametros do modelo acerca dos quais se dispoe de mais conhecimento.

Por fim, dado que em Souza (2010) foi obtido um esquema numérico
de segunda ordem no tempo e no espago, combinando o Método de Elementos
Finitos, o Método de Galerkin e o Método de Crank-Nicolson , para obter uma
aproximagao numeérica para a solugao do modelo original dependente das com-
ponentes espaciais; um préximo passo seria acoplar a geragao de parametros
e o codigo que viabiliza as simulacoes de modo que, para cada conjunto de
parametros gerados, uma simulacao seja executada até que um estado esta-
ciondrio, nao necessariamente independente das coordenadas espaciais, seja

atingido.
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