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Resumo. Nesse artigo, apresentamos trés situagoes encontradas em muitas
aplicagoes, incluindo a area de biomatematica, que requerem processamento de
dados. Especificamente, discutimos algumas abordagens usadas em problemas
de regressao, classificagdo e agrupamento. Nao sao apresentados detalhes das
técnicas abordadas mas apenas uma visdo geral de como os problemas sao
tratados. Com efeito, espera-se fornecer orientagdes gerais para um leitor da

biomatematica leigo no assunto.
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1. Introducao

Na literatura encontramos uma vasta colecao de métodos para andlise
e processamento de dados distribuidos em diferentes dreas de pesquisas, tais
como probabilidade, aprendizagem de méaquina, inteligéncia computacional,
mineracao de dados, etc. De maneira geral, podemos dizer que a tarefa basica
executada por estes métodos consiste em extrair informacao ou padroes de um
certo conjunto de dados que possam ser utilizados para inferir ou categorizar
um determinado fenémeno ou evento. A formulagdo matemética para tais pro-
blemas depende tanto das caracteristicas dos dados disponiveis quanto do tipo
de sistema de informacao que se deseja obter. Vejamos a seguir trés situagoes
que requerem uma abordagem de processamento de dados acompanhadas de

exemplos que consideramos pertinentes para a drea de biomatematica.
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Exemplo 1 (Crescimento Populacional Discreto com Atraso). O crescimento
de muitas espécies que requerem um tempo para maturidade sexual pode ser
descrito em tempos discretos com atraso (Murray, 2002). Nesses casos, encon-

tramos uma equacdo da forma
Nt+1 :f(Ntthf'r)v (]-]-)

em que N; representa a densidade populacao no instante de tempo discreto
t, T representa o atraso (por exemplo, para a maturidade) e f é uma funcao
geralmente nao-linear. Do ponto de vista pratico, se conhecemos a fungao f,
podemos usar os valores Ny, Ny_, para determinar Nyy;. Além disso, conhe-
cendo N¢, Ni_1, ..., Ni—,, podemos também obter as populagoes subsequentes
simplesmente aplicando (1.1) repetidas vezes. Em termos gerais, a tarefa de
modelar consiste em determinar a forma de f que resume fatos sobre a espécie
estudada e reflete observagoes prévias da densidade populacional da mesma.
Contudo, podemos ter uma quantidade significativa de observagoes e pouca
(ou nenhuma) informagéo sobre a espécie. Esse segundo caso pode ser visto

como um exemplo da seguinte situagao.

Situacao 1 (Problema de Regressao). Dado um conjunto finito de pares or-
denados {(z;,y;) € X xY :i=1,...,n}, em que X e Y sao dois universos
arbitrdrios, deseja-se determinar uma funcao f : X — Y tal que f(x;) = y;

para todo v =1,...,n.

A notagao f(z;) =~ y;, que pode ser interpretada como f(z;) é préximo
de y;, é formalmente definida considerando um certo critério estabelecido sob o
universo Y. Tal critério depende do contexto no qual a situagao esta inserida ou
das hipéteses que sao impostas sobre os dados {(z;,y;) € X xY :i=1,...,n}.

Por exemplo, como a densidade populacional de uma determinada espécie
em um instante ¢t é dado por um numero real nao negativo, a funcao f que
descreve o crescimento populacional discreto com atraso 7 do Exemplo 1 cor-
responde a uma fungdo de X = R%, para Y = Rx¢, em que R>¢ = [0, +00)
denota o conjunto dos nimeros reais nao-negativos. No contexto da Situagao
1, com base num conjunto de observagdes {Ny, N1,...,N,}, com n > 7,
deseja-se determinar uma fungao f tal que f(Ny, Ni—,;) = N;y1 para todo
t=7,7+1,...,n—1. A nogao f(Ny, N;_,) = Nyy1 pode ser representada, por
exemplo, impondo que f minimiza o erro quadrdtico médio dado por

1 n—1

E(f) = - Z (f(Nt, Ny —7) — Nt+1)2- (1.2)
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O seguinte exemplo, que estéd disponivel na base de dados de aprendizado
de méquinas da Universidade da Califérnia, Irvine - EUA (Bache e Lichman,

2013), também refere-se a Situagao 1.

Exemplo 2 (Estimativa do Numero de Crimes Violentos). Informagoes sécio-
econOmicas e policiais foram combinadas com o nimero de crimes por habi-
tantes em 1994 municipios norte-americanos. Especificamente, foram conside-
radas 127 varidveis independentes contendo informacoes sociais, como nimero
de habitantes na regiao urbana do municipio, econémicas, como a renda média
familiar, e informagoes como numero de policiais e o nimero de tipos diferen-
tes de drogas apreendidos no municipio. Além disso, para cada municipio, foi
coletado também o numero de crimes violentos, incluindo assassinato, estrupo,

roubo e assalto, por nimero de habitantes. As 127 varidveis independentes fo-

ram arranjadas em vetores coluna x; = [x1;, T2, - - ., 1277 € R?7 e 0 niimero
de crimes foi denotado por y;, para cada i = 1,...,1994. O objetivo é determi-
nar, com base nos conjuntos {(x;,y;) : ¢ = 1,...,1994} de dados amostrados,

uma fungdo f : R'27 — R tal que y; ~ f(z;), para todo i = 1,...,1994. Aqui,
a notagao “~x” reflete o fato dos dados estarem sujeitos a erros. Com efeito,
pode haver uma certa controvérsia com respeito a definicao de crime violento.

Portanto, o niimero de crimes violentos per capita podem conter erros.

O seguinte exemplo, que pode ser encontrado em (Bache e Lichman,

2013; Rocha Neto et al., 2011), ilustra outra situagao frequente:

Exemplo 3 (Classificacdo da Coluna Vertebral). A coluna vertebral é com-
posta por um grupo de vértebras, discos, nervos, musculos, medula e jungoes.
Além da protecao de 6rgaos internos, a coluna vertebral possui papeis impor-
tantes como suporte e movimento do corpo humano. Disfungoes na coluna
podem causar dores de diferentes intensidades. Hérnia de disco e espondilo-
listese, que refere-se ao deslocamento de uma vértebra com relagao a vértebra
anterior ou a coluna, sao exemplos de patologias que causam dores intensas.
Com objetivo de auxiliar no diagnéstico médico dessas duas disfuncoes da co-
luna vertebral, foram coletados de 310 pacientes seis atributos como angulo da
lordose lombar, inclinagdo sacral e angulo de incidéncia pélvica (Rocha Neto
et al., 2011). Além dos 6 atributos biomecanicos, cada um dos 310 pacientes foi
diagnosticado como tendo hérnia de disco, espondilolistese ou nenhuma pato-
logia. O objetivo é encontrar um sistema capaz identificar se um novo paciente

possui ou nao hérnia de disco ou espondilolistese com base nos seis atributos
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biomecanicos e nos dados coletados anteriormente. De um modo geral, tem-se

a seguinte situacgao.

Situagao 2 (Problema de Classifica¢do). Dado um conjunto {(z;,y;) € X xY :
i=1,...,n}, em que X é um universo arbitrdrio e Y = {f1,..., 4.} € um
conjunto finito, deseja-se determinar f : X — Y tal que f(x;) = y;,Vi =

1,...,n.

A funcdo f: X — Y apresentada na Situacdo 2 é chamada classificador,
X é o congunto das caracteristicas e Y = {{1,...,£} é referido como conjunto
de rotulos de classe. No Exemplo 3, o conjunto das caracteristicas é associado a
X =R e Y = {hérnia de disco, espondilolistese, nenhuma patologia}, em que
os rétulos em Y refletem a veracidade da proposicao “o paciente i, cujos dados
coletados sao x; = [71,. .., 7] € X foi diagnosticado com y; € Y.

O préximo problema, cujos detalhes podem ser encontrados em (Ripley,

1996), ilustra uma dltima situagao que pode ser encontrada na pratica.

Exemplo 4 (Grupos de Virus). Foram coletados 61 virus que afetam lavouras
como de tomate, pepino, etc. e, para cada virus, foram extraidas 18 medidas.
A questdo de interesse é determinar se existem grupos distintos de virus. De

um modo mais geral, tem-se a seguinte situagao:

Situagado 3 (Problema de Agrupamento). Dado um conjunto finito {x; € X :
1 =1,...,n}, em que X € um universo arbitrdrio, pede-se determinar uma
fungio f: X =Y, comY ={ly,...,0L}.

O conjunto C; = {xz € X : f(x) = {;}, que contém os elementos de X que
compartilham a propriedade ¢;, é geralmente referido como um agrupamento
no universo X.

Nas préximas secoes, iremos referir aos problemas descritos pelas Situa-
¢oes 1, 2 e 3 como problema de regressdo, classifica¢ao e agrupamento, respec-
tivamente. Observe que um problema de classificacao pode ser visto como um
problema de regressao em que o conjunto Y € finito e deseja-se a igualdade
f(x;) = y; para todo i = 1,...,n. Um problema de agrupamento, por sua vez,
é semelhante ao problema de classificacdo em que os valores ¢, ..., {7 nao sao
fornecidos. E comum na literatura distinguir as duas situacoes como aprendi-
zado supervisionado e ndo-supervisionado (Haykin, 2009; Mehrotra et al., 1997;
Ripley, 1996).

Primeiramente, o termo “aprendizado” pode ser interpretado como a ta-

refa de determinar a funcdo f : X — Y. Com efeito, uma vez conhecida a
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funcao f, sabemos (ou aprendemos) como os dados x; e y; estao relacionados.
Além disso, esse termo é particularmente usado no contexto de redes neurais
artificiais em que a tarefa de determinar a fungéao corresponde ao ajuste das
conexdes singpticas dos neurdnios (Haykin, 2009; Hecht-Nielsen, 1989). No
aprendizado supervisionado, também referido como aprendizado com profes-
sor, sdo fornecidos pares (z;,y;) para ¢ = 1,...,n. Intuitivamente, pensamos
que um professor informou qual deve ser a resposta desejada y; para cada ob-
servagao x;. Ambas Situagoes 1 e 2 sao tratadas no contexto do aprendizado
supervisionado. Na Situacao 3, nao se tem, a priori, os valores y;. Em outras
palavras, nao ha um professor que informa qual valor f deve assumir em x;.
Nesse caso, a fungao f : X — Y é determinada usando uma técnica referida

como aprendizado nao-supervisionado ou sem professor.

2. Abordagens para o Problema de Regressao

Um problema de ajuste de curva é dado em sua forma mais simples
como um caso particular da Situacdo 1. De acordo com nossa apresentacao,
um problema de interpolacao também pode ser visto como um caso particular
da Situagao 1 no qual deseja-se a igualdade f(z;) = y; para todo i =1,...,n.
Alguns autores, porém, podem distinguir entre problemas de ajuste de curvas
e interpolagao.

Em termos gerais, os métodos de regressao podem diferir entre si, entre
outras coisas, pelas hipdteses adicionais que cada um impoe aos conjuntos X
e Y e a forma de f. Por exemplo, um método poderia assumir que X e Y
sao conjuntos compactos e f é uma fungao continua, enquanto que para outro
método tais hipoteses nao sao necessarias. Repare ainda que certas imposicoes
sobre a fungao f requerem automaticamente que X e Y sejam equipados com
certas estruturas especiais. Por exemplo, sé podemos falar da continuidade de
uma fungao f: X — Y se X e Y forem espagos topoldgicos. No decorrer deste
texto, a menos que seja necessario, omitiremos algumas hipéteses sobre X e Y
se as mesmas estiverem claras de acordo com o contexto, tal como no caso do
exemplo anterior.

Os métodos de regressao estatisticos assumem que existe uma depen-
déncia estocastica entre os valores x € X e y € Y representada pela probabi-
lidade condicional de y dado z, p(y|z). Assume-se também que a ocorréncia

aleatéria de um elemento z é dada segundo uma distribuigao de probabilidade
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p(x). Baseado nestas premissas, defini-se um operador f : X — Y chamado
regressao, que fornece, para cada x € X, a respectiva esperanca matematica
condicional de y = f(x). Adicionalmente, considera-se que o conjunto de pares
(1,91)- -+, (Tn,yn) foram observados de forma aleatdria e independente se-
gundo uma fungao de distribui¢ao conjunta p(x,y) = p(z)p(y|x). Sob algumas
condigoes, o problema de estimar f* tal que f* aproxima-se da fungao desco-
nhecida f, pode ser reduzido & um problema de minimizacao da fungao de risco
dada por uma esperanga matematica com respeito a medida de probabilidade
associada a funcao de distribuigdo conjunta p(z,y). O leitor interessado pode
obter mais informagoes em (Vapnik, 1998).

Uma das possiveis abordagens a problemas como os da Situagao 1 é as-
sumir que f pertence a uma certa classe de fungoes F', em geral parametrizada.
Especificamente, assumimos que F é o conjunto das fungées f( -, A1,...,\,) em
que Aq,..., )\, sdo parametros'. Nesse caso, o problema de determinar f € F
resume-se em encontrar parametros Ai,..., A, tais que f(z;, A1,...,Ap) = y;,
para todo ¢ = 1,...,n. Dizemos que o problema de regressao é linear se a
funcao f for linear com respeito aos pardmetros Ai,...,A,. Caso contrério,
dizemos que ele é nao linear.

No caso linear, o conjunto F' é completamente caracterizado pela com-

binagéo linear de funcoes fi,..., fp, ou seja, podemos expressar f € F' como
fz, M\,. .., )\p) =Af1 (x) + /\Qfg(m) +...+ )\pfp(l‘), (2.3)

para todo z € X. Note que nao impomos nenhuma restrigao sobre as fungoes
fi,--., fp tal como continuidade, linearidade ou diferenciabilidade. Uma vez
caracterizado F', o problema de regressao corresponde a resolucao de um sis-

tema de equagoes lineares
/\1f1(l‘i) + )\Qfg(xl) + ...+ )\pfp(acl) =y, Vi=1,...,n, (24)

que pode ser resolvido, por exemplo, com o método convencional dos quadra-
dos minimos (Bjorck, 1996; Burden e Faires, 2004; Dahlquist e Bjorck, 2008;
Trefethen e Bau III, 1997).

Exemplo 5 (Polinémios Trigonométricos). No caso em que f : X — Y é

uma funcgao periédica com periodo 7', podemos considerar a familia de fungoes

INesse artigo usamos negrito para enfatizar que f(z,A1,...,)\p), além da varidvel inde-

pendente z, depende também dos parametros A1,...,Ap.
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paramétricas F' descrita pela seguinte equagao para parametros ag, @y, - - ., Gm
€ bl, ey bmi

_ag - 2mix 2mix
f(z,a0,...,am,b1,...,bp) = 5+Zl <aicos( ) +bisen< T )>

i
T

(2.5)

Uma fungao f que satisfaz (2.5) é linear nos parametros ag, . . . , Gy, b1, - -, b €,

portanto, é um exemplo linear para abordagem da Situac@o 1 (Stoer e Bulirsch,
1980). Os parametros ag, . . ., G, b1, . .., by em (2.5) sdo chamados coeficientes
de Fourier (Dahlquist e Bjorck, 2008). No contexto da Situagao 1, se os dados
T1,...,T, sao igualmente espacados e hd uma concordancia entre n e o nimero
de pardmetros de modo ser possivel obter a igualdade y; = f(x;),Vi=1,...,n,
entdo, os parametros em (2.5) podem ser determinados de forma eficiente uti-
lizando a chamada transformada rdpida de Fourier (FFT, acronimo do termo

inglés fast Fourier Transform).

E importante observar que, ao mesmo tempo que a escolha de F' sim-
plifica o problema, também pode limitar a capacidade de “aderéncia” de f ao
conjunto de dados {(x;,y;) : 4 =1,...,n} se a escolha de F nao for apropriada.
As redes neurais artificiais (RNA), que podem ser vistas como uma abordagem
nao-linear para a Situacao 1, tem se mostrado eficientes em problemas de re-
gressao devido a sua capacidade de aderéncia ao conjunto de dados (Hassoun,
1995; Haykin, 2009; Hecht-Nielsen, 1989).

Exemplo 6 (Redes Neurais Artificiais). Uma RNA é um modelo matemdtico
inspirado no funcionamento do cérebro, cujas unidades de processamento sao

os neuronios. O projeto de uma RNA envolve duas etapas:

1. Determinar a topologia da rede, ou seja, como os neurénios estao organi-
zados e interagem entre si.

2. Definir a regra de aprendizado, ou seja, como sao ajustados o parametros,
referidos como pesos sindpticos.

No nosso contexto, a primeira etapa corresponde a escolha da funcao f. Por
exemplo, um caso particular de uma rede MLP (acronimo do termo inglés mul-
tilayer perceptron) estabelece um mapeamento f(-, wi1,...,wrq, M1, ..., mr) :
R? — R dado pela seguinte equacio para todo vetor x = [z1,...,z4)T € R%:

L d
f(x,wll,...,de,ml,...,mL) = Zml(p Zwljxj y (2.6)
=1 j=1
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em que ¢ denota uma fungao diferencidvel, monétona e limitada (Haykin, 2009;
Vapnik, 1998) tal como tanh e a fungdo logistica dada por S(t) = 1/(1+ e ).
Os parametros wii,...,Wwrq, M1, ..., my sao chamados pesos sindpticos da
RNA. A segunda etapa consiste na aplicagao de um método de ajuste nao linear
tal como a classe dos algoritmos de retropropagagdo (Hassoun, 1995; Haykin,
2009; Hecht-Nielsen, 1989). Por exemplo, na classe dos algoritmos de retro-
propagagao, os parametros wii,...,Wrq, M1, ..., mr da rede MLP descrita em
(2.6) sdo determinados minimizando o erro quadrético médio, denotado por
E := E(wi1,...,wLg,M1,...,mr), sobre o conjunto dos dados de treinamento

{(xi,y:) i =1,...,n}, com x; = [z14,...,74]F €ER ey, €R:

2

n

L d
E= %Z yi— Yy mup | Y wia : (2.7)
=1 j=1

=1

O leitor interessado na teoria e aplicagoes de RNAs pode consultar (Hassoun,
1995; Haykin, 2009; Mehrotra et al., 1997).

3. Abordagens para o Problema de Classificacao

A Situac@o 2 representa a formulagdo matematica de um problema de
classificacao convencional e é um caso particular da Situagao 1, distinguindo-se
pelas restricao adicionais de Y ser um conjunto finito nao vazio e que a fungao
f a ser determinada seja capaz de reproduzir ao maximo os pares ordenados
dados, isto é, a equagao? f(z;) = y; deve valer para todo i = 1,...,n. Tais
restricoes podem ser impeditivas para a aplicagao direta de um método de
regressao qualquer. Por exemplo, é sabido que um método de interpolagao po-
linomial produz um polindémio p que interpola perfeitamente os pontos (x;, y;),
isto é, p(x;) = y; para todo i = 1,...,n. Porém, a menos que o polindémio seja
de grau 0, seu conjunto imagem nao é finito. Além disso, se restringirmos a
escolha de f & um conjunto de fungées F', entdo, dependendo da escolha de F,

pode ocorrer que ndo exita f € F tal que f(x;) = y; para todoi=1,...,n.

Exemplo 7 (Méquinas de Vetores de Suporte). As maquinas de vetores de su-

porte (SVM, acrénimo do termo inglés support vector machines) compreende

2Gostarfamos de observar que a igualdade f(z;) = y;,Vi = 1,...,n pode ser relaxada
em algumas aplicagdes, por exemplo, no caso em que os dados apresentados {(zi,y;) : ¢ =
1,...,n} estdo sujeitos a erros.
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uma classe importante de classificadores com significativo destaque tanto pela
eficiéncia em situagoes priticas como pela elegancia tedrica (Haykin, 2009; Vap-
nik, 1998, 1999). Embora existam na literatura versoes mais gerais, uma SVM
é inicialmente projetada para resolver um caso particular da Situacao 2 em que
Y contém apenas dois rétulos, ou seja, um problema de classificagao binario.
Nesse contexto, considere um conjunto de dados {(x;,y;) : ¢ = 1,...,n} em
que X; = [214, T2, ..., Taqi]"

todo i = 1,...,n. No caso mais simples, referido como SVM linear, deseja-

€ R? 6 um vetor coluna e y; € {—1,+1} para

se encontrar um hiperplano que divide as classes C; = {x; : y; = +1} e
Co = {x; : ¥y = —1}. Em outras palavras, deseja-se encontrar um vetor de
parametros A € R? e um parametro 6 tais que

AMx, —6> p, se y; = +1, (3.8)
)\Txifﬂgp, se y; = —1, '

para todo i = 1,...,n. Aqui, o valor p > 0 denota a margem de separacao
entre as duas classes. O melhor classificador em (3.8) é obtido determinando
A e 0 que maximizam p. Com intuito de determinar os parametros 6timos,

primeiramente combinamos ambas inequagoes em (3.8) como
yi(wlix; +0)>1, Vi=1,...,n, (3.9)

em que w = A/p eb = —0/p. Agora, pode-se mostrar que maximizar p é
equivalente a minimizar a norma-2 de w. Logo, em teoria, o melhor classificador

é determinado resolvendo o seguinte problema de otimizagao quadratica

1
minimize -—w’w, (3.10)
w 2
sujeito & y(wix; +b)>1, Vi=1,...,n. (3.11)

Contudo, o problema em (3.10) ndo admite solugdes em muitas situagoes praticas.
Com efeito, (3.10) possui solugdo somente se existir um hiperplano que separa
as classes C; e Cy dos pontos associados aos valores +1 e —1, respectivamente.
Em vista desse fato, considera-se a seguinte modificagdo de (3.10) na qual sao

adicionadas variaveis de folga s1,...,s, que flexibilizam as restri¢gdes do pro-
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blema original:

N -
minimize W w—l—CZ;si, (3.12)
1=
sujeito &y (wix; +b) >1—s;, Vi=1,...,n, (3.13)
$;>0, Vi=1,....n (3.14)

O pardametro C em (3.12) controla tanto a complexidade da SVM linear como
o nimero de pontos nao-separaveis pelo hiperplano. Com efeito, por um lado,
grandes valores de C' resultam valores pequenos de s;. Consequentemente, a
inequacgoes em (3.13) sdo quase todas satisfeitas. Em outras palavras, hd uma
certa confian¢a na qualidade do conjunto de dados {(x;,v;) : ¢ =1,...,n}. Por
outro lado, valores pequenos de C' sdao recomendados quando os dados estao
sujeitos a erros e um menor peso deve ser creditado a eles. Por fim, de um modo
intuitivo, uma SVM néo-linear é obtida substituindo em (3.12) x; por ®(x;),
em que ® é uma fungdo vetorial (Haykin, 2009; Vapnik, 1998). Na prética,
porém, ndo é necessario conhecer ®, mas apenas uma funcao k : R x R — R,

chamada kernel, que satisfaz k(xi,x2) = ®(x;1)T ®(x2) para todo x1,xs € R?.

Apesar das observacoes apresentadas no inicio da secdo, um regressor
pode ser aplicado em um problema de classificacao da seguinte forma. Dado
um conjunto de pares {(z;,y;) : ¢ = 1,...,n}, suponha que conhecemos um
regressor r : X — Z, tal que r(x;) = y; para todo i = 1,...,n, em que
Y ={l,0s,...,41} C Z. Suponha também que Z é equipado com uma medida
de distancia o, ou seja, 0(z1, 22) < o(z1, 23) sempre que z; for mais “préximo”
de z5 que z3. Por exemplo, podemos considerar o(z1, 22) = ||21 — 22||2 quando Z
for um espaco vetorial Euclidiano. Agora, obtemos um classificador f: X — Y
compondo r com uma funcao do tipo “argmin”, que retorna o argumento que
minimiza uma certa funcdo. Precisamente, definimos a funcao f que associa x

a classe ¢; € Y da seguinte forma:

f(z) = argmino(r(zx), ¢;). (3.15)
LEY
Repare em (3.15) que hd uma competicao entre os rétulos de classe ¢1,...,¢; e

o vencedor é aquele mais préximo de f(x) em termos da medida o. Resumindo,
primeiro obtém-se uma regra funcional f para os pares (x;, y;) cuja imagem nao
é necessariamente restrita a conjunto Y. Posteriormente, verifica-se para cada
ponto da imagem de f qual é o respectivo elemento de Y mais proximo segundo

a medida o.
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Outra possivel abordagem consiste em atribuir um rétulo de classe a um
elemento = € X baseado nos rétulos das classes dos pontos x; e sua respectiva
proximidade & x. A hipdtese central desta abordagem é que elementos sufici-
entemente proximos em X possuem o mesmo rétulo de classe. Em contraste
com a abordagem anterior, a competicao ocorre no conjunto das caracteristicas

e nao num conjunto Z que contém Y.

Exemplo 8 (k-Vizinhos Mais Préximos). Um dos classificadores mais conhe-
cidos da literatura que utiliza a similaridade no conjunto das caracteristicas
é o k-vizinhos mais prézimos (kKNN, acrénimo do inglés k-nearest neighbors)
(Duda et al., 2001). Dado uma certa medida de distancia ¢ em X e um inteiro
positivo k < n, o kNN associa a x o rétulo da classe que mais ocorre entre
os k pontos x,,...,2,, pertencentes a vizinhanca de z limitada pela k-ésima
menor distancia entre x e x;, para j = 1,...,n, isto é, os pontos z,, sao tais

que o(z,z,,) < o(x,z;) para todo j tal que j # p;, parai=1,... k.

Observagao 1. O kNN pode depender criticamente da distancia adotada para
comparar os elementos de X. Além disso, como esse método requer a com-
paracao da entrada x com todos os dados x1,...,x,, sua aplicagao torna-se
lenta quando n é grande e quando o classificador é utilizado repetidas vezes
para diferentes entradas. Nessas situagbes, um classificador através de (3.15)

pode ser mais indicado.

Por fim, a maioria dos classificadores com fundamentos estatisticos exe-
cutam a classificagao de um elemento x baseado no calculo da probabilidade de
atribuir a classe £ € Y dado x € X, ou seja, baseado no célculo da funcao de
distribui¢do condicionada p(¢|x) (Vapnik, 1998). Por exemplo, o classificar de
Bayes, também conhecido como regra de decisao posteriori maxima, associa x
a {; tal que p(¢;|z) > p(¢;|x) para todo ¢; € Y (Ripley, 1996). Neste contexto,
o teorema de Bayes torna-se uma ferramenta util para estimar p(¢|z) via a
seguinte equacao
p(O)p(x|l)

p(z)

Tal como os métodos de regressao, os métodos para se estimar p(z|¢) se dividem

p(f|z) = . (3.16)

em paramétricos e nao paramétricos. Os métodos paramétricos assumem que
os valores p(z|¢;) seguem uma fungao de distribuigao de probabilidade parame-
trizada conhecida, tal como a distribuicdo normal. Assim, o problema torna-se

o de estimar os parametros da distribuigoes assumidas. Por fim, os modelos néo
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paramétricos, tal como o nome sugere, sao aqueles que nao impoem restrigoes
a forma da funcado de distribuigdo condicionada p(z|¢). Neste caso, métodos
de estimacao de fungoes de densidade nao paramétricos, tal como janela de
Parzen (Duda e Hart, 1973; Duda et al., 2001), sdo utilizados.

4. Abordagens para o Problema de Agrupamento

No problema de agrupamento, dado apenas um conjunto finito {z; € X :
i=1,...,n}, procuramos uma fun¢do f: X - Y, em que Y = {{1,..., 4.} é
um conjunto com L rétulos. Tal como no problema de classificacao, o universo
X também é chamado conjunto das caracteristicas. Porém, ao contrario do
problema de classificagdo, o conjunto dos rétulos é desconhecido a priori no
problema de agrupamento. Portanto, embora semelhantes, as abordagens em-
pregadas nas Situagoes 2 e 3 sao conceitualmente diferentes. Com efeito, essa
interpretacao para o problema de agrupamento é também referida na literatura
como problema de classificagdo nao-supervisionado (Xu e Wunsch, 2005).

O problema de agrupamento também pode ser formulado como um pro-
blema de particionar o conjunto das caracteristicas. Com efeito, tomando
Ci={zx e X : f(x) = ¢} parat = 1,..., L, obtemos subconjuntos disjun-

tos Cq,...,Cr que cobrem X, isto é,
L
UJC=X com CinC=0,Vi#j (4.17)
i=1

Reciprocamente, dados conjuntos Cy, ..., Cr, disjuntos que cobrem X, podemos

definir a fungdo f : X — Y através da equivaléncia f(z) = ¢; < z € C,.
Observe que nao foi imposto nenhuma restrigao aos subconjuntos C;, tal como
convexidade, ou sobre o valor de L.

Observagao 2. Embora semelhantes, a formulagao do problema de agrupa-
mento como um problema de particionamento de X permite o desenvolvimento
de técnicas supervisionadas. Por exemplo, os subconjuntos disjuntos que parti-
cionam X podem ser determinados com base em algumas amostras de C;, para
j=1,...,L, além do conjunto finito {z; : ¢ = 1,...,n} (Finley e Joachims,
2005; Marcu e Daume, 2005). Nesse artigo, porém, o problema de agrupamento
é considerado apenas conforme exposto na Situacao 3.

Uma abordagem relativamente simples para um problema de agrupa-

mento nao-supervisionado é formulada assumindo que o conjunto das carac-
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teristicas X é equipado com uma medida de distancia ¢ e que o conjunto
dado D = {z1,...,xz,} é representativo o suficiente para se obter um parti-
cionamento adequado de X. Suponha que existam elementos c1,...,cp € X,

chamados centros dos grupos, tais que
Ci={reX:o0(c,z) <o(c, ), Vj#i}, (4.18)

para cada ¢ = 1,..., L. Em outras palavras, o grupo C; é formado por todos
os elementos de X que estao mais préximos de c¢; que de c¢;, para i # j.

Nesse caso, o problema de agrupamento resume-se em encontrar os centros dos

grupos ci,...,cr. Formalmente, os centros dos grupos sao definidos como os
elementos que minimizam a qualidade do particionamento de X considerando
o subconjunto D = {z1,...,z,} C X dado, ou seja, os centros dos grupos séo
os elementos cj, ..., c}, que resolvem o problema de minimizagao
L
min Z Z o(e,z;) |- (4.19)
C1y..esCL

=1 Tj eDNC;
Note que z; € DNC; se e somente se o dado z; € D pertence ao grupo C;. Logo,
o0 termo sz epne, o(ci,z;) em (4.19) fornece a soma das distancia entre todos
os elementos x; que pertencem ao grupo C;. Por fim, esta estratégia produz
uma fungao f: X =Y = {¢,...,¢,} dada por

flx) =4¢;» talque o(x,¢+) <o(x,c), Vj=1,...,L.

Exemplo 9 (k-médias). Considere X = R? equipado com a medida de distancia
o(x,z) = ||x — z||3 para todo x,z € R% O algoritmo k-médias (do inglés
k-means) resolve o problema de minimizacao em (4.19) com L fixo. Especifi-
camente, o problema em (4.19) pode ser escrito como o seguinte problema de
otimizacao restrita em que u;; € {0,1} indica a pertinéncia de z; em C;, isto
é, u;; =1 <= x; € C; (Oliveira e Pedrycz, 2007):

L n
minimize Z ZuinCi - x,[3, (4.20)

i=1 j=1
L
sujeito & Zuij =1, Vj=1,...,n, (4.21)
=1
n
Y ug =1, Vi=1,...,L, (4.22)
j=1

U5 € {0, ].}, Vi

I
\.H
h
¢
<
I
\’H

on. (4.23)
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Em termos gerais, a restricao (4.21) assegura que cada x; pertence & um tnico
grupo C;. A restricao (4.22) garante que cada grupo possui pelo menos um
elemento do conjunto de dados D = {x1,...,%x,}. Dado uma aproximagio
inicial {cy,...,cr} € R% um minimo local do problema (4.20)-(4.22) pode ser
determinado como segue: Enquanto nao houver mudangas significativas em

ci,...,Cr, calcule

1, 4 =argmin|c; — xjl|2,
wuij = I=1,...,.L (4.24)
0, caso contrério,

para cada indice i e j e atualize os centros dos grupos através da equagao

Do UijXj

iU

Por fim, variagoes do k-médias inclui, por exemplo, o fuzzy k-médias (no inglés,

Vi=1,...,L. (4.25)

C; =

fuzzy k-means), em que os conjuntos C; sdo fuzzy para todoi=1,...,L (Bez-
dek, 1981; Oliveira e Pedrycz, 2007). Outras técnicas de agrupamento incluem
os mapas auto-organizaveis de Kohonen (2001) e agrupamentos hierarquicos
(Duda et al., 2001).

Observagao 3. Note que a cardinalidade do contra-dominio Y, isto é, |Y| = L,
deve ser especificada a priori no k-médias. Por conta disso, alguns pesquisado-
res entendem que um professor deve fornecer a quantidade de grupos existentes
e, consequentemente, classificam o k-médias como uma técnica de aprendiza-
gem supervisionado. Em oposicao a tais pequisadores, acreditamos que a de-
finicdo do contra-dominio Y nao é suficiente para classificar o método como
supervisionado. Com efeito, diferente do problema de regressao e classificacao,

nada se sabe sobre os valores f(x;) além de que eles pertencem ao conjunto Y.

5. Consideracgoes Finais

Neste artigo apresentamos algumas ideias gerais que estao presentes em
diferentes abordagens para trés tipos de situaces das quais frequentemente
nos deparamos ao lidar com um conjunto de dados. Sao estes: problemas de
regressao, classificagao e agrupamento.

Na teoria de aprendizagem de mdquina (?Haykin, 2009), problemas de

regressao e classificagdo surgem no contexto de aprendizagem supervisionado.
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Aprendizado Supervisionado
(Dado: {(x;, y) EX XY |i=1,..,n})

Métodos de Regressao
(Determinar f:X - Y t.q. f(x;) = y;,Vi)

Métodos de Interpolagdo
(Determinar f:X > Yt.q. f(x;) = y;, Vi)

Métodos de classificagdo
(¥ = (0, . 2.0)

Figura 1: Métodos para aprendizagem supervisionada

A tarefa de classificacdo pode ser vista como um caso especial de interpolagao
cujo o contra-dominio Y é um conjunto finito se a igualdade f(z;) = y; nao for
relaxada, isto é, se for nao permitido haver erros de classificagao nos elementos
r1,...,T, dados. A interpolacdo, por sua vez, consiste de um caso particular
de regressao. A Figura 1 ilustra a disposicao hierarquica dos métodos para
aprendizagem supervisionada discutidos neste artigo.

Em muitos casos o problema de regressao é formulado em termos de
uma familia F' de func¢des paramétricas £(- A1,...,Ap). O caso linear pode ser
resolvido usando, por exemplo, quadrados minimos (Bjorck, 1996; Burden e
Faires, 2004; Dahlquist e Bjorck, 2008). Para o caso nao linear citamos como
o exemplo a rede neural MLP (Hassoun, 1995; Haykin, 2009; Hecht-Nielsen,
1989). Aparte desta, encontramos na literatura muitos outros modelos nao
lineares, tais como a rede de base radial (Haykin, 2009), modelos hibridos que
combinam técnicas de aprendizagem de maquina com conjuntos fuzzy (Pedrycz
e Gomide, 2007; Jang, 1993; Esmi et al., 2012), etc.

Os métodos de classificagdo, embora visto com um caso particular dos
métodos de regressao na Figura 1, possuem um carater distinto, pois o conjunto
Y assume valores categoricos. Com efeito, revimos a SVM que converte o
problema de classificacdo binario para um problema de otimizagao quadratica

restrita (Vapnik, 1998). Outras abordagens envolvem competigoes ou em X ou
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Aprendizado Ndo Supervisionado
(Dado: {x; €X|i=1,..,1n})

Métodos de Agrupamento
ndo-supervisionados
(Determinar f:X - Y t.q. f(x;) = y;, Vi
onde Y = {£4,...,4,} )

Figura 2: Métodos para aprendizagem nao supervisionada

em Y. Por exemplo, o kNN envolve uma competicdo em X (Duda et al., 2001).
No segundo, por exemplo, surge da composi¢ao de um regressor com a fungao
argmin conforme (3.15).

Em contraste, a tarefa de agrupamento, apesar de parecida com a de
classificagao em termos de formulagao, geralmente representa uma abordagem
a apredizagem nao-supersionado (Xu e Wunsch, 2005). A Figura 2 apresenta
os métodos de agrupamento no contexto do aprendizado nao-supervisionado.
O problema de agrupamento é equivalente a encontrar uma particao Cy,...,Cp
de X. Uma abordagem relativamente simples, que inclui o método k-médias, é
descrito por (4.19) supondo uma medida de distancia o dada. Por fim, variagoes
do k-médias inclui, por exemplo, o fuzzy k-médias (no inglés, fuzzy k-means),
em que os conjuntos C; sdo fuzzy para todoi = 1,..., L (Bezdek, 1981; Oliveira
e Pedrycz, 2007). Outras técnicas de agrupamento incluem os mapas auto-
organizdveis de Kohonen (2001) e agrupamentos hierdrquicos (Duda et al.,
2001).
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