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Resumo. Neste trabalho propomos que a interagao entre espécies seja mode-
lada por t-normas mais gerais. Neste caso, apesar da modelagem do sistema ser

feita através de 1égica fuzzy, as solucbes dessas equacoes sdo deterministicas.
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1. Introducao

Geralmente modelamos a interacao entre espécies e/ou individuos pela
“lei” de ag@ao de massas derivada da fisico-quimica, que afirma que a taxa de
colisoes moleculares de duas substancias quimicas é proporcional ao produto
das suas concentragoes (Edelstein-Keshet, 2005). Chamamos atengdo para o
fato que a operagao produto é um tipo particular de t-norma e, dessa forma,
vamos investigar o uso de t-normas mais gerais na modelagem dessas interagoes,

uma vez que possuem o mesmo comportamento qualitativo.

2. Modelo presa-predador

O modelo classico de dindmica de interacao entre duas espécies de Lotka-
Volterra utiliza a hipétese de que a taxa de predacao estd relacionada com

a probabilidade de um predador encontrar uma presa. O modelo, conforme
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Edelstein-Keshet (2005); Murray (2002), é dado por

dz

&2 = axr—bxy

g; , (2.1)
G = —cy+dvy

sendo z, y o numero (ou densidade) de presas e predadores, respectivamente;
a > 0 a taxa de crescimento de presas, ¢ > 0 a taxa de mortalidade de preda-
dores, b > 0 a proporgao de sucesso dos ataques dos predadores e d > 0 a taxa
de conversao de biomassa das presas em predadores. Os pontos de equilibrio
do modelo sdo os pontos P = (0,0) sela instavel e Q = (§, %) centro (ver:
Bassanezi e Ferreira Jr., 1988; Edelstein-Keshet, 2005; Murray, 2002). O plano

de fase e a solugao de (2.1) podem ser vistos nas figuras 1 e 2.

Figura 1: Plano de fase do modelo Figura 2: Solugao z,y (milhdes) por
(2.1) sendo @ = 0.08, b = 0.09, ¢ = tempo t (anos), sendo a curva z em
0.075 e d = 0.07. tracejado as presas.

Modelos de interagao entre espécies devem satisfazer as seguintes hipdsteses
(Edelstein-Keshet, 2005):

h1l. Para sobreviver, os predadores dependem da presenga de presas;

h2. A taxa de predagdo depende da probabilidade em que uma presa interage
com um predador;

h3. A taxa de crescimento da populacao de predadores é proporcional a in-

gestao de alimentos (taxa de predagao).
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Em outras palavras, a interacao entre a presa e o predador é favoravel
para o predador e prejudicial para a presa.

Em Kreinovich e Fuentes (2011) temos a seguinte observagao: se o ha-
bitat onde as presas e predadores convivem é pequeno, a predagao acontece
rapidamente desde que haja presas suficiente. Dessa forma, temos que se o
ntimero de presas é maior do que o de predadores, a taxa de predagao sera
predominantemente, determinada pelo ntimero de predadores e, em situagao
contréaria, se houver mais predadores do que presas essa taxa sera proporcio-
nal ao nimero de presas. Portanto, em ambos os casos, a taxa de predacgao é
proporcional ao minimo entre presas e predadores.

Com base nessas observagoes, surgiu nossa inspiragdo para o uso de
t-normas diferentes da ¢-norma do produto e trataremos desse assunto na

préxima segao.

2.1. Presa-predador de Lotka-Volterra com a t-norma do
minimo
O conceito de t-norma é importante para interpretacao de conjungoes e
também para operagoes entre conjuntos fuzzy (Klement et al., 2000; Massad
et al., 2009; Pedrycz e Gomide, 2007; Simdes, 2013; Barros e Bassanezi, 2006).
Uma t-norma T é uma operagdo bindria T : [0,1] x [0,1] — [0, 1] que satisfaz

quatro propriedades:

— elemento neutro: 17Tz = z;

comutativa: Ty = yT'x;

— associativa: aT(yTz) = (¢Ty)T'z;

— monotonicidade: se x <u ey < v, entao zTy < uTwv.

Alguns exemplos de t-norma sao: T1(z,y) = zy, To(z,y) = min {z,y} e

Tg(fﬂ, y) = er;zmy

Notamos que a operagao produto é um caso particular de ¢-normas.

Assim, faremos uso destas para modelar a interacao entre as espécies envolvidas.
Com base nas observagoes de (Kreinovich e Fuentes, 2011), vamos inicialmente
adotar a t-norma do minimo(7%(x,y)) na interacdo entre as espécies. Dessa
forma,

& = ar—blxAy)
G . (2.2)
S = —cy+dxzAy)
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O modelo (2.2) satisfaz as hipéteses hl, h2 e h3, pois os predadores
precisam das presas para sobreviver e a taxa de predacao depende da interagao
entre eles (que nesse caso é dado pelo minfmo). O tnico ponto de equilibrio
desse sistema é dado por (z,y) = (0,0) e analizando a matriz do Jacobiano de

(2.2) neste ponto, obtemos:

— para x > y os autovalores sdo a > 0 e d — ¢, ou seja, o ponto (0,0) é né
instavel se d — ¢ > 0 e ponto de sela se d — ¢ < 0.

— para x < y os autovalores sdo ¢ > 0 e a — b, ou seja, o ponto (0,0) é né

instavel se a — b > 0 e ponto de sela se a — b < 0.

Na figura 3, o ponto (0,0) é ponto de sela em (2.2) da mesma forma que
0 é em (2.1). Chamamos atencao para o fato de que o modelo (2.2) é baseado
na t-norma do minimo, pois as populagoes de presas e predadores nao variam
apenas no intervalo [0, 1] onde estd definida a t-norma.

3k
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Figura 3: Plano de fase do modelo 2.2, sendo ¢ = 0.08, b = 0.09, ¢ =
0.075ed = 0.07.

Com o propésito de aprimorar nossa modelagem utilizaremos a t-norma

de Hamacher. Veremos isso na préxima secao.

2.2. Presa-predador de Lotka-Volterra com a {-norma de
Hamacher

A t- norma de Hamacher é dada por

ry
+ (1 =p)(z+y—mzy)

Ty y) = (2.3)
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(Klement et al., 2000; Pedrycz e Gomide, 2007) para p # 0 temos z,y € [0, 1]
(se p=0, z,y #0).
Substituindo o produto entre as populagoes = e y por (2.3) em (2.1),

obtemos o seguinte modelo

2 - gy

dt p+(1—p)(z+y—zy) (2.4)
v ey dwy 7 :
at  — YT Tty

sendo a, b, ¢ e d como em (2.1).

Como o modelo anterior, o modelo (2.1), é baseado na ¢t-norma de Ha-
macher. O modelo (2.4) satisfaz todas as hip6teses (hl — h3) de um sistema
presa-predador, pois os predadores precisam das presas para sobreviver, a taxa
de predagao é proporcional a intera¢do (dada por (2.3)) entre os individuos e
o crescimento dos predadores é proporcional a taxa de predagao.

Nas figuras 4 e 5 estao ilustradas as solugbes do modelo (2.4) obtidas

através de uma andlise numérica para alguns valores de p.

Figura 4: Solug¢do x por tempo t, Figura 5: Solucao y por tempo t,
sendo a = 0.08, b = 0.09, ¢ = 0.075 sendo a = 0.08, b = 0.09, ¢ = 0.075
e d=0.07. e d=0.07.

Fazendo ‘fi—f =0e % = 0, obtemos, para (z,y) # (0,0), as iséclinas

_ aple-D-a)
= —b+a(l+plz—-1)—x)
Yo — c(p(x —1) —x) +de

cp—1(z 1)
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Para os parametros a = 0.08, b = 0.09, ¢ = 0.075 e d = 0.07, obtemos os

seguintes pontos de equilibrios

054+ 1.1 14641 + 706p + 529p?
Fro= 22T 1P g 004 + 0P £ 5%
p—1 (p—1)

(f3ay3) = (0, 0)
A matriz jacobiana é dada por

b(l1—p)z(1-y)y
(p+(1—p)(z+y—zy))?
__ d-p)z(l-y)y 4 ad
(p+(1—p)(z+y—2y))? b

bl-p)(A—z)zy  _ be
(p+(1—p)(z+y—zy))? d
__d(-p)(l—z)zy

(p+(1—p)(z+y—2y))?

J(a,y) = (2.5)

Calculamos, para alguns valores de p, os pontos de equilibrio do modelo

(2.4) como podemos ver na Tabela 1.

Tabela 1: Pontos de equilibrio de (2.4) para diversos valores de p, sendo a =
0.08, b =10.09, ¢c = 0.075 e d = 0.07.

D (T1,7,) (T2,7s) (T3,73)

0 | (1.08,0.896)

0.3 | (-0.479,-0.397) (0,0) (1.077,0.894)
0.5 | (-1.12,0.942) (0,0) (1.075,0.892)
0.7 | (-2.618,-2.172) (0,0) (1.074,0.891)

1 (0,0) (1.071,0.889)

1.5 (0,0) (1.067,0.885) | (3.38,2.81)

2 (0,0) (1.063,0.882) | (2.266,1.88)
100 (0,0) (1.003,0.832) | (1.212,1.006)
1000 (0,0) (1.000,0.829) | (1.206,1.000)

Percebemos que para p = 0.5, conforme o tempo aumenta os picos das
solugoes também aumentam em relacao as demais, isso tanto para as presas
quanto para os predadores, seguido pelos picos das solugdes com p = 1, (t-
norma do produto), p = 1.5 e p = 2. Entre um pico e outro a ordem das curvas
invertem, ou seja, quanto mais as presas crescem, maior serd a sua oferta para
os predadores.

O plano de fase, para diversos valores de p, pode ser visto nas figuras 6
a 10.
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Para p = 0, o ponto de equilibrio P = (1.08,0.896) é centro instavel.

— Para p = 0.5, os pontos de equilibrio P = (0,0) é ponto de sela e Q =
(1.075,0.892) é centro instdvel.

Para p = 1 (figura 8), temos que o modelo (2.4) é o préprio modelo de

Lotka-Volterra e ele é analizado na primeira sec¢ao desde capitulo.

— Para p = 1.5, os ponto de equilibrio P = (1.067,0.885) é centro estével,
P =(0,0) e Q = (3.38,2.81) s@o pontos de sela.

— Para p = 2, os pontos de equilibrio P = (1.063,0.882) é centro estavel,
Q = (2.266,1.88) e R = (0,0) sao pontos de sela.

Desta forma, notamos que para p < 1 temos pontos de equilibrios re-
pulsores, para p = 1 temos drbitas fechadas em torno do ponto de equilibrio e
para p > 1 temos pontos de equilibrio atratores e pontos de sela.

Podemos interpretar o parametro p como a dificuldade da interagao entre
as espécies envolvidas, pois como vemos nas figuras 4 e 5 quando p = 1 a
interagao dada é probabilistica (préprio Lotka-Volterra), ver figura 8. Para
valores de p > 1 (figuras 9 e 10), a dificuldade de interagdo aumenta, isto é, a
interacao depende de fatores mais especificos, como por exemplo, o habitat, a
habilidade ou até mesmo a falta desta, mudancas de hébito entre outras.

J4 quando o pardmetro 0 < p < 1 (figuras 6 e 7), a interagdo ocorre
facilmente, ocasionando um favorecimento de ambas as espécies com o passar
do tempo (Simdes, 2013).

Portanto, o modelo (2.4) é determinado pela escolha do parametro p,
pois ele determinara a estabilidade do sistema, obtendo assim uma ferramenta,

a mais na modelagem desse fenémeno.

3. Conclusoes

Neste trabalho modelamos a interagao entre espécies por meio de t-
normas diferentes da tradicional t-norma do produto (7'(z,y) = zy) e fizemos
isso através do uso das ¢-normas do minimo (T'(z,y) = x A y) e da t-norma de
Hamacher (T'(z,y) = m).

No modelo presa-predador de Lotka-Volterra (2.1) trocamos a t-norma
do produto, na interacao entre espécies, pelo uso da t-norma do minimo que

apresentou resultados bem interessantes.
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Ja no uso da t-norma de Hamacher na interacao entre presa e predador
os resultados foram significantes, pois conseguimos mais um parametro para a
modelagem do fendmeno. Este pardmetro (p) ajusta a dificuldade (ou facili-
dade) da interacao entre as espécies envolvidas e dependendo do valor adotado
para p, nosso sistema tem comportamentos bem diferenciados uns dos outros.

Por exemplo, para p = 1 temos o modelo de Lotka-Volterra, para p <
1 temos pontos de equilibrios repulsivos e para p > 1 pontos de equilibrio
atrativos e de sela. Assim, ajustamos nosso modelo de acordo com o problema
proposto.
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