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Resumo Neste trabalho construimos um sistema baseado em regras fuzzy
(SBRF) para conjuntos fuzzy do tipo 2 com intuito de modelar a taxa de
transferéncia de uma populagdo de HIV positivos assintométicos para sin-
tométicos, dependendo da carga viral e do nivel do linfécito T" do tipo C' D4+.
O linfocito T' do tipo C'D4+ é o principal linfécito que o virus ataca ao atin-
gir a corrente sanguinea. A analise é feita por meio de SBRF do tipo 1 e 2.
No primeiro caso, o método de inferéncia usado é o de Mamdani e a defuzzi-
ficagdo é dada pelo centro de gravidade. No SBRF do tipo 2 é usado o método
de inferéncia de Karnik e Mendel (KM), em que a saida é defuzzificada pelo
método reduzidor de tipo. Um estudo comparativo entre as solugdes obtidas a
partir dos dois métodos para um modelo de uma populacao de HIV positivos
é feito. Observa-se que a regiao limitada pelas solugoes correspondentes as
taxas minima e méxima, resultantes do SBRF do tipo 2 estd contida na regido
obtida via o tipo 1, o que mostra maior precisao na resposta dada pelo tipo 2.
Além disso, as regides construidas pelos métodos do tipo 1 e do tipo 2 contém
os dados de individuos HIV positivos, sem tratamento com antiretrovirais e a

regiao obtida pelo tipo 2 ajusta-se melhor aos dados.
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1. Introducao

No seu trabalho pioneiro, Zadeh (1975) prop6s uma extensao dos con-
juntos fuzzy classicos para o conceito dos conjuntos fuzzy do tipo 2, os quais
seriam especificamente tteis para aquelas situagoes onde uma funcao de per-
tinéncia exata para um conjunto fuzzy é dificil de ser determinada. Esta teoria
permite a modelagem do tipo linguistico, como as dos sistemas baseados em
regras fuzzy, minimizando os efeitos das incertezas (Karnik et al., 1999). Os
conjuntos fuzzy classicos comegaram a ser conhecidos como do tipo 1 e uma
vez que a fungdao de pertinéncia de um conjunto desse tipo é escolhida, esta
descreve totalmente o conjunto, deixando portanto de ser uma situagao de “es-
trita incerteza”. Além disso, a atribuicdo de um nimero preciso para a opiniao
de especialistas é demasiado restritiva para modelos reais. Os conjuntos fuzzy
do tipo 2 se caracterizam por lidar melhor com a incerteza, uma vez que as

funcoes de pertinéncia que os define sao conjuntos fuzzy.

Em trabalhos anteriores, tais como Jafelice (2003), foram realizados es-
tudos da evolugdo dos individuos HIV (sem tratamento) através de conjuntos
fuzzy do tipo 1. Nosso objetivo neste trabalho é considerar a taxa de trans-
feréncia de individuos assintomadticos para sintomadaticos como um parametro
fuzzy e, em seguida, comparar as solugoes de um sistema de equagoes diferen-

ciais quando este parametro é obtido através de SBRF dos tipos 1 e 2.

Muitos modelos classicos da dinamica do HIV tém sido propostos, tanto
modelos microscopicos que estudam como o virus se comporta no organismo
dos individuos infectados, como modelos macroscépicos que descrevem a trans-
feréncia das populagoes suscetiveis para infectadas, de infectadas para todas
as fases do histérico natural do HIV, ou utilizando as terapias antiretrovirais
(Jafelice, 2003). A figura 1 mostra o tempo de evolugao da infecgdo do HIV
em um adulto infectado sem tratamento com antiretrovirais, em que podemos

observar que o tempo médio de infeccao da AIDS é 10 anos.
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Figura 1: Esquema da histéria natural da infec¢ao do HIV (Coutinho et al.,
2001; Perelson e Nelson, 1999; Saag, 1995).

Na secao seguinte apresentamos o modelo classico de transferéncia de

assintomatico para sintomatico.

2. Modelo de transferéncia de assintomatico para

sintomatico

Murray (1990) apresenta dois modelos propostos por Anderson et al.
(1986) que sao importantes sob o aspecto pedagdgico e nao incluem muitos dos
fatores aos quais poderiam e deveriam ser incluidos em modelos mais realisticos.
O primeiro modelo matemético de Anderson et al. (1986), estabelece que a taxa
de conversao (A) da infecgao para AIDS em fungao do tempo, na histéria natural
do virus HIV, seria a transferéncia entre a fase assintomaética e sintomética,

como mostra a figura 1. Este modelo esta descrito a seguir.

dx
dt

iy (2.1)
dt

em que x representa a fragdo de individuos infectados, mas que ainda nao
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desenvolveram AIDS, enquanto y representa a fragdo de individuos infectados
que ja desenvolveram a doenca. Consideramos uma populacao na qual todos
individuos foram infectados com HIV no instante ¢t = 0.

Assumimos que, no instante inicial, a fragao inicial de infectados é mé&-
xima, e que a fragao inicial de sintomaticos seja nula. Também assumimos que
x4y =1 e, portanto, uma vez resolvida a equagdo para x, podemos encontrar
y = 1 — 2. Assumindo que A = at é linear onde a é uma constante positiva,
obtemos a solugao x(t) = x(O)e_%, com z(0) = 1. Portanto, a solugdo de
(2.1) é:

02 w2
z(t)=e 2z yt)=1—e 2 (2.2)

Peterman et al. (1985) apresentam dados de 194 casos de transmissao

de AIDS associados a transfusoes de sangue. Estes dados sao reproduzidos
na figura 2. As solugoes (2.2) foram aplicadas a estes dados e o pardmetro
a determinado para melhorar o ajuste dos dados: a curva continua na figura
2 mostra o resultado para d—z de individuos que ja desenvolveram a doenga

em funcdo do tempo. Assim, a curva é apenas um ajuste do tipo minimos

quadrados sem qualquer relagao com elementos médico-biolégicos.

3
Anos apds dainecgio

Figura 2: Taxa de variagao da proporcao da populagao de infectados que
desenvolveu AIDS pelo HIV (através de transfusdo de sangue), a partir do
tempo t=0. Para os dados de Peterman et al. (1985) o melhor ajuste fornece

a = 0,237anos~ ' para o modelo (2.2).

Os gréficos das solugdes de (2.2) para a = 0.237 e a integral dos dados
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de Peterman et al. (1985) sao apresentados nas figuras 3 e 4.

Figura 3: Evolucao da populacao as-  Figura 4: Evolugao da populagao sin-
sintomatica em funcao do tempo e os  tomaética em fungao do tempo e os da-
dados de Peterman et al. (1985). dos de Peterman et al. (1985).

3. Conjuntos fuzzy do tipo 1 e 2

Um subconjunto fuzzy A do tipo 1 do conjunto universo X é definido em
termos de sua funcao de pertinéncia pa que a cada elemento x de X associa
um ndmero p4(x), entre zero e um chamado de grau de pertinéncia de x a
A. Assim, o conjunto fuzzy A é simbolicamente indicado por sua funcao de

pertinéncia

pa X —[0,1].

Denotamos por F(R) a classe dos subconjuntos fuzzy de R tais que
{z eR| pa(z) = o}, a€l0,1]

sdo intervalos fechados para « # 0. Além disso, limitado a = 0. E comum
chamar F(R) de conjunto dos nimeros fuzzy. Veja um exemplo de um nimero

fuzzy na figura 5.
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Figura 5: Conjunto fuzzy do tipo 1.

Um conjunto A é chamado fuzzy do tipo 2 se a cada x sua funcao de
pertinéncia 7 : X — F(R). Seja I, o nivel zero do A(x), onde os extremos
deste intervalo sdo dados por ®(x) e ¢(z), como mostra a figura 6.

Assim, ficam definidas duas fungées ®(z) chamada de fungdo de per-
tinéncia superior e ¢(x) de pertinéncia inferior (Karnik et al., 1999).

Pegada da Incerteza (PDI)

Figura 6: Conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar.

Estes conjuntos sao atualmente os mais utilizados pelo seu reduzido custo
computacional. A regiao do plano

{yeR, ¢(x) <y < ®(z),r € X},

é chamada da Pegada da Incerteza, Footprint of Uncertainty, FOU, em inglés.
A FOU determina completamente o conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar, desde
que o grau de pertinéncia de todos os elementos do suporte seja 1.
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Figura 7: Sistema baseado em regras fuzzy do tipo 2.

Semelhantemente ao SBRF do tipo 1, o sistema de inferéncia do SBRF do
tipo 2 segue o diagrama da figura 7. A principal diferenca entre os dois sistemas
é que no caso do tipo 2 temos que ter pelo menos uma das variaveis de entrada
fuzzy do tipo 2. Portanto, a saida da inferéncia logica é um conjunto fuzzy do
tipo 2, sendo necessario, como consequéncia, um método para transformar a
saida para uma do tipo 1 e, em seguida, a defuzzificacao desta saida. O método
reduzidor de tipo 1 é o método de defuzzificagao usado pelo SBRF do tipo 2,
que por sua vez, é uma extensdo do método de defuzzificacdo do centro de
gravidade do SBRF do tipo 1 (Karnik et al., 1999; Mendel, 2001). O célculo do
reduzidor de tipo 1, sugerimos o leitor consultar Wu e Nie (2011) e Rizol et al.

(2011), é de fato a extensdo da operacao de defuzzificacdo dada pela equagao

N
_ZOJCM(%‘)

== (3.3)
;M(%‘)

*

a partir do principio de extensao de Zadeh obtendo-se a seguinte férmula:

N

Z:lfny’n
Ya)= | =l (3.4)
TESE LT

onde o vetor 2/ = (af,ah, - 7)), Y = [y",7"],

F(@') =[xy (@)t pxcy (&), prer (@)t - pgen (@)) = [, ),

comn=1,---,N, t 6 uma t-norma, f™ é o ponto médio de [f”,?n], XeX

denotam as fungoes de pertinéncia superior e inferior, respectivamente. A saida
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defuzzificada é dada pela equagao (3.5).

Ui +yr
2

. (3.5)

Neste trabalho construimos o SBRF do tipo 2 intervalar para comparar
com o SBRF de conjuntos fuzzy do tipo 1 na modelagem da dinamica da

populacao HIV positiva.

4. Modelo de HIV com parametros fuzzy dos ti-
pos 1 e 2

A vantagem do modelo com pardametros fuzzy em relacdo ao modelo
(2.1) é que sua andlise é feita a partir das informagoes do especialista da drea
da satide. Neste caso, a taxa de transferéncia A = A\(v, ¢), depende das varidveis,
nivel de CD4+ (c) e carga viral (v) que sdo incertas pois conhecemos apenas
“faixas” classificatérias dos mesmos (Jafelice, 2003).

O modelo (2.1) passa a ser

dx
— = —Av, o)z 2(0) = 1
3?3 (4.6)
2 = Awdr = Avo(l-y) y0) = 0

Resolvendo a primeira equagao de (4.6) para cada par (v, c), temos:
x(t) = zge W)t (4.7)

Com a condigéo inicial zg = z(0) = 1, na equacio (4.7), se obtém

.Z‘(f,) _ e—A(v,c)t

4.8
y(t) =1—e Mt >0, (48)

Nas equagoes obtidas em (4.8), pelo fato do pardmetro A ser funcao de
grandezas fuzzy (carga viral e nivel de C'D44), as solugdes x(t) e y(¢) também
dependem da funcdo A(v, ¢) e fornecem diferentes valores para x(t) e y(t).

De maneira diddtica, pode-se dividir a contagem de células C D4+ por

mililitro do sangue periférico em quatro faixas (fonte:www.bvsms.saude.gov.br):

e CD4+ > 0.5 células/ml: Estdgio da infeccao pelo HIV com baixo
risco de doencga. Neste estagio, hd boa resposta as imunizagoes de rotina e
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boa confiabilidade nos testes cutaneos de hipersensibilidade tardia como o
PPD!. Casos de infeccio aguda podem ter estes niveis de CD4+, embora,

de modo geral, esses pacientes tenham niveis mais baixos.

e CD4+ entre 0.2 e 0.5 células/ml: Estdgio caracterizado por surgi-
mento de sinais e sintomas menores ou alteragoes constitucionais. Risco
moderado de desenvolvimento de doengas oportunistas. Nesta fase po-
dem aparecer candidiase oral, herpes simples recorrente, herpes zoster,

tuberculose, leucoplasia pilosa oral, pneumonia bacteriana.

e CD4+ entre 0.05 e 0.2 células/ml: Estdgio com alta probabilidade de
surgimento de doengas oportunistas como pneumocistose, toxoplasmose
de SNC, neurocriptococose, histoplasmose, citomegalovirose localizada.
Estd associado a sindrome consumptiva, leucoencefalopatia multifocal

progressiva, candidiase esofagiana, etc.

e CD4+ < 0.05 células/ml : Estdgio com grave comprometimento de
resposta imunitaria. Alto risco de surgimento de doengas oportunistas
como citomegalovirose disseminada, sarcoma de Kaposi, linfoma nao-
Hodgkin e infecgao por microbactérias do complexo Avium-Intracellulare.

Alto risco de morte com baixa sobrevida.

Em caso de inicio ou mudanga de terapia antiretroviral, alguns autores
recomendam uma medida de acompanhamento da carga viral apés 1 a 2 meses
para avaliar o tratamento. Os resultados devem ser interpretados da seguinte

maneira;:

e Carga viral abaixo de 10.000 cépias de RN A por ml: baixo risco

de progressao ou piora da doenca.

e Carga viral entre 10.000 e 100.000 c6épias de RNA por ml: risco

moderado de progressao ou piora da doenca.

e Carga viral acima de 100.000 cépias de RNA por ml: alto risco

de progressao ou piora da doenca.

Em Jafelice (2003) construimos um SBRF 1 tendo como varidveis de

entrada a carga viral e o nivel de C'D4+ do tipo 1 e trapezoidais.

1PPD (Derivado Proteico Purificado) teste recomendado de rotina anual para avaliagio

da necessidade de quimioprofilaxia para tuberculose.
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A varidvel de saida é a taxa de transferéncia (\) de assintomético para
sintomatico com o suporte das fungoes de pertinéncias baseados nas informagoes
anteriormente fornecidas pelo Ministério da Saude. Esta dificuldade nao apa-
rece na construcao das fungoes de pertinéncia das entradas do SBRF do tipo
2, pois as inclinagoes dos lados dos trapézios sdo intervalos. Apresentamos os
dois tipos de SBRFs:

e SBRF do tipo 1, onde as varidveis linguisticas de entrada e saida sao
conjuntos fuzzy do tipo 1. O método de inferéncia usado é o de Mamdani

e a defuzzificacdo é dada pelo centro de gravidade.

e SBRF do tipo 2, onde as varidveis de entrada sao do tipo 2 e a variavel
de saida é intervalar, neste modelo sdo apenas um ponto. Este formato
foi adotado com o objetivo de se adequar aos dados reais biolégicos. O
método de inferéncia é o do Karnik et al. (1999), com o algoritmo re-
duzidor de tipo 1, que generaliza o centro de gravidade. As simulagoes
numéricas sao realizadas utilizando o cédigo em Matlab cedido pelos au-
tores de Wu e Nie (2011), Dongrui Wu (Professor no Machine Learning
Lab, GE Global Research, Niskayuna, NY 12309 USA).

Os termos linguisticos para a carga viral sao baiza, média e alta; e para
o nivel de C D+ s&ao muito baizo, baixo, médio, médio alto e alto. No caso do
SBRF do tipo 1 os termos linguisticos para a saida, taxa de transferéncia sao
fraca, média fraca, média e forte. As fungbes de pertinéncia das varidveis de
entrada de ambos os tipos de conjuntos fuzzy estao apresentados nas figuras 8 e
9. As fungoes de pertinéncia da saida do SBRF para o tipo 1 sdo apresentadas

na figura 10.

m 0 m
Carga Viral ()

Figura 8: Fungoes de pertinéncia para a carga viral. As do tipo 1, em linhas

pretas e as do tipo 2 as regioes cinzas.
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Grau de Pertiéncia

04 05 06
Nivel de CD4+ (c)

Figura 9: Fungdes de pertinéncia para o nivel de CD4+. As do tipo 1, em
linhas brancas ou pretas, e as do tipo 2 em regioes de cor cinza claro e preto.

T T T
fraca média fraca média Jorte

Grau de Pertinéncia

| | | I | |
0 0.1 02 03 04 05 0.6 07 08 09 1
Taxa de Transferéncia ()

Figura 10: Fungoes de pertinéncias para a taxa de transferéncia.

Baseados nos niveis zero das fungoes de pertinéncia dos consequentes
do SBRF do tipo 1, construimos os pontos fuzzy de saida do tipo 2. Como
afirma Wu e Nie (2011) em muitas aplicagdes o consequente é um conjunto
fuzzy unitario, y" = 7". Assim, as 15 regras fuzzy sao mostradas pelas tabelas
1 e 2, onde z; representa a varidvel “carga viral” e x5 a varidvel “nivel de
CD4+".
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Tabela 1: As 15 regras fuzzy para o SBRF do tipo 1.

1 Baixa Média, Alta
T2
Muito Baixo Forte Forte Forte
Baixo Média Forte Forte
Médio Média Média Média
Médio Alto Média Fraca Média Fraca Média
Alto Fraca Fraca Média

Tabela 2: As 15 regras fuzzy para o SBRF do tipo 2 intervalar.

“1 | Baixa Média Alta
T2
Muito Baixo 1 1 1
Baixo 0.65 1 1
Médio 0.65 0.65 0.65
Médio Alto 0.15 0.15  0.65
Alto 0 0 0.65

5. Resultados

O estudo comparativo das solugbes determinadas pelos valores das taxas
de transferéncia nos SBRF de ambos os tipos é realizando retirando os valores
A=0e A =1. 0O valor A = 0 significa que nenhum individuo assintomatico
passa a ser sintomatico no intervalo de tempo de seis anos, e isto nao acontece
em geral. J& A = 1 é retirado porque para essa taxa todos os individuos
estariam na fase sintomatica da doenga, o que também em geral ndo ocorre,

como mostra a figura 1.
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Figura 11: As regioes limitadas por xps, € &, da solucao x(t) do modelo (4.8)
para as taxas de transferéncia obtidas pelos dois métodos: em cinza claro as

geradas pelo tipo 1 e em cinza escuro as do tipo 2 e os dados de (Peterman
et al., 1985).

Como a solug@o analitica de x(¢t) em (4.6) dada em (4.8) é decrescente
com respeito a A, temos que, todas as solucoes determinadas pelos valores
obtidos de A relativas ao SBRF do tipo 1 estdo entre as solugoes xpz, (t) e

Zm, (t), determinadas pelas taxas méxima M; e minima mq, respectivamente.

()

Anos apos da infeccdo

Figura 12: As regides de abrangéncia da solucdo y(t) do modelo (4.8) para as
taxas de transferéncia obtidas pelos dois métodos: em cinza claro as geradas
pelo tipo 1 e em cinza escuro as do tipo 2 e os dados de Peterman et al. (1985).

Desta forma, todas as solugoes estao contidas em uma regiao limitada
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entre x 7, (t) € &, (t), mostrada na figura 11.

Da mesma forma, temos que as solucoes determinadas pelos valores ob-
tidos de A relativas ao SBRF do tipo 2 estao entre as solucoes pz, (t) € T, (1),
determinadas pelas taxas méxima My e minima mg em (4.8), respectivamente.
Dessa forma, todas solugoes estao contidas em uma regiao limitada entre x , (¢)
€ Zm,(t), mostrada na figura 11. Observe que a regido cinza claro contém
também a regiao cinza escuro. Nas simulagoes realizadas neste estudo os valo-
res de My = 0.9992, m; = 0.001, obtidas através SBRF do tipo 1 e My = 0.9684
e mo = 0.020, obtidas através SBRF do tipo 2.

Para a solugao analitica de y(t) em (4.6) dada em (4.8) é crescente com
respeito a A, todas as solugoes determinadas pelos valores obtidos de A com
respeito ao SBRF do tipo 1 estdo entre as solugdes ym, (t) = 1 — xy, (t) e
yu, (t) = 1 — xpy (t), determinadas pelas taxas méxima M; e minima m;, res-
pectivamente. Analogamente, todas as solugoes estao contidas em uma regiao
limitada entre y,,, (t) e yar, (), mostrada na figura 12.

Da mesma forma, temos as solugoes determinadas pelos valores obtidos
de A estdo entre as solugoes yar, (t) € ym, (t), determinadas pelas taxas maxima
M5 e minima mg relativas ao SBRF do tipo 2 em (4.8), respectivamente. Todas
solugoes estao contidas em uma regido limitada entre y,,, (t) e yar, (t), mostrada

na figura 12. Observe que a regiao cinza claro contém a regiao cinza escuro.

6. Conclusoes

Recentemente os SBRF do tipo 2 utilizando o método de redugao tipo
1 tem demonstrado maior capacidade de modelar e minimizar os efeitos das
incertezas do que os do tipo 1, como comprovado através de experimentos
numéricos por Wu e Nie (2011). Inspirados nessas afirmagoes é desenvolvido
um estudo comparativo dos sistemas baseados em regras fuzzy do tipo 1 e tipo
2 aplicado ao modelo de transferéncia de assintomético para sintomético, onde
a taxa de transferéncia é considerada como um numero fuzzy de tipo 1 e depois
do tipo 2 intervalar.

Como conclusao da comparagao da ssolugoes dos dois métodos, é ob-
servado que a taxa de transferéncia de assintomatico para sintomaético obtida
através do SBRF do tipo 2 (R2) é mais precisa. Isto é, no sentido que a regiao
R2 estd contida na correspondente regido do tipo 1 (R1) e as duas contém os

dados obtidos através de integracao numérica (Peterman et al., 1985), como
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mostram as figuras 11 e 12. Porém, uma propriedade a destacar é que a R2
tem uma 4area menor que a R1, o que mostra maior precisao por estar mais
préxima dos dados reais.
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