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Resumo. Neste trabalho tratamos de problemas de controle com equacgao de
estado definida a partir de um sistema p-fuzzy. Os modelos p-fuzzy, formu-
lados via base de regras, sdo utilizados para modelar fenoménos parcialmente
conhecidos. Mostramos que, mesmo quando o problema de controle 6timo en-
volve esse tipo de modelo, é possivel aplicar técnicas numéricas(programagao
dindmica) para obtengdo do controle 6timo em malha fechada. Além disso,
verificamos, através de exemplos, que os resultados obtidos com este processo

sao similares aqueles classicos.
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1. Introducao

Nosso objetivo é resolver problemas de controle 6timo de pragras. Em
termos de modelagem cldssica o crescimento das pragas é formulado com mode-
los malthusianos ou logisticos(com inibi¢ao). No caso em que temos informagoes

insuficientes podemos utilizar modelos p-fuzzy ao processo de crescimento da

praga.

1.1. Modelo de Malthus p-fuzzy

Segundo o modelo malthusiano, uma populacao cresce em progressao
geométrica, em outras palavras, Malthus afirmou que a taxa de crescimento de

uma populagao é proporcional ao tamanho da mesma. Isto é, se a populagao é
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pequena entao a sua variacao é pequena, se a populagao é média entao a variagao
da sua populagao é média e se a populagao é grande entao a sua variagao é
grande.
O modelo malthusiano é representado pela seguinte equacao diferencial
CO% =az (1.1)
onde a é a taxa de reproducao per capita da espécie x cuja unidade é 0 ([t]
representa a unidade de tempo utilizada).
Este modelo matemético é necessario, pois nenhuma outra equagao di-
ferencial seria capaz de reproduzir as afirmacoes de Malthus, porém, podemos
utilizar os sistemas p-fuzzy para criar modelos que reproduzam o comporta-

mento proposto por Malthus. Veja a figura 1.

Models de Malthus P-fuzzy
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Figura 2: Solugao do modelo p-fuzzy
Figura 1: Modelo p-fuzzy de Malthus de Malthus

Nos modelos p-fuzzy, as entradas e saidas estao relacionadas da mesma
forma como a teoria de Malthus foi explicada no inicio do texto. Utilizando
métodos computacionais verificamos que a populagdo z(t) varia no tempo da

mesma forma como o modelo malthusiano clédssico.

1.2. Modelo de Verhust

Um dos grandes problemas do modelo malthusiano é o fato dele nao
possuir saturacao, fazendo com que este nao seja adequado para modelagens
que envolvam periodos de tempo médio ou longo. Com o objetivo de corri-
gir esse problema, Pierre-Francois Verhulst, em 1838, sugeriu que o modelo

de dinamica populacional deveria ser similare ao de Malthus para populagoes



Problema de controle 6timo com equagoes de estado p-fuzzy... 35

pequenas, porém deveria conter uma saturagao populacional, denominada nos
dias de hoje por “capacidade suporte do meio”.

Dentre as possiveis equagoes que satisfazem o comportamento descrito
pelas hipéteses de Verhulst, a equagao 1.2 é a mais simples e portanto a mais

utilizada.
dzx

i ax(l — %) (1.2)
O parametro a representa a taxa de reprodutibilidade da populacao = e
k é a capacidade suporte dessa populagao.
Notamos que as hipoteses deste modelo também podem se satisfeitas
por simples relagoes entre varidveis linguisticas, podendo serem relacionadas

da seguinte forma.

Se a populacao é baixa entao sua taxa de variagao é baixa

Se a populagao é média baixa entdo sua taxa de variacao é média

Se a populacao é média entao sua taxa de variagao é alta

— Se a populagao é média alta entao sua taxa de variacao é média
— Se a populagao ¢ alta sua taxa de variagao é baixa

— Se a populacao é altissima entdo sua variagdo é baixa negativa

As varidveis linguisticas utilizadas acima podem ser descritas através de
conjuntos fuzzy conforme a figura 3
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Figura 4: Solugao do modelo p-fuzzy
Figura 3: Modelo p-fuzzy de Verhulst de Verhulst
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Utilizando um processo computacional iterativo, notamos que o com-
portamento da populagdo segundo este modelo p-fuzzy, satisfaz as hipdteses
de Verhulst, logo podemos afirmar que o modelo p-fuzzy acima também é um
modelo de Verhulst.

E importante notar que os modelos p-fuzzy sao adequados para mode-
lar fenémenos pouco conhecidos, onde existam apenas informagoes imprecisas
sobre a dinamica do fendmeno no tempo. Para padronizar a notacao denotare-
mos os sistemas p-fuzzy por P(z). Informacoes detalhadas sobre esses modelos
podem ser encontradas em Bassanezi (2006); Silva (2005); M. M (2012).

2. Controle 6timo com programacao dinamica

Em diversas situacoes praticas é necessario controlar o crescimento de
uma determinada populagao, isso ocorre por exemplo com a populagao de pra-
gas em uma lavoura ou até menos de determinadas espécies em um ecossitema.

Este controle, pode ser feito de forma étima, isto é, sao atingidos niveis
satisfatorios com o menor custo possivel e respeitando restricoes impostas. Para

calcular este controle é necessario conhecer a dinamica de crescimento da po-

dx
pulagdo, que pode ser dada por uma equagao diferencial — = f(z).
Formalmente, resolver um problema de controle 6timo significa encontrar

a solugao do seguinte problemas:

) T
min, A(a(T) + / ol (t), u(t))dt

d
S.A. d;f = f(z(t), ult)) (2.3)
onde o funcional a ser minimizado é denominado custo e este depende de x e
u. O termo h(z(T)) é uma func¢do dependente do estado final e o somatério

estd relacionado ao custo de z(t) e u(t) ao longo do intervalo [0, T].

Por fim, notamos que a variagao do estado o depende nao s6 do préprio
valor do estado mas também da fungao de controle u(t). Resolver este problema
significa encontrar z(t) e u(t) que minimizam o funcional e satisfazem a equagao
difencial.

Neste trabalho utilizaremos o conceito de programagao dinamica para
resolver este problema. O método aplicado é baseado no principio de otima-

lidade (Kirk, 1970). Este método ndo exige nenhuma propriedade especifica
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para a funcao g(z(t),u(t)), o que o torna bastante adequado para ser utilizado
com sistemas p-fuzzy.

Para implementarmos o método numérico de resolugao, necessitamos
discretizar as equagoes 2 e 2.3, isto é, ao invés de considerarmos que o tempo
estd variando continuamente, iremos dividir o intervalo de [0, 7] em N intervalos
de tamanho h. Claramente T'= h.N e T é o instante final avaliado.

A discretizacao da equacao 2.3 pode ser escrita da seguinte forma:

z(k+1) = z(k) + Atf(x(k), u(k)) (2.4)
Da mesma forma, podemos discretizar a integral do funcional da seguinte
forma
N—1
J(@,u) = h(z(N)) + At Y g(a(k), u(k)) (2.5)
k=0

Por fim, utilizando as equagoes acima e aplicando o principio da otima-

lidade, chegamos a seguinte relagao.

N-1
In—r N(X(N = k) :u(rznvile(At > 9(@(N = k), u(N — k)))+
k=0

Ik n(@(k) + Atf (z(k), u(k)), u(N - k))

O termo JX_j ny(X(N — k)) representa o custo Gtimo de sairmos do
ponto (N — k) no instante N — k e chegarmos no ponto x(N). Para iniciarmos
o algoritmo definimos que JX x(X(N)) = h(z(N)). O algoritmo utilizado é
conhecido também como algoritmo de Dijkstra e é utilizado em fluxos em redes
para resolver o problema do caminho mais curto.

Maiores detalhes sobre esse processo podem ser observados em (Kirk,
1970). Notamos que a aplicagio do processo anterior ndo impoe nenhuma
condicao sobre as funcgoes envolvidas, nem mesmo necessitamos calcular a de-

rivada de nenhuma delas.

3. Proposta

Um fenémeno pode ser modelado utilizando-se diversas ferramentas, por
exemplo, através de equagoes diferenciais, sistemas p-fuzzy e outros. Para os
casos onde as informagoes sobre o fenémeno sao vagas, os modelos p-fuzzy sao
bastante adequados. Algumas propostas de controle para esse tipo de sistema
podem ser vistas em R. R (2008); C. M (2013).
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Nossa proposta é fazer a seguinte substuicao:

dx
7 = f@®),ut)) = Pz) —u(t) (3.6)
onde a fungdo P(x) representa o sistema p-fuzzy e u(t) a funcdo de controle.
Um exemplo de problema de controle bastante encontrado na literatura

é o seguinte.

: 2 Ty 2
w(rtr)l}un(t)x (T) Jr/o (az=(t) + bu=(t))dt (3.7
dx

Conforme a secao anterior, notamos que a aplicagao da programagao
dinamica atraveés do principio de otimalidade nao exige nenhuma condigao so-
bre a funcdo P(z). Portanto, nossa proposta é substituir essa fungdo, que
modela a variagdo do estado z(t) no tempo, por um sistema p-fuzzy, com isso,
poderemos encontrar o controle étimo para fenomenos parcialmente conheci-

dos. Tlustraremos nossa proposta através de exemplos na secao seguinte.

4. Resultados

Para ilustrar os resultados obtidos através da tecnica sugerida na segao
anterior, vamos utilizar dois tipos de modelos classicos da biomatemética, o
modelo de Malthus e o Modelo de Verhulst.

4.1. Controle aplicado ao modelo p-fuzzy de Malthus

Resolveremos o problema descrito pelas equagoes 2 e 2.3 utilizando o
modelo de malthus classico, dado pela equagao 1.1 e o modelo fuzzy utilizando
o sistema p-fuzzy. Para conseguirmos comparar ambos os resultados, vamos
definir qual é o valor do parametro a que melhor se ajusta ao modelo p-fuzzy
proposto na primeira se¢ao.

Aplicando técnicas de ajuste de curva verificamos que a equagao que

melhor se ajusta ao modelo p-fuzzy é

dxr
— =0. 1 4.
7 0.006991x (4.9)

Portanto, o problema que precisamos resolver é

T
min 2(T) + / (0.0122(t) + u?(t))dt (4.10)
a(t)u(t) 0
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S.A. ‘fl—f = 0.006991z + u(t) (4.11)

Aplicando técnicas de programacao dinamica descritas acima, obtemos

o grafico da figura 5
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Figura 5: Controle do modelo de Malthus

O gréfico continuo é referente ao problema classico, enquanto que o
grafico das circunferéncias se referem ao problema com sistema p-fuzzy, isso
é , substituindo 0.006991z por P(x). As curvas abaixo de zero representam
o controle u(t) enquanto que as curvas positivas representam a variagdo do
estado.

Notamos no gréafico que tanto o controle quanto o estado do caso p-fuzzy
sao muito similares aos obtidos pelo modelo classico.

A funcao objetivo utilizada foi 22(T) +fOT(O.Ola:2(t) +u?(t))dt os valores
dos coeficientes de x e u foram escolhidos apenas por uma questao de coeréncia.
Obviamente se trocarmos 0.01 por um nimero maior, a influéncia da variavel

de estado no custo sera proporcionalmente maior.

4.2. Controle aplicado ao modelo p-fuzzy de Verhulst

Da mesma forma como fizemos anteriormente, vamos aplicar a tecnica
proposta ao modelo de Verhulst classico e compara-lo a um modelo de Verhulst

p-fuzzy equivalente. Aplicando métodos de ajuste de curva, encontramos o
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seguinte modelo.

dx T
& 021052 (1 — —— 4.12
q 0210w ( 135) (4.12)

Este é o modelo classico que melhor se aproxima do modelo p-fuzzy
proposto na primeira secao. Para este caso, o problema classico fica descrito

da seguinte forma:

T
min z*(T) + / (0.0122(t) + u?(t))dt (4.13)
u(t)o(t) 0
dx x
SA. S = 02105 (1- ﬁ) +ult) (4.14)

Entretanto, se a dinamica da varidvel de estado é modelada por um
sistema p-fuzzy, basta substituir a equagdo 0.2105z (1 — %) por P(z), onde
P(z) é o sistema p-fuzzy de Verhulst proposto na primeira se¢ao. O resultado
da aplicagado do método pode ser visto na figura 6
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Figura 6: Controle do modelo logistico

As legenda sao similares ao grafico anterior. Notamos também neste
caso que a aproximagao do resultado aplicado ao modelo de verhulst é bastante

satisfatoria e mais uma vez verifica a funcionalidade do método.

5. Conclusoes

Os modelos p-fuzzy sdo adequados para modelar fenomenos pouco conhe-

cidos, onde existam apenas informacoes imprecisas sobre a dinamica do mesmo
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no tempo. Sugerimos neste texto uma estratégia para podermos controlar de
forma 6tima fenomenos modelados por sistemas p-fuzzy.

Um exemplo tipico de aplicabilidade dessa estratégia estd no controle
de pragas em lavouras, j4 que na maioria vezes nao se conhece(ou é invidvel
conhecer) rigorosamente a dindmica de reproducdo da praga. Vimos que os re-
sultados obtidos utilizando os sistemas p-fuzzy sdo satisfatoriamente proximos
dos resultados obtidos utilizando sistemas classicos equivalentes.

Por fim, sabemos que este trabalho ainda pode ser extendido para modelo

mais gerais e de dimensoes maiores que 1.
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