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Resumo. Neste trabalho buscamos aplicar a teoria de controle 6timo para re-
solver problemas em que a dindmica que determina o crescimento é definida por
um sistemas baseadas em regras fuzzy. Vamos mostrar como podemos fazer
uso das ferramentas cléssicas de controle 6timo, como o Principio de Pontrya-
gin e Programagao Dindmica, para obter o melhor controle em problemas cuja
equacao restricado é modelada por sistemas baseados em regras fuzzy. Algumas

simulagoes computacionais sao feitas para ilustrar os resultados apresentados.

Palavras-chave:Controle 6timo; sistemas baseados em regras fuzzy; sis-

temas p-fuzzy.

1. Introducao

Em muitas situagoes desejamos exercer um controle sobre fendomenos

modelados por equagoes diferenciais ordinérias do tipo

dx
i G(x). (1.1)

De modo geral, este controle pode ser feito considerando uma equagao diferen-

cial complementar

dx

5 = 9@ (1.2)
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no qual a funcao g satisfaz g(z,0) = G(x) e a fungdo u(t), continua por partes,
é chamada de fungdo controle (Kamien e Schwartz, 1981; Baumeister e Leitao,
2008; Craven, 1995).

Em muitos casos, desejamos ainda levar em consideracao o custo ou
beneficio de se exercer um controle sobre o fenémeno modelado. De maneira
geral, a medida da performance para um controle u pode ser determinada por

um funcional da forma

T
J(u) :¢(x(T))—|—/O f(t,z, u)dt, (1.3)

que para cada fungao controle u(t) associa o valor J(u(t)) com z(t) determinada
pela equagao de estado (1.2). Na literatura, J(u) é chamado de funcional
objetivo.

Estéa estabelecido um problema de controle dtimo quando desejamos ob-
ter uma fungdo controle u(t) que otimiza (maximiza ou minimiza) o funcional
objetivo e este problema pode ser resolvido de duas maneiras: pelo Principio
da otimalidade de Pontryagin ou Programag¢ao Dindmica (Baumeister e Leitdo,
2008).

Em um problema de controle 6timo as varidveis sao divididas em duas

classes:

— Variavel de estado, z(t), no qual sua variagao é regida por uma equagao

diferencial ordinaria de primeira ordem.

— Variavel controle, u(t), uma fungdo continua por partes no tempo.
Em geral a funcdo controle u(t), com ¢ € [0,T], deve satisfazer alguma
restrigao, isto é, u(t) € U em que U ¢é o conjunto das fungdes controle con-
tinuas. Assim as fungdes u(t) pertencentes ao conjunto U sdo chamadas

de controles admissiveis (Valentino, 2009; Baumeister e Leitao, 2008).

E importante ressaltar que a variavel de controle u(t) &, inicialmente,
uma variavel independente da variavel de estado x(t). A dependéncia entre
u(t) e x(t) passa a existir quando desejamos otimizar o funcional que mede
a performance do controle. A simples escolha de uma funcdo u(t) determina
apenas qual é politica de controle que estamos adotando para o fendmeno mo-
delado.

Os resultados desenvolvidos na teoria de controle 6timo tem sido utiliza-
dos para resolver inimeros problemas de aplicagoes em fenomenos determina-

dos por equagoes diferenciais. No entanto, em muitas outras situagoes podemos
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nos deparar com fendmenos cujas as informagoes nao sao precisas e podem ser
modelados usando a teoria dos conjuntos fuzzy.

Diversos exemplos de modelos usando sistemas de inferéncia fuzzy do
tipo Mamdani podem ser encontrados em Barros e Bassanezi (2006); Silva
(2005). Em Santos (2008), o autor apresenta uma estratégia de controle envol-
vendo sistemas p-fuzzy. No entanto, vale ressaltar que a estratégia apresentada
por Santos (2008) néo consiste em resolver um problema de controle 6timo mas
sim apresentar um modelo que descreve o comportamento adotado na pratica
por agricultores. Nao adotaremos essa estratégia neste trabalho.

Assim como no caso deterministico, pode ser necessério exercer controle
sobre a dindmica de fendémenos modelados por sistemas baseados em regras
fuzzy. O objetivo neste trabalho é estabelecer e resolver problemas de controle
6timo, utilizando ferramentas da teoria fuzzy, em situagoes cuja subjetividade
estd presente na equacao que governa a variavel de estado. Isto é, vamos
apresentar como podemos aplicar a teoria de controle 6timo nos casos em que
a fungdo G da eq. 1.1 é determinada por um sistema de regras fuzzy com
inferéncia fuzzy do tipo Mamdani.

2. Controle 6timo deterministico

O mais simples problema de controle 6timo (Kamien e Schwartz, 1981)

é dado por:
t1
max/ flt, x,u)dt (2.4)
u t,
sujeito a CC%C =g(t,z,u) (2.5)
x(to) = x, fixo, x(t1) livre (2.6)

para t, e t1 especificados e sendo f e g fungoes continuamente diferenciaveis
em seus trés argumentos.

Vale observar que u(t) influencia o funcional objetivo diretamente, com
o seu proprio valor no funcional e, indiretamente, pela variavel de estado x(¢)
que esta no funcional objetivo e é governada pela equagao (2.5).

Admitindo que as funcoes que definem a dindmica e o funcional sejam
suficientemente suaves entdao o teorema fornece condigbes necessarias para se
obter a solugao de um problema de controle 6timo como estabelecido anterior-

mente.



150 Pereira, Cecconello & Bassanezi

Teorema 1 (Principio da otimalidade de Pontryagin — Kamien e Schwartz
(1981)). Se u(t) € U é um controle 6timo para o problema (2.4) - (2.6), entdo

existe uma fungao A(t) tal que:
fu+)\gu:0a x’:g(t,:v,u), /\/:_(fz+)‘g$)
para todo t € [t,,t1] com A(t1) = 0.

A fungdo A é chamada de fun¢dao multiplicadora.

A solugdo do problema de controle 6timo também pode ser obtida por
meio do método conhecido como programagao dindmica (Baumeister e Leitao,
2008). Tal método consiste em transformar o problema original de controle em
subproblemas de controle 6timo. A seguir descrevermos como a programacao
din&dmica pode ser utilizada para obtermos a solugao de problemas de controle
6timo.

Pelo principio de Bellman, para o problema (2.4) - (2.6) associamos a
fungao valor V : [0,T] x R — R definida por:

V(to, o) = sup{J(to, To, u, T,) : u € um controle admissivel }

no qual z, ¢é a solu¢do da equacao de restri¢ao para a fungao de estado u(t) e
condigao inicial z,.
Nessas condigoes, 4 é controle étimo para o problema (2.4) - (2.6) quando

temos

V(tm xo) = J(tm To, U, xﬁ)

Sob certas hipotese impostas as fungao f e g, e também & classe de
fungoes de controle u(t), é possivel garantir que existe uma funcao @(t) que
torna a igualdade anterior verdadeira. Mais do que isso, a funcao de controle

otimo @(t) possui a seguinte propriedade.

Teorema 2 (Principio de Bellman — Baumeister e Leitao (2008)). Se @ :
[to,T] — R & um controle 6timo para o problema (2.4) - (2.6), entdo a res-
trigao a|[t1,T] é um controle 6timo para o problema de J(t1,z1,u, z) sujeito a

restrigdo @’ = g(t, z,u) e 1 = x(t1).

Nas segoes seguintes, usaremos estes dois principios em métodos numé-

ricos para obtengao de solugoes para alguns problemas de controle 6timo.
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3. Controle 6timo fuzzy

Consideremos um sistema p-fuzzy constituido por uma equagao diferen-

cial J

o= Gh(a) (3.7)
no qual a fungdo G, (x) é definida a partir de um sistema baseado em regras
fuzzy. Por todo este trabalho, estamos considerando o método de inferéncia de
Mamdani e o centro de massa como método de defuzzificagao.

Nosso objetivo nesta seg¢ao é descrever como o processo de controle 6timo
pode ser aplicado quando se tem o campo de dire¢oes da equagao de estado
dado por um sistemas baseados em regras fuzzy.

E importante observar que no modelo deterministico a funcao de controle

u(t) é uma variavel independente da equagao de estado

dx
a = g(ﬂC, U),
ou seja, a fungdo u(t) determina, por meio de g(x,u), a variagao da fungao z(t).
Isso implica que a escolha de u(t) determina a solucao x(t).

Para manter a semelhanca com o caso deterministico podemos definir

um controle sobre o sistema continuo considerando a equagao

dz
— =gr(z,u
dt gr( )
no qual g,(z,0) = G,(x). Isto ¢, na auséncia de controle a dindmica do sistema
nao se altera e G,.(z) é determinada por uma base de regras.
A fungao g,(x,u), que determina a influéncia do controle u(t) sobre o
fenomeno modelado pelo sistema (3.7), pode ser definida de duas maneiras

distintas:

a) Acrescentando o controle u(t) por meio de uma expressao deterministica
como, por exemplo, g,(z,u) = [G,(z) — u]z ou g.(z,u) = G.(x) — uz,

dentre outras formas possiveis;

b) Acrescentando o controle u(t) diretamente como uma variavel de entrada
da base de regras que define a funcao G, (z). Neste caso, a regras assu-

miriam a forma:

Sex € Aewu € B entdo gr(z,u) € C.
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Se associarmos um funcional da forma
t1
J(u) = ¢(z(t1)) + / f(t,z, u)dt
to

como medida da performance de exercer o controle u(t) sobre a dindmica x(t),
entao podemos formular o problema de controle étimo de um sistema analogo
ao caso deterministico. Neste caso, o problema mais simples de controle 6timo

para sistemas p-fuzzy seria da forma:

t1

max flt,z,u)dt (3.8)
u to
d
sujeito a d—f = g-(t,x,u) (3.9)
x(tg) = m, fixo, z(t1) livre (3.10)

com ty e t; especificados e g,(z,u) determinada por uma das formas descritas
anteriormente.

Se compararmos com o problema deterministico definido pelas equagoes
(2.4) - (2.6), a tnica diferenga na formulac¢ao do problema de controle (3.8) -
(3.10) reside no fato de que a equagdo de estado (3.9) é definida a partir de
um sistema baseado em regras fuzzy. Assim, as condigOes necessarias para
existéncia de um controle étimo u*(t) para este problema acima sao semelhante

ao caso deterministico, dados pelo principio de Pontryagin.

4. Algumas aplicacoes

4.1. Controle do tipo I

Consideremos aqui uma populagao cuja dindmica populacional é descrita

por uma equagao diferencial

(ji—f =G, (x) (4.11)
no qual a fun¢do G, que descreve o crescimento é dada pela base de regras.

Conforme secao anterior, suponha que desejamos exerce um controle
u(t) nessa populagao cuja influéncia na sua dindmica populacional é dada pela
equagao

dx
i Gr(z) —ux (4.12)
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com z(0) = z, > 0 dado. Além disso, vamos assumir que o funcional que mede

a performance do controle u(t) é dado por

J(u) = /OT($2 + au?)dt,

com T > 0 fixo, e desejamos obter um controle %(t) que minimize o funcional
J.

Biologicamente, este problema poderia representar uma situagao em que
desejamos controlar alguma espécie de modo a deixar sua populagao no menor
nivel possivel levando em conta o menor gasto possivel com o controle para atin-
gir tal nivel. A variavel de controle u(t) neste caso representaria o percentual
de individuos que sao retirados da espécia em cada unidade de tempo.

De acordo com o principio da otimalidade de Pontryagin para obter a

solucdo 6tima u(t) devemos resolver o seguinte sistema

dx Az?
E—Gr<l’)—§, J)(O)—.’L‘O

(4.13)
B e

— = =2z — \GL(z) +

e AT) =0

200’

no qual estamos assumindo que a fungdo G, (x) possui derivada com relagao a
x.

Exemplo 1. Vamos considerar inicialmente que a a fungao G, () esta deter-
minada pela seguinte base de regras:

R;. Se x é baixo (B) entao G, (z) é alto (A);

Rs. Se x é médio baixo (M B) entao G, () é médio alto (M A);
Rs. Se x é médio (M) entdo G,(z) é médio (M);

Ry. Se x é médio alto (M A) entdo G,(x) é médio baixo (M B);
Rs. Se x é alto (A) entdo G,(x) é baixo positivo (BP);

Rg. Se x ¢é altissimo (At) entdo G,(x) é baixo negativo (BN).

cujos os termos linguisticos de entrada e de saida apresentados nas figuras 1 e

2, respectivamente.
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Grau de pertinéncia
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Figura 1: Conjuntos fuzzy dos termos Figura 2: Conjuntos fuzzy dos termos

linguisticos de entrada. linguisticos de saida.

Tomando z, = 10, T'= 10 e o = 6400, temos o controle exercido sobre a
dinamica populacional da espécie apresentada na figura 3, em que z(t) é o fluxo
da dinamica sem controle e Z(t) é o caminho 6timo uma vez exercido o controle
6timo sobre a populacao. Na figura 4 podemos observar comportamento do

controle 6timo obtido.

20 ——Com controle]
10| —Sem controle 01

0 1 2 3 4 5t5 7 8 9 10

Figura 3: Dinamica populacional com . .
Figura 4: Controle 6timo para a base de
e sem controle para a base de regras do

regras do Exemplo 1.
Exemplo 1.

O

Exemplo 2. Consideremos agora o caso em que a fun¢ao G, (z) é determinada

pela seguinte base de regras:

Ry. Se z é baixo (B) entdo G, (z) & baixo positivo (B,);

Ry. Se z é¢ médio baixo (M B) entéo G,(z) é médio positivo (Mp);
Rs. Se x é médio entdo (M) G,(x) é alto positivo (Ap);

R4. Se z é médio alto (M A) entdo G,(x) é médio positivo (M,,);
Rs. Se z é alto (A) entao G, (z) é baixo positivo (B,);

Rg. Se x é altissimo (At) entdao G,(z) é baixo negativo (By,);
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De acordo com Cecconello (2006), esta base de regras descreve uma
dindmica populacional com crescimento inibido.
Para uma simulagao numérica, consideremos os termos linguisticos de

entrada e de saida apresentados nas figuras 1 e 5, respectivamente.

---Com controle|
70 |—Sem controle

sor A/
20 ~—~Com controle]
10 —Sem controle

0 1 2 3 4 st 7 8 9 10

. . Figura 6: Dindmica populacional com e
Figura 5: Conjuntos fuzzy dos termos & tnamica popuiacionat com
. . . sem controle gerado pela base de regras
linguisticos de saida.

do Exemplo 2.

Na figura 6 temos a dindmica populacional com e sem controle do pro-
blema dado, com z, = 10, T' = 10, o = 6400.

O controle 6timo #(t) esta representado na figura 7.

0.45

0.4 1

0.351 1

0.3r 1

_ 5 0.25; 1
u(t) g, ]
0.151 1

0.1 1

0.051 §

O0 1 2 3 4 St 6 7 8 9

Figura 7: Controle 6timo para a base de regras do Exemplo 2.

Como podemos observar no gréfico, o controle exercido mantém a po-
pulagao aproximadamente constante até dois terco do periodo total do tempo
considerado enquanto que no um terco restante nao é mais vantajoso, em ter-
mos de custo, manter o controle com a mesma intensidade, uma vez que o

crescimento populacional ja nao acarretara prejuizos sobre o funcional. O
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4.2. Controle do tipo II

Consideremos agora o caso em que influéncia do controle sobre a diné-

mica determinada pela equagao diferencial

dz

— =G, 4.14
= Gu(a) (1.14)
é inserida por por meio da definicdo de uma nova base de regras. Isto é, a

funcao g,(x,u) da equagao
dx
% =9r (.’t, U)

é definida por regras do tipo:
Se z € Aewu e B entao g.(x,u) € C.

Suponha que desejamos controlar a dindmica populacional de uma es-
pécie com crescimento inibido. Entao, nessa situacao a dindmica populacional

possui propriedades tais como:

a) Existe uma capacidade suporte K, que limita a quantidade de individuos

da espécie no ambiente;

b) A funcdo G, (z) é decrescente em relagao a x e G, (z) — 0 quando z tende
a K;

c¢) A fungdo G,(x) é negativa se xz > K.

Para exercermos um controle sobre a dindmica populacional da espécie,
primeiramente precisamos levar em consideragao como a fun¢ao u(t) influencia
a dindmica populacional. Para simplificar, vamos considerar que o controle
influencia negativamente a dindmica populacional da espécie. Isto significa que
quanto maior for o controle menor é a variagdo na quantidade de individuos da
espécie.

Neste caso, a fungdo g,.(x,u) deve ser decrescente nas duas variaveis: na
primeira por influéncia do crescimento inibido; na segunda por influéncia do
controle sobre a dindmica populacional. Assim, uma base de regras satisfazendo

essas duas condicoes poderia ser a seguinte:
R;. Se x é baixa (B) e u é baixo (B) entdo g,(x,u) é alta (A);

Rs. Se x é baixa (B) e u é médio (M) entdo g,(x,u) é média (M);
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Rs.

Ry.

Rs.
Ry
Rg.

Ry.

R0

Rl

Ry2

Se x & baixa (B) e u é alto (A) ent@o g,(x,u) é baixa positiva (B,);

Se x ¢ média (M) e u é baixo (B) entdo g,(x,u) médio alto (M A);

. Se x é média (M) e u é médio (M) entdo g.(z,u) é baixa positiva (B,);

Se x é média (M) e u é alto (A) entdo g.(z,u) é baixa negativa (By,);

Se x & alta (A) e u ¢é baixo (B) ent@o g,(x,u) é baixa positiva (Bp);

Se x é alta (A) e u é médio (M) entao g.(z,u) é baixa negativa (By,);

Se x é alta (A) e u é alto (A) entdo g,(x,u) é média negativa (M, );

Se x & altissima (At) e u é baixo (B) entdo g,(z,u) é baixa negativa (By);

Se x é altissima (At) e u é médio (M) entdo g.(z,u) é média negativa
(Mn);

Se x ¢é altissima (At) e u é alto (A) entdo g,(z,u) é alta negativa (A,).

Assim como no caso deterministico, a variavel de controle u(t) &, inici-

almente, uma variavel independente da variavel de estado z(t). A dependéncia

entre u(t) e x(t) passa a existir quando desejamos otimizar o funcional que

mede a performance do controle. A simples escolha de uma funcao u(t) deter-

mina apenas qual é plano, ou politica, de controle que estamos adotando para

populagao.

Exemplo 3. Para ilustrar, consideremos que as fungoes que definem os termos

linguisticos da base de regras anterior sejam as apresentadas nas figuras 8, 9 e

10.

Grau de pertinéncia

e o
NS

o o
> &
o o
>

=
o
=

Grau de pertinéncia

4
NS

40 60 40 60
Populagdo Controle

Figura 8: Conjuntos fuzzy dos termos  Figura 9: Conjuntos fuzzy dos termos

linguisticos de entrada z. linguisticos de entrada wu.
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Figura 10: Conjuntos fuzzy dos termos Figura 11: Dinamica populacional ge-

rada pela base de regras do Exemplo 3
com controle u(t) = 12, t € [0, 10].

linguisticos de saida g,.

Suponha ainda que adotemos u(t) = 12 para todo ¢ € [0,10], isto &, a
politica de controle adotada é constante igual a 12. A dinAmica populacional
determinada pela base de regras para este escolha de controle esta representada
na figura 11.

Podemos ainda assumir a func¢ao u(t) = 0.52(t) como plano de controle
da populagao, isto é, em cada instante o controle é proporcional ao niamero de
individuos da populagao. Neste caso temos como resultado o comportamento

apresentado na figura 12.

80

701 — ]

60/ ~ 1

Ji(t) 501 b
40r b

301 7

---Com controle

20r —Sem controle | |

100 1 2 3 4 5 t 6 7 8 9 10

Figura 12: Dinamica populacional gerada pela base de regras do Exemplo 3 com
controle u(t) = 0, 5z(t).

O

O questionamento que surge entao é qual a melhor politica de controle
para a populacao devemos adotar dentre todas as escolhas possiveis de con-
trole. Para isto devemos levar em consideragdo um funcional para medir a

performance de cada controle u(t).
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Suponha que consideremos o problema de minimizar o funcional
T
J(u) = / (22 + au?)dt. (4.15)
0

Assim, estamos interessados em determinar qual politica de controle u(t) de-
vemos escolher de modo que o funcional tenha um valor minimo.

A solugdo numérica obtida pelo principio de otimalidade de Bellman
considerando a dindmica populacional dada pela base de regras do Exemplo 3

esté representado na figura 13.

10 —
o 1 2 3 4 5,6 7 8 9 10 Sem controle

0 1 2 3 4 Sf 6 7 8 9 10

Figura 13: Controle 6timo com dina- . . .

) Figura 14: DinaAmica populacional sem
mica dada pela base de regras do Exem- B
. controle z(t) e com controle Z(t).
plo 3 e funcional 4.15.

Na figura 14 esta representada a dindmica populacional para ambos os
casos: espécie controlada e nao controlada.

Para efeitos de comparagao a Tabela 1 apresenta os valores do funcional
4.15 para os controles u(t) = 12, u = 0,5z e o controle 6timo %(t) em que
gr(z,u) é dada pela base de regras da pagina (157).

Tabela 1: Valor do funcional J(u) para diferentes politicas de controle.

u(t) J

12 | 3.3852.10%
0,5z | 3.5728.10%
a(t) | 3.3399.10%

Em problemas de controle 6timo deterministico o comportamento do
controle 6timo obtido depende tanto da fungao de restricao g quanto do funci-
onal J. De maneira analoga, em problemas de controle 6timo fuzzy, o compor-
tamento do controle 6timo obtido depende tanto da base de regras que definem

a dindmica ¢, quanto do funcional J. Em Pereira (2013) podemos encontrar
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mais detalhes sobre problemas de controle 6timo em sistemas baseados em
regras fuzzy.

5. Métodos numéricos

Os principios de otimalidade de Bellman e Pontryagin fornecem as con-
di¢hes necessarias para se obter uma fungao controle baru(t) que otimiza um
dado funcional. Na pratica, as solugoes fornecidas pelos dois métodos sao ob-
tidas por meio de recursos computacionais uma vez que as equagoes podem
nao apresentar formulas explicitas para as solugoes. A seguir, descreveremos

os métodos usados para obter as solucoes apresentadas anteriormente.

5.1. Otimalidade de Pontryagin

De acordo com a teoria de Pontryagin as equagoes

H, =0
N = —[fat, 2, u) + Agz(t,z,u)], A1) =0 (5.16)

2 = glt,a(),u(®)), a(to) =

fornecem as condigbes necessarias para se obter o controle 6timo (t) e fungao
de estado Z(t) (Kamien e Schwartz, 1981; Frasquilho, 1995).

Dois problemas surgem quando desejamos resolver o sistema acima por
técnicas convencionais para solucao de problemas iniciais: primeiramente, a
equacao H, = 0 é uma equacao algébrica possivelmente envolvendo x(t), u(t) e
A(t) de modo que fixado t, estamos procurando por valores de x, u e A que sao
as raizes de H,. Em segundo lugar, as equacoes diferenciais ' e X envolvidas
devem satisfazer condigoes em tempos diferentes. Por um lado temos z(t,) = x,
enquanto que a fungao A deve satisfazer A\(t1) = 0.

Vamos supor aqui que seja possivel resolver a equagao algébrica H, =0
para u(t), isto é u(t) = L(¢,x,A). Com isso, podemos reescrever o sistema
apenas nas equagoes =’ e \

N =—[fo(t,x, L(t, 2, \)) + Mg (t, 2, L(t, 2, N))],  A(t1) =0
(5.17)
' =g(t,z(t), L(t,z,N), x(t,) =z,
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O método mais comum para resolver o sistema (5.17) é conhecido como
método do chute (Baumeister e Leitao, 2008). Tal método consiste nas seguintes

etapas:
a) Escolhe-se uma condigdo inicial A, para A(t);
b) Resolvemos o sistema (5.17) com A(t,) = Ao;
¢) Verificamos a condigdo A(¢;) = 0 da solugao obtida no passo anterior;

d) Caso a condicdo A(t1) = 0 seja satisfeita entdo a solucdo foi obtida e
nao ha mais o que se fazer. No entanto, se a condigdo A(¢1) = 0 néo
é satisfeita, entdo escolhemos uma nova condigao inicial A\, para A(t) e
repetimos o procedimento até que a condicao seja satisfeita.

Vale observar aqui que para obtermos a solu¢do do sistema (5.17) no
segundo passo do método do chute, em geral, escolhemos algum método numé-
rico para a solugao de equagoes diferenciais como, por exemplo, o método de
Euler modificado (Burden e Faires, 2000).

5.2. Otimalidade de Bellman

O principio de otimalidade de Bellman apresentado no teorema 2 é uma
poderosa ferramenta para se obter a solu¢do numérica de um problema de
controle 6timo.

Suponha que desejamos resolver o problema

T
max J(to,xo,u,x)/ ft,x,u)dt (5.18)
dx
sujeito a i =g(t,z,u) (5.19)
x(0) = z, fixo, z(T) livre (5.20)
Entao, inicialmente fazemos uma particao {t, =0<t; <ta <...,t, =T} do

intervalo [0,7] e resolvemos o subproblema

T
max/ ft,x,u)dt (5.21)
u tn—l

sujeito a d— =g(t,z,u) (5.22)

2(tp—1) = Tp—1 fixo, x(T) livre (5.23)
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Em geral, assumimos que a fungéo u(t) é constante em cada subintervalo
[ti, ti+1] de modo que otimizar o problema acima torna-se equivalente & resolver
um problema de otimizagao de fungao de uma variavel real. Seja %,,_1 0 controle
otimo para (5.21) - (5.23), Z(t) a solucao da equagao de estado correspondente
e J(Z,U,_1) o valor 6timo do funcional. E importante ressaltar que o valor
i, _1 depende da condicao inicial xz,_1 da equagao de estado e vamos enfatizar
isto denotando por @,—1(x,—1).

O passo seguinte da rotina para se obter a solugao é resolver o subpro-

blema de controle 6timo

tn—1
maX/ [tz w)dt + J(Z, tn—1) (5.24)
u b o
- T
sujeito a i g(t,z,u) (5.25)
x(tp—2) = Tn_2 fixo, x(t,—1) livre (5.26)

encontrando assim o controle 6timo 4, —2(x,—2). Pelo principio da Otimalidade

de Bellman a fungdo @ : [t,—2, 7] — R definida por

Up—1 se te [tn_l,T]
a(t) = (5.27)

Un—2 se te [tn727tn71)

é uma aproximacao para o controle 6timo @ : [t,—2, 7] — R.

Para obtermos uma aproximagao o controle 6timo @ : [0,7] — R, pro-
cedemos de maneira analoga em todas as parti¢bes do intervalo [0,7]. Essa
aproximacao serd melhor conforme consideramos mais elementos na particéo.

6. Conclusao

Os sistemas baseados em regras fuzzy. frequentemente servem como uma
primeira aproximagao de modelagem matematica de fenémenos envolvendo pro-
cessos variacionais. Assumindo que as fungoes que definem a dindmica do
fenémeno modelado satisfazem certas condigoes, mostramos como a teoria do
controle 6timo pode ser aplicada para controlar sistemas baseados em regras
fuzzy.

Como mostramos na se¢do 3, podemos considerar a influéncia do con-
trole na dindmica que descreve o fendomeno modelado de duas formas diferente:

controle do tipo I e tipo II. No primeiro caso, a dindmica é determinada por
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um sistema baseado em regras fuzzy e a influéncia do controle sobre a dinAmica
é por uma expressao deterministica. No segundo caso, o controle influencia a
dindmica por meio de uma base de regras.

Exercer controle sobre dinamicas defenidas por base de regras fuzzy
abrem uma perspectiva de aplicagoes em modelagem de fendmenos em diversas
areas. Por exemplo, os controles do tipo I podem ser aplicados em modelos
que descrevem o controle de recursos naturais, como a captura de peixes por
exemplo. Neste caso, a dindmica populacional que descreve a quantidade de
individuos pode ser modelada por uma base de regras enquanto que a captura
influencia tal dindmica de maneira deterministica - a quantidade de peixes
capturados por unidade de tempo.

Por outro lado, a influéncia de uma politica de controle de pragas na
agricultura esté sujeita a diversos fatores que dificultam a modelagem determi-
nistica. Em outra situagao, quantificar a influéncia de politicas de vacinagao
sobre uma populagao pode ser melhor aproximada considerando modelagem
por sistemas baseados em regras fuzzy. Em ambos os casos, tal influéncia pode
ser capturada por meio de um sistema baseado em regras fuzzy no qual temos
o controle como uma variavel de entrada deste sistema, como apresentamos na

secao 4.2.
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