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Resumo. O presente trabalho tem por objetivo aplicar a teoria de conjun-
tos fuzzy a modelos de predigdo (inferéncia) de dados. O modelo utilizado
baseia-se em relagoes fuzzy em espacos continuos, e a analogia com a inferéncia
bayesiana E feita reinterpretando implicagoes fuzzy que aparecem no processo.
Entretanto, sdo apenas analogias conceituais: o presente trabalho nao lida com
nenhuma distribui¢do de probabilidades. A metodologia proposta é utilizada
com o objetivo de tornar mais precisa a previsao de um especialista, levando
em conta um registro histérico sobre o problema, ou seja, melhorar a previsao

do especialista levando em conta o que ocorreu com as previsoes anteriores.
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1. Introducao

O presente trabalho utiliza o método proposto em Lapointe e Bobée (2000),
que tem por objetivo melhorar a previsao fornecida por um especialista uti-
lizando um registro histérico, de forma a também levar em conta o que ocorreu
com as previsoes anteriores (Bacani, 2012).

Dessa forma, tem-se como objetivo propor um modelo matematico que
“capte” o conhecimento do especialista e, se possivel, melhore as previsoes feitas

por ele. Isso sera feito utilizando um registro historico que contém informagoes
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sobre as previsoes anteriores do especialista e as medidas correspondentes. De-

signando:
e X: Varidvel que se pretende prever (temperatura, por exemplo)
e Y Previsao da variavel X, fornecida por um especialista,

pretende-se melhorar a previsao Y sobre a varidvel X, levando em conta o
registro historico.

Usualmente em tais problemas utiliza-se um modelo equivalente obtido
através da teoria de inferéncia bayesiana. Algumas das vantagens metodo-

logicas do método proposto, se comparado ao modelo equivalente bayesiano:

e Uma solucao analitica pode sempre ser obtida no caso fuzzy, conforme o
teorema 1. Isso nem sempre ocorre no caso bayesiano, pois muitas vezes
é preciso realizar aproximacoes numéricas de integrais, o que nao ocorre

no modelo fuzzy;

e Ao lidar com poucos dados, o método bayesiano requer modelos dema-
siadamente especificos cujos parametros precisam ser precisamente esti-
mados. Por outro lado, na abordagem fuzzy, pouca informagao, muitas

vezes, é suficiente para obter modelos satisfatérios.

Os primeiros trabalhos que foram na diregao do artigo de (Lapointe e Bobée,
2000) datam dos anos 70, a partir de questionamentos do préprio Zadeh (criador
da teoria de conjuntos fuzzy) que foram levados adiante por (Nguyen, 1978)
e (Hisdal, 1978), estabelecendo sempre uma relagdo com a teoria de probabi-
lidades. Talvez o primeiro trabalho a observar o problema como a resolugao
de equagoes relacionais fuzzy foi feito por (Bouchon, 1987), que (assim como
(Lapointe e Bobée, 2000)) observa uma implicagdo fuzzy como uma relagao

condicional entre o antecedente e o consequente do modus ponens.

1.1. Fundamentos Tedricos
1.1.1 Inferéncia Bayesiana

A realizacao de previsao utilizando a metodologia bayesiana é frequente-
mente utilizada em problemas em que ha informacao histérica escassa ou inutil
no momento que a previsao inicial é necessaria.

Seja y uma variavel aleatdéria com funcgao de densidade f, caracterizada

por um pardmetro desconhecido xz. Escreve-se essa densidade como f(y|z)



Modelos de predigao utilizando logica fuzzy: uma abordagem... 119

para indicar que a distribuicao de probabilidades depende do valor de . O
pardmetro x é uma varidvel aleatéria com fungdo de densidade ho(z), que é
chamada a densidade prior: de z. Esta distribuigao de probabilidades mede a
informacao subjetiva (ou “grau de confianga”) sobre o valor de z.

Em uma situagao de previsao, suponha que a estimativa inicial de x é dada
como uma distribuigdo de probabilidades hg(x), e que a informagdo subse-
quente sobre o fenémeno é obtida na forma de uma variavel aleatoria y, cuja
distribui¢do de probabilidades f(y|z) (chamada de fungdo de verossimilhanga)
depende de x. A nova estimativa de z serd na forma de uma distribuicao re-
visada, hq(z]y), chamada distribuicdo posteriori. Se as varidveis aleatérias x e
y forem continuas, pelo teorema de Bayes(Montgomery, 1976, p. 241):

fyle)ho(z) —  f(ylz) ho(x)

hl(l“y):fxf(y‘x)ho(x)dx_ gy) v

A distribuicao posteriori hj(z]y) pode ser vista como um “acordo formal”
entre a verossimilhanga f(y|z), que resume a evidéncia nos dados por si s,
e a distribuigao priori ho(z), que resume as evidéncias externas que sugerem

frequéncias maiores.

1.1.2 Distribuicoes de possibilidades

Neste trabalho escolhe-se por representar conjuntos fuzzy como distribuigoes
de possibilidade, pelo fato de ser mais diretamente comparada a teoria de pro-
babilidades que conjuntos fuzzy. Isso se deve ao fato da teoria de possibilidades
propor (como probabilidades) fungoes associadas a conjuntos que quantificam
a incerteza de eventos(Dubois et al., 1997).

Pode-se enxergar uma distribuicao de possibilidades como uma representa-
¢do da funcdo de pertinéncia px de um conjunto fuzzy X (Zadeh, 1978). A
distribuigao de possibilidades de uma varidavel X, que toma valores em um
conjunto universo U, é portanto, uma fungdo de U em [0,1], denotada por

7Tx(~).

1.1.3 Relagoes fuzzy

Definicao 1.1 (Relagao fuzzy) Uma relagdo fuzzy R sobre Uy xUsx---x U,
€ qualquer subconjunto fuzzy de Uy X Us X -+ X U,. Assim, uma rela¢do fuzzy

R ¢ definida por uma fungao de pertinéncia o : Uy x Uy x -+ x U, — [0,1].
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Definicao 1.2 (Regra da composicao) Sejam U eV dois conjuntos, F(U)
e F(V) as classes de subconjuntos fuzzy de U e V' respectivamente, ¢ R uma
relagao fuzzy sobre U x V. A relagdo R define um funcional de F(U) em F(V)
que, a cada elemento A € F(U), faz corresponder o elemento B € F(V) cuja

funcao de pertinéncia ¢ dada por
¢5(y) = sup {pR(,y) A pa(e)} = sup {min (pr(@,9), pa(@)}.  (2)
xzeU zeU
Esta expressdo é conhecida como regra da composi¢ao.

Trocando o operador A por uma t-norma 7" = /\ arbitriria, a regra de

composigao (Def. 1.2) toma a forma:
e5(y) = sup {9R(2.9) & pale)} = sup {T (pr(@.9) ea(®) ). (3)

onde <p£ ¢é a funcao de pertinéncia de uma implicacdo fuzzy, que é uma regra
que leva valores de pertinéncia do conjunto A em valores de pertinéncia de B.
Pode-se denotar, portanto, esta implicagdo por (94 = ¥B).

Existem algumas complica¢oes na obtengao de ¢x, pois 0s mesmos conjun-
tos A e B resultam, em geral, duas relagoes fuzzy distintas, caso se utilize duas
t-normas distintas. Isso faz com que ela seja denotada por ga%, em fungao da
t-norma 7.

Supondo que os conjuntos A e B sejam dados, é possivel que exista mais
de uma solugao @77; para a equacao (3), e, como critério de escolha, busca-se

comumente a solu¢do maximal (a “maior” solugao).

Definigao 1.3 (Solugido maximal) Seja B5 uma relacio solugdo de um pro-

blema relacional fuzzy. Se ocorrer que
VeeUyeV, prlz.y) 2 ¢r(z,y),
para toda solu¢ao gp%, entao @77% € a solugao maximal do problema em questao.

Um dos principais resultados tedricos deste trabalho é o Teorema 1, enun-
ciado abaixo (ver (Barros e Bassanezi, 2010, p.176)). E ele que permite obter

a solucio ¢k (7,y) da equagdo 3 de forma analitica.

Teorema 1 (Existéncia da solugado) Seja a equagao relacional fuzzy (3):

e1(y) = sup {T (oh(2,y), pal2))}
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Dada uma t-norma T e os conjuntos fuzzy A € F(U) e B € F(V), a relagao
R em (U x V), que é solugio maximal' do problema acima, tem funcdo de

pertinéncia dada pela erpressao:
pr(@,y) =sup{z € [0,1]: T (2, pa(@)) < @)} = ¥r (pal), e5(Y)).
onde Yr(a,b) =sup, {z € [0,1]: T (2, a) < b}

Demonstragao. A prova é encontrada em (Pedrycz, 1982).

Neste trabalho foram utilizadas duas t-normas: a do minimo (A) e a do
produto (-). Para estes dois casos particulares de t-norma, o teorema 1 toma a

seguinte forma:
Coroldrio 1 (Solugao para t-norma do produto) Se T =produto,

b0 (oa@rpa) = { o) e P

. x), =

ORPALEREBIT =R 280 o @) 2 on ()
pa(w)

Corolario 2 (Solugao para t-norma do minimo) Se T'=minimo,

1 se pa(z) < oB(y)
eB(y) sewa(z) > vp(Y)

Y (pal@), eB(y)) = {

2. Metodologia

2.1. Regra de composicao/Analogia com a inferéncia baye-

siana

No método proposto, pretende-se obter informacgoes sobre a variavel X com
base em Y, uma previsao de X. Ao observar este problema a partir de relacoes
fuzzy (eq. 3), que obtém informacées sobre o conjunto B com base em in-
formagdes sobre A através da implicac¢do (o4 = ¢p), no problema em questao
esta implicagdo torna-se (Y = X).

Representando X e Y como as distribuigoes de possibilidade 7x = ¢p e

4

Ty = @4, a implicagao torna-se “my == mx”. Como implicacoes sao proposi-

¢oes légicas condicionais do tipo “Se p entao q”, é possivel denotar a fungao de

1Se num problema de relagdes fuzzy houver uma tinica solucio, esta solugdo é a maximal.
Portanto, se ndo houver solucdo maximal possivel, ndo existe solucdo para o problema em

questao.
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pertinéncia da relagao fuzzy cp% como a distribuicao condicional de possibilida-
des wgr(ly, pois representa o conhecimento sobre a varidvel X dada condicionada
& informagdo sobre a varidvel Y. Reescrevendo a férmula (3) em fungéo das

distribuigoes de possibilidades, tem-se:
mx (x) = sup {W;@W(fﬁly) A WY(y)} = sup {T (Wﬁ\y(wly), 7TY(:U))} Y
Observando a equagao da distribui¢ao conjunta de probabilidades,
Pxy(z,y) = Px)y(zly) - Py (y),

e comparando seu lado direito com o termo “mx |y (z|y) A 7y (y)” da equagao
(4), define-se

hy (@ y) = 7y (@ly) By () =T (75 (2ly). 7 ) (5)

como a distribuicdo conjunta de possibilidades de X,Y. De forma andloga,
pode-se também definir

7E @) = L) A (@) = T (a o) mx(@) . (6)

é importante notar que as distribuigoes probabilisticas foram trocadas pelas
andlogas possibilisticas (fuzzy) nas equagoes (5) e (6), e o operador de produto
foi trocado por uma t-norma T arbitraria.

Agora, observando a equagao da distribuicdo marginal de possibilidades da

variavel aleatéria Y:

Py (y) = / P(ylz) - Px(a) da,

x

e substituindo o operador de integral em y por supremo em y e comparando

com a equagao (4), pode-se designar
v (y) = sup {T (myx (yla), mx (2)) } = sup {7% y (2,9}, (7)

como a distribui¢ao marginal de possibilidades de Y. ﬂg‘x(ym) é a distribuicao
condicional de possibilidades de Y dado X, segundo a t-norma T = A.

As interpretaces da funcdo de verossimilhanca e das distribuicées priori
e posteriori tém neste trabalho o mesmo significado que no caso bayesiano
(Segéo 1.1.1).
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(priori) ho(x) ; ‘
hi(x|y) (posteriori) (priori) wx (T
(verossimilhanga) f[y\.v) z x(x) W’l‘"{ (I‘U) (posteriori)
i Xy 1 "
(verossimilhanga) ITY‘X(y“I)
(a) Processo de inferéncia bayesiano. (b) Processo proposto.

Figura 1: Analogia entre os processos de inferéncia bayesiano e o proposto.

Dessa forma, os dois padroes de inferéncia sao analogos, conforme a figura

Nota-se também que na presente abordagem a priori 7(z) e a funcao de
verossimilhanga 7(y|z) nao dependem da t-norma T, pois suas expressoes sao
obtidas a partir do registro histérico em maos. Para um conjunto de dados de

exemplo, explica-se como obté-las na secao 3.1.

2.2. Obtendo a distribuicao posteriori

Como sera visto adiante, existem duas formas possiveis de se obter a dis-
tribuicdo posteriori 77 (x|y). Com base em alguns argumentos, apenas uma
das duas formas sera escolhida.

2.2.1 Forma 1: Utilizando a Regra de Composicao

Lembrando que a equagio (4),

Condigao 1: 7(z) = sgp {T (7" (z|y), =" (y)) } , (8)

é apenas uma reinterpretagao da equagao relacional (3), pode-se, utilizando o

Ty).
Assim, é possivel obter a primeira féormula para a distribuicdo posteriori,

teorema 1, determinar 77 (z|y) em funcdo de m(z) e w

denotada por 77 (x|y):
i (zly) = vr (77 (y), 7(2)) - 9)

2.2.2 Forma 2: Forgando a consisténcia da distribuicao conjunta

Procura-se por solugoes em que haja consisténcia entre as duas formas de

definir a distribui¢do conjunta, ou seja, que as egs. (5) e (6) sejam iguais:

Condigdo 2: Va,y, T (r"(z|y), 7" (y)) = T (v(ylz),w(z))  (10)
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As distribuicoes posteriori 77 (z|y) que satisfazem a condicdo 2 (eq. 10)

acima, sao os elementos “z” do conjunto

{z ef0,1]: T (z,ﬂT(y)) = T(ﬂ'(y|z),7r(x))} ) (11)

Como se procura apenas pela “maior” posteriori (ou solu¢ao maximal, no
contexto de relagoes fuzzy), toma-se o supremo entre as solugdes do conjunto

definido na eq. 11 acima (ou seja, toma-se supremo em z), de forma a obter z:
z=sup{z€[0,1]: T (27" () = T (x(yla). 7())}
e, pela pela monotonicidade da t-norma T (Lapointe e Bobée, 2000, p. 128),

z =sup {zel0,1]: T (z,ﬂ'T(y)) < T (n(ylz),m(x))} . (12)

Representando o conjunto da equacao 12 acima através da notacao do teo-
rema 1:

z2=1r (77 (y), T (n(ylz), n(z))) . (13)

A equacdo 13 permite obter a “maior solugdo” z utilizando o mesmo teo-

rema 1 que foi utilizado na “forma 1”7 (se¢do 2.2.1), pois ambas estdo definidas
utilizando o conjunto Y.

Assim, a eq. 13 é a segunda forma de se obter a distribui¢ao posteriori:
3 (2ly) = ¥r (7" (y), T (z(yla), 7 (x))) - (14)

2.2.3 Escolhendo entre as duas solugoes

Duas formas de obter a distribuigdo posteriori 7(z|y) foram obtidas, res-
pectivamente 71 (x|y) (9) e 73 (z]y) (14), ambas em fun¢io do conjunto r
(teorema 1).

A escolha entre as solugoes 71 (z|y) e 71 (x]y) leva dois fatos em conside-
ragao:

1. Conforme a observagao abaixo, nem toda posteriori obtida através da
“Forma 17, ou seja, que satisfaga a condigio 1 (eq. 8) satisfaz a condicao
2 (eq. 10);

2. Por outro lado, mostra-se (teorema 2) que toda posteriori obtida pela
“Forma 2”, ou seja, que satisfaca a condigao 2 (eq. 10) satisfaz também

a condicao 1 (eq. 8).
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Observagao: Uma posteriori 7{ (z|y) dada pela eq. 9, solucio maximal que
satisfaz a condi¢do 1 (eq. 8), em geral, nao satisfaz a condigdo 2 (eq. 10).

Mostra-se este resultado através de um contra-exemplo:

Suponha a t-norma do produto, e a posteriori 7r (m\y) dada pela eq. 9,

que por construgdo satisfaz a condigdo 1 8. Seja 7 7r1 (m|y) tal que:
L Vz,y, 7(z) > 7 (y) >0
2. Existe Z tal que, Yy, n(z) > 7 (z,y)

Aplicando o corolério 1 & equagao 9 (e usando o item 1 acima), obtém-se

uma distribuigdo posteriori continua:

w1 (@ly) = 2O

Resta saber se a d1str1bu1§a0 posteriori 7r( )(x|y) satisfaz a condigao 2

(eq. 10). Aplicando # 7r1 ( |y) no ponto Z no lado esquerdo da condigao 2,
T (75 (aly), “<y>) O@aly) - 7O w)
7 (5 el 700) = (2505 ) 70w = (@) > 7O @)

Entao T <7%§')(x|y), 71'T(y)> # 70 (z,y) para algum x, ou seja, a con-
digao 2 (eq 10) ndo foi satisfeita. Dessa forma, foi obtida uma poste-
riori 7r1 (x|y) que satisfaz a condi¢do 1 (eq. 8) mas que néo satisfaz a

condicao 2 (eq. 10).

Teorema 2 Uma posteriori 74 (x|y) dada pela equacgao (14), solu¢do mazimal

que satisfaz a condi¢ao 2 (eq. 10), sempre satisfaz a condigdo 1 (eq. 8).

Prova: 1 Demonstragio: Suponha w} (z|y) uma distribuicdo posteriori dada

pela eq. 14. Por construgao ela satisfaz a condigao 2 (eq. 10):
T (m3 (zly), 7" (y)) = T (n(yla), m(x)) = 7" (2,y)
Tomando supremo em y e substituindo m(x) = sup, {FT(Jc,y)} (eq. 7),
up {T (73 (zly), 7" (1))} :Sgp{ﬂT(w,y)}

sup {T (73 (zly), =" (y))} = n(x),

donde se conclui w3 (x|y) satisfaz a condi¢io 1 (eq. 8).
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Escolha pela “Forma 2” de obter a posteriori:

Com base na observagdo acima e no teorema 2, escolhe-se obter sempre
a distribuicdo posteriori através da “Forma 2”7 (eq. 14). Denota-se, entdo, a
I

partir de agora 73 (z|y) = 7T (x|y), ou seja:

w(zly) = ¥r (77 (), T (n(yle), 7(x))) . (15)

onde Y7 (a,b) =sup,cp 1) {z: T (a,2) < b}

A seguir, sao obtidas as distribuigoes posteriori de possibilidade acima
para os casos particulares de t-norma do produto e minimo, respectivamente,
70 (z]y) (corolario 1) e 7 (z|y) (corolario 2).

Posteriori 7()(z|y), t-norma=produto:

Aplicando o coroldrio 1 para w4(z) = 70 (y) e ¢p(y) = 7(y|z) - 7(x),

1 se 70 (y) < 70 (z,7)
7O (aly) =14 n(ylz) - 7(z)
7 (y)

Como Vz,y tem-se que pela eq. (7), 70 (y) = sup, {7 (z,y)} > 7O (z,y). As-

se 700 (y) > 70 (,y)

sim a parte onde a posteriori vale sempre “1”¢é descartada, logo:

s Tgle) - 7(@)
Posteriori 7™ (z|y), t-norma=minimo:

Aplicando o coroldrio 2 para w4 (x) = 7" (y) e pp(y) = 7(y|z) A 7(z),
1 se 7N (y) < 7 (z,y)

M (zly) =
“ =\ mle) A me) so 1) > 1 a,)

Da eq. (7), conclui-se que 7™ (y) > 7" (z, 7). Dessa forma:

1 se 70V (y) = 7 (x,y)

M (zly) =
T =\ mple) A mte) se 1)

17
7N (z,y) "

Y

Comparacao entre o processo de inferéncia proposto o bayesiano:
Conclui-se que, para o caso particular de t-norma do produto, a distribuicao

posteriori 7() (z]y) solucio assume a forma (eq. 16):

m(yle) 7 (x)
sup, {m(y|) w(z)}’

) (aly) =
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onde 7(x) é a distribuicdo priori e w(y|z) a verossimilhanga. Nota-se a clara

semelhanca entre esta expressao e a posteriori hi(z|y) do caso bayesiano (eq. 1):

) he(a)
M) = T ) hole) d”

onde hg(z) é a priori e f(y|z) a verossimilhanga. Deve-se ressaltar a correspon-

déncia entre a distribuicdo priori (w(z) ~ ho(z)) e verossimilhanca (7(y|x) ~
f(y|z)) nos dois casos, o que permite notar mais claramente a analogia das

duas metodologias, conforme o ilustra a figura 1.

2.3. Resumo das equacgoes da metodologia

Com o objetivo de facilitar a consulta, as equacgoes utilizadas na metodologia

sao reproduzidas a seguir.
' (z,y) =T (n(ylz), (z)) (18)

7 (y) = sup {7"(z,y)} = sup {7 (w(ylz), m(2))} (19)
7O aly) = | | (200)

) (aly) = (20b)

3. Exemplo

Nesta segdo, as equagoes da metodologia (segdo 2) serdo aplicadas a um
conjunto de dados de exemplo, com o objetivo de ilustrar a metodologia pro-
posta. Obtém-se, para um conjunto de dados de exemplo, as fungoes necessarias
para a aplicacdo do método: a distribuigao priori 7(z) (segdo 3.1.1) e a funcao
de verossimilhanca 7(y|z) (secdo 3.1.2). A distribuigdo posteriori é obtida na

secao 3.2, para a t-norma do minimo (eq. 17) e produto (eq. 16).

3.1. Obtendo a priori e a verossimilhanga a partir do re-
gistro histoérico

A se¢ao 2 dedicou-se a motivar a natureza do processo de inferéncia abor-

dado, e a obter expressoes analiticas em funcao da t-norma T para a distribuicao
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posteriori. Falta agora aplicar estas expressoes para a posteriori comportam-se
a algum registro histérico de exemplo e, a partir disso, obter a distribuigao
priori w(z) e a verossimilhanga 7(y|x). Por fim, a partir dessas duas obtém-se

a posteriori.

3.1.1 Distribuigao priori

Uma vez que esta a priori representa o comportamento da variavel X do
problema independentemente da previsao Y, a informacao sobre quais valores
s@o relevantes para a varidvel X (e com que pesos) pode ser fornecida, por exem-
plo, por um histograma. Escolhe-se um numero fuzzy trapezoidal para modelar
a fungao de pertinéncia de 7x (), entdo é preciso os pardmetros (a, u, v,b) na
equagao (21):

% sea<z<u
1 seu<zxz<w
trapez(a,u,v,b)(x) = (o—b) (21)

— sev<xz<b

0 caso contrario

Suponha que se tenha disponivel a informagao sobre a ocorréncia dos valores
da varidvel X, e seja possivel construir um histograma utilizando estes dados.
A quantidade e o tamanho das barras do histograma foram ajustadas de forma
Otima pelo programa utilizado. Informacgoes importantes também podem ser
obtidas a partir de um histograma cumulativo, que mostra de que forma o total
de valores estao distribuidos. O histograma usual e o cumulativo para os dados

de exemplo sao mostrados a seguir na figura 2:

6o

Nimero de observacdes
L I

Percentual de observacdes até 'x'

il

T T 1 o T T T T 1
10 12 0 4 6 10
Valores da varidvel X

6 8
Valores da variavel X

Figura 2: Histograma usual (& esquerda) e cumulativo (& direita) da varidvel

X, usados para obter a distribuigao priori 7x (z).

Um histograma cumulativo pode servir de grande ajuda, pois informa mais
facilmente o quanto cada uma das barras contribui na quantidade total de

pontos. Para obté-lo, é preciso escolher os parametros a, u, v € b de acordo
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com a equagao (21). Observando o histograma cumulativo da figura 2, nota-se
que a maior quantidade de valores (o maior salto do histograma cumulativo)
ocorre entre os valores X = 5 e X = 8 (40% dos valores estd neste intervalo,
pois a porcentagem varia de 40 a 80%).

Assim, escolhe-se que u = 5 e v = 8. De forma a englobar os outros valores,
escolhe-se a = 2 e b = 10. Entao, a distribuic¢ao priori, mx (x), é descrita pelo
nimero fuzzy trapezoidal de pardmetros (2,5,8,10). Substituindo o valor na

equagcdo (21), obtém-se:

@ se2<x<hH

1 seb<zr<8

wx(x) = trapez(2,5,8,10)(z) = 1 , (22)
1072 se8 < a <10
0 caso contrario

3.1.2 Funcgao de verossimilhancga

Previsao Y
10+

. y=3z+2

T y=le+2

I L L L I Medida X

Figura 3: Gréfico X xY', utilizado para obter a funcao de verossimilhanga 7y x

Levando em consideragao que este conjunto representa a relagao entre as
medidas X e as previsoes Y do problema, os parametros sao obtidos a partir
de andlises de um grafico X x Y, de forma que cada par ordenado (z*,y*)
corresponde a medida x* e sua previsao y*.

Para obter os parametros do conjunto 7y | x a partir da figura 3, é necessdrio
o ajuste linear de minimos quadrados dos dados e duas retas-limite (uma infe-
rior e outra superior, em tracejado) que englobam os pontos experimentais.

As citadas “retas-limite” da figura 3 s@o obtidas aumentando ou diminuindo
o coeficiente linear do ajuste linear até que se consiga englobar todos os pontos
experimentais, e, em seguida, fornecer maior ou menor “folga” conforme a

qualidade do ajuste linear (quanto melhor o ajuste, menor a folga).
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As retas-limite definem na verdade o suporte da funcao de verossimilhanca.
Isto significa que somente os pares (z,y) que estiverem entre as duas retas pon-
tilhadas tém possibilidade (valor de pertinéncia da verossimilhanga) positivos.
Pela figura, conclui-se que os pares que tém maior possibilidade (que tém pos-
sibilidade “1”) sdo os que pertencem ao ajuste linear do grafico. Entao modelar
a verossimilhanga pode resumir-se a determinar (1) as fronteiras (inferiores e
superiores) de valores relevantes e (2) quais os valores de maxima possibilidade.
Pode-se utilizar portanto um numero fuzzy triangular, que é simplesmente um
nimero fuzzy trapezoidal (eq. (21)) com u = v (ou seja, com um tnico valor

que tém pertinéncia “1”), de forma que:

1. As retas-limite superiores e inferiores da figura 3 forem os limites superi-
ores e inferiores do nimero fuzzy triangular (respectivamente a e b) em

questao;

2. O ajuste linear da figura 3 corresponda ao valor méximo do nimero

triangular u.

Um nimero triangular genérico é dado pela equacao:

(Z:Z) sea<y<u
triang(a,u,b)(y) = (Z:Z) seu<y<b (23)
0 caso contrario.

Dessa forma, pode-se definir a fungao de verossimilhanga a partir de in-

formagoes de um grafico. Para este exemplo, substituindo u = %x +2,a=5+2

e b = x + 2 no ntimero fuzzy triangular genérico (eq. 23), obtém-se?:

3-3022 sey-—2<a<3(y-2)
myix (W) =382 1 se 3(y—2)<a<3(y-2). (24)
0 caso contrario

3.2. Posteriori para caso particular de previsao

Suponha que o especialista informe sobre a varidvel X a previsao Y = 4.
Deseja-se obter a distribuicao posteriori de X dada essa informacao, para a

2Como nesta aplicagio recebe-se sempre um valor de y e se trabalha com uma fungio de

z, na eq. (23)isola-se os intervalos da expressdo em termos da varidvel x.
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distribuigao priori e a fungao de verossimilhanga obtidas no caso particular de
registro histérico (egs. (22) e (24), obtidas na se¢ao 3.1).
A funcao de verossimilhanca 7y x (y|z) (24), para a previsao y = 4 fica:
3— g se2<x<3
Ty x(dlz) =98 -1 se3<z<6 . (25)

0 caso contrario

Figura 4: Gréfico da fungao de verossimilhanca 7y |x (y|z), para o caso parti-

cular de previsdo (eq. 25).

A fungéo de verossimilhanca, eq. (25), pode ser vista como: dada a previsao
Y = 4, os valores que se espera para a variavel X estdo em torno de X = 3
(que é o valor com maior grau de pertinéncia). A distribuigido dos valores em
torno de X = 3 nao ¢ simétrica, pois a esquerda tem-se um intervalo de valores
com pertinéncia maiores que zero (entre 2 e 3) menor do que a direita (entre 3
e 6). Nota-se também que o crescimento (entre 2 e 3) e o decrescimento (entre
3 e 6) ocorrem de forma nao linear.

Conforme a secao 1.1, a distribuicao posteriori pode ser vista como um
“acordo” entre a informacgao da funcao de verossimilhanca e a da distribuigao
priori. Para a previsao Y = 4, a verossimilhanca de Y (eq.25) informa que o
valor de X esperado é em torno de 3, com uma maior tolerancia para valores
maiores do que para menores que 3. Mas qual a relevancia destes valores com
relacdo & varidvel X, ou seja: qual sua relevancia com relacdo a priori? Por
exemplo, de acordo com a verossimilhanga, o valor mais relevante é X = 3.
S6 que este valor ndo é tao relevante (no sentido de comum, frequente) para a
varidvel X, pois mx(3) = 1/3 (eq. 22). Entao, pode-se dizer que dificilmente o
valor X = 3 seria o mais relevante da distribuicao posteriori 7x |y (z[4), pois o
citado “acordo” que origina a posteriori deve levar em consideragao a relativa

baixa relevancia deste valor para a distribuicao priori.
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A seguir, sao realizados os calculos da distribuicao posteriori para os dois
casos de t-norma.
3.2.1 Posteriori em Y=4, t-norma=produto (-)
Definigoes da distribuicao priori e da funcao de verossimilhancga

De acordo com eq. (22) e (25):

@ se2<x<bh 3—% se2<z<3
1 se5<x<8 Tyix(4lz) =% -1 se3<z<6
Tx(2) =4 4o -
(10—=) 0 caso contrario

S se8<x <10

0 caso contrario
i. Obtendo a distribuicao conjunta

Partindo da férmula (18):

&x”“ se2<x<3
mxy(z,4) = mx(z) - Ty x (4a) = ¢ ZEHBIm12 g0 3 <y <5 (26)
81 seb <z <6

ii. Obtendo a marginal de Y

Substituindo (26) na férmula (19):

my (4) = st;p {rxy(z,4)},

22 —dx+4 —z+ 8z —12 6
my(4) =max | sup { ——— 5, sup ¢ ——— p sup ¢ ——1
2<2<3 x 3<x<5 3x 5<2<6 | &

1 1 1 1
7TY(4) =Imax <3, g, 5) - g (27)

iii. Obtendo a distribui¢ao posteriori

Dividindo a eq. (26) por (27) (de acordo com eq. (20b)), obtém-se a distribuicao
posteriori Wg'()ly (x]4):

M se2<zx<3
N )
18 _ 3 seb <z <6

x

O gréfico da posteriori de X no caso fuzzy, para o caso da t-norma do
produto (28), é mostrada na figura 6(a).
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3.2.2 Posteriori em Y=4, t-norma=minimo (A)

As funcoes utilizadas sao as mesmas dos célculos para a t-norma do produto,

ou seja, eq. 22 para a priori e 25 para a verossimilhanca.
i. Obtendo a distribui¢do conjunta
A distribuicdo conjunta para a t-norma do minimo em Y = 4, mx y(z,4),

exige o cédlculo de minimo entre as duas fungoes. Esta é uma tarefa que aqui

serd feita graficamente (Fig. 5), mas pode também ser feita de forma analitica.

yx(dla) mylz)

2 377 6 10

Figura 5: Figura que possibilita obter graficamente a distribui¢do conjunta de possibilidades

para a t-norma do minimo.

A figura 5 acima destaca o minimo entre as duas fungées, Ty |x (4|z) entre

2 e 3.77 e mx(x) entre 3.77 e 6, ou seja:

22 se 2 <ax<3.77
2 -1 s377<z<6 (29)

6

xT

0 caso contrario
ii. Obtendo a marginal de' Y

Substituindo (29) na férmula (19):

7Ty(4)ZSI;p{Tf'X7Y($,4)}:maX< sup {x;Q}’ sup {6_1}>

2<x<3.77 3.77<x<6 (T
1.77 6 6
)

- = - _1
37377 3.77 (30)

7y (4) =max (

iii. Obtendo a distribui¢cao posteriori
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Utilizando as eqs. (29) e (30), nota-se que mx,y (3.77,4) = 3%= — 1 = 7wy (4).

Entao, por (20a), a distribuigdo posteriori para a t-norma do minimo é:

z=2 se 2 <x<3.77

3
1 sex =3.77
Ty ) =4 (31)
>—1 83771 <x<6
0 caso contrario

O grafico da posteriori de X para a previsao Y = 4 para a t-norma do

minimo, Wg?‘)y (eq. 31), é mostrado na figura 6(b).

3.2.3 Comentarios sobre o exemplo

Os graficos das distribuiges posteriori para as t-normas do produto e do
minimo, respectivamente, calculadas nas segoes 3.2.1 (eq. 28) e 3.2.2 (eq. 31),
utilizando distribuicao priori (22) e func¢do de verossimilhanca (25) obtidas a
partir de um registro historico na segao 3.1, sao mostrados abaixo na figura 6.

or ()
) al4) 7y (x4)

1+ 1+ L]
0.8 08
0.6 06
0.4 0.4

02f 0.2}

"

ok L i L L T ok L i
2 3 3.46 a4 5 6 2 3 3774 5 6

(a) Posteriori, t-norma=produto, wgé)‘y(x|4) (b) Posteriori, t-norma=minimo, WE(A‘)Y(IM)

(eq. 28). (eq. 31).

Figura 6: Distribuigao posteriori para a previsao Y = 4, x|y (z|4), obtida a
partir da priori e da funcdo de verossimilhanga desta segdo (respectivamente,

egs. 22 e 24), para os dois casos de t-norma.

Na secao 3.2, apés algumas consideragoes simples, parecia correto afirmar
que o valor X = 3 nao seria o mais relevante da distribuicao posteriori de X.

Tal intuigdo foi confirmada, ao perceber que o valor mais relevante (cuja
pertinéncia vale “1”) de ambas as distribui¢des posteriori (figuras 6(a) e 6(b),

acima) nao é X = 3.
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Baseando-se nos valores mais relevantes de ambos os casos da posteriori,
“3.46” para a t-norma do produto e “3.77” para a do minimo (ambos desta-
cados em seus respectivos graficos), conclui-se entdo que, de acordo com a

metodologia:

“Para uma previsao Y = 4 do especialista, o registro histérico sugere que se
espera que a variavel X assuma um valor ligeiramente menor que o da

Previsao.”

4. Conclusoes

Propde-se aqui um método de revisao de previsoes utilizando registro histo-
rico, que tem a vantagem de retornar solucoes analiticas que tém uma grande
riqueza interpretativa (pelo fato do processo de inferéncia ser andlogo ao baye-
siano). Este artigo tem o objetivo de apresentar o assunto do ponto de vista
tedrico e pratico e motivar sua exploracao e aplicagao, visto que os calculos

realizados no exemplo podem abranger uma grande gama de aplicagoes.
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