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Resumo. Neste artigo estudamos equações diferenciais fuzzy com coeficientes

e condições iniciais incertas e modeladas por conjuntos fuzzy interativos. A

interatividade é formalizada com o aux́ılio de t-normas semicont́ınuas superior-

mente. Apresentamos soluções para o problema por dois caminhos diferentes:

o primeiro usa uma famı́lia de inclusões diferenciais enquanto o segundo é dado

pela fuzzificação da solução determińıstica a partir do prinćıpio de extensão

de Zadeh. Conclúımos que as soluções obtidas pelos dois métodos são iguais.

Além disso, uma espécie de hierarquia nas incertezas das soluções é estabele-

cida quando optamos por uma das t-norma básicas (do mı́nimo, a t-norma do

produto, a t-norma de Lukasiewicz e a t-norma produto drástico) para mo-

delar a interatividade nos parâmetros. Finalmente, para ilustrar os conceitos

introduzidos no artigo, estudamos o modelo malthusiano com parâmetros in-

terativos.

Palavras-chave: Numeros fuzzy interativos, t-normas; Equações dife-
renciais fuzzy; Prinćıpio de extensão; Inclusão diferencial.

1. Introdução

Nosso objetivo é estudar o problema de valor inicial (PVI)

{
x′(t) = f(x(t), w)
x(t0) = x0,

(1)
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em que w é um parâmetro da equação e x0 a condição inicial.
Se x0 e w forem números reais, esse é um problema já bem estudado. No

entanto, se esses parâmetros forem incertos, existem pelo menos duas modela-
gens matemáticas para eles: via teoria estocástica (May, 1973; Oksendal, 1992;
Turelli, 1986) e via teoria dos conjuntos fuzzy (Cabral, 2011; Mizukoshi et al.,
2007). Aqui trataremos do segundo caso.

Podemos associar ao problema (1) o problema de valor inicial (2) no qual
o parâmetro passa a fazer parte da condição inicial

{
(x′(t), w′(t)) = (f(x(t), w), 0)
(x(t0), w(t0)) = (x0, w).

(2)

Os parâmetros da equação (2) são modelados por conjuntos fuzzy inter-
ativos (Dubois e Prade, 1981; Carlsson et al., 2004; Carlsson e Fullér, 2001)
e estudado sob o ponto de vista das inclusões diferenciais fuzzy (Aubin, 1990;
Baisodov, 1990; Diamond, 1999; Hullermeier, 1997) e também pela fuzzyficação
da solução determińıstica (Barros e Bassanezi, 2010; Buckley, 1992; Buckley e
Feuring, 2000; Mizukoshi et al., 2007; Oberguggenberger e Pittschmann, 1999).

2. Conceitos e resultados básicos

Denotamos por Kn a famı́lia de todos os subconjuntos compactos e não
vazios de Rn. Para A,B ∈ Kn e λ ∈ R as operações adição e multiplicação por
escalar são definidas por

A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B} e λA = {λa : a ∈ A}.

Um subconjunto fuzzy A de Rn é dado por uma função de pertinência

µA : Rn −→ [0, 1].

que generaliza a função caracteŕıstica de um conjunto clássico.
Os α-ńıveis de A são definidos da seguinte maneira

[A]α = {x ∈ Rn : µA(x) ≥ α} para 0 < α ≤ 1 e [A]0 = supp(A),

onde, supp(A) = {x ∈ Rn : µA(x) > 0} é o suporte de A.
Denotamos por F(Rn) o espaço de todos os subconjuntos fuzzy de Rn em que
[A]α ∈ Kn ∀α ∈ [0, 1].
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O subconjunto fuzzy A de R é chamado um número fuzzy se todos os
α-levels de A são intervalos fechados de R e o suporte de A é limitado.

A famı́lia de todos os números fuzzy é denotado por E(R).

Definição 2.1 O operador T : [0, 1] × [0, 1] −→ [0, 1] é chamado uma norma
triangular ou simplesmente t-norma, se para todos x, y, z, w ∈ [0, 1], as pro-
priedades abaixo forem satisfeitas:
t1) T (x, y) = T (y, x) (Comutativa)
t2) T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z) (Associativa)
t3) Se y ≤ z então T (x, y) ≤ T (x, z) (Monotonicidade)
t4) T (x, 1) = x (Elemento Neutro).

A seguir apresentamos as quatro t-normas básicas deste trabalho, a t-
norma do mı́nimo T

M
, do product T

P
, de Lukasiewicz T

L
, e do produto drástico

T
D

, as quais são dadas, respectivamente, por:
T

M
(x, y) = min{x, y}

T
P
(x, y) = x.y

T
L
(x, y) = max{x + y − 1, 0}

TD (x, y) =





0, se x 6= 1 e y 6= 1
x, se y = 1
y, se x = 1.

Proposição 2.2 (Cabral, 2011; Klement et al., 2000) Para todo (x, y) ∈ [0, 1]×
[0, 1] valem:

a) T
D

(x, y) ≤ T (x, y) ≤ T
M

(x, y), T uma t-norma arbitrária.

b) TD (x, y) ≤ TL(x, y) ≤ TP (x, y) ≤ TM (x, y).

Definição 2.3 Uma distribuição de possibilidade sobre Rn é um conjunto fuzzy
C de Rn com função de pertinência µC : Rn −→ [0, 1] satisfazendo µC (x0) = 1
para algum x0 ∈ Rn.

A famı́lia das distribuições de possibilidade de Rn será denotada por
Fc(Rn).

Definição 2.4 Considere A ∈ F(Rn) e B ∈ F(Rm) então C ∈ Fc(Rn+m) é
chamada uma distribuição de possibilidade conjunta de A e B se

max
y

µc(x, y) = µA(x), max
x

µc(x, y) = µB (y),
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para todos x ∈ Rn, y ∈ Rm.
Além disso, A e B são chamados as distribuições marginais de C.

Neste caso, temos µC (x, y) ≤ min(µA(x), µB (y)) e [C]α ⊆ [A]α × [B]α.

Definição 2.5 Dois números fuzzy A ∈ Rn e B ∈ Rm são ditos interativos
segundo a t-norma T se a distribuição de possibilidade conjunta CT de A e B

é definida pela t-norma T , isto é, µCT
: Rn+m −→ [0, 1] é tal que µCT

(x, y) =
T (µA(x), µB(y)).

Neste contexto (Cabral, 2011; Dubois e Prade, 1981),

[CT ]α =
⋃

T (β,γ)≥α

[X0]β × [W ]γ . (3)

Definição 2.6 Os subconjuntos fuzzy A e B são ditos não interativos se,
e somente se, sua distribuição de possibilidade conjunta CTM

for dada por
µ

CTM
(x, y) = min{µ

A
(x), µ

B
(x)}. Caso contrário, são ditos interativos (Dubois

e Prade, 1981, 1988; Carlsson e Fullér, 2001).
Para números fuzzy não interativos temos (Cabral, 2011; Dubois e Prade,

1981):

[CTM
]α = [A]α × [B]α,

para todo x ∈ Rn, y ∈ Rm e todo α ∈ [0, 1].

A seguir apresentamos o prinćıpio de extensão para dois subconjuntos
fuzzy interativos segundo t-normas.

Definição 2.7 Sejam f : Rn × Rm −→ Rk uma função, A ∈ F(Rn) e B ∈
F(Rm) subconjuntos fuzzy interativos segundo a t-norma T . A extensão de f

aplicada a (A,B) segundo T é o subconjunto fuzzy fT (A,B) de Rk cuja função
de pertinência é definida por

µf
T

(A,B)(w) =





sup
(u,v)∈f−1(w)

T (µA(u), µB (v)), se f−1(w) 6= ∅

0 , se f−1(w) = ∅,

onde f−1(w) = {(u, v) : f(u, v) = w}.
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Teorema 2.8 Suponha que f : Rn ×Rm −→ Rk seja uma função cont́ınua, T

uma t-norma semicont́ınua superiormente, A ∈ F(Rn) e B ∈ F(Rm). Nestas
condições vale a igualdade

[f
T
(A,B)]α =

⋃

T (β,γ)≥α

f([A]β × [B]γ), ∀α ∈ (0, 1].

A prova do Teorema (2.8) pode ser encontrada em Fullér e Keresztfalvi
(1990).

Teorema 2.9 Sejam f : Rn × Rm −→ Rk seja uma função cont́ınua, T1 e
T2 t-normas semicont́ınuas superiormente com T2(x, y) ≥ T1(x, y) para todos
x, y ∈ (0, 1], A ∈ F(Rn) e B ∈ F(Rm). Então

fT1
(A,B) ⊆ fT2

(A,B), ou seja, [fT1
(A,B)]α ⊆ [fT2

(A,B)]α,∀α ∈ (0, 1].

Prova: Seja z ∈ [f
T1

(A,B)]α =
⋃

T1(β,γ)≥α

f([A]β×[B]γ), então existem β1, γ1 ∈

(0, 1] tais que

z ∈ f([A]β1 × [B]γ1) e T1(β1, γ1) ≥ α.

Como T2(β1, γ1) ≥ T1(β1, γ1) ≥ α, temos

z ∈ f([A]β1 × [B]γ1) e T2(β1, γ1) ≥ α.

Logo z ∈
⋃

T2(θ,τ)≥α

f([A]θ × [B]τ ) = [f
T2

(A, B)]α.

Portanto,

[fT1
(A,B)]α ⊆ [fT2

(A,B)]α.

2

No resultado seguinte apresentamos a versão do Teorema 2.9 para as 4
t-normas básicas.

Corolário 2.10 Sejam f : Rn×Rm −→ Rk uma função cont́ınua. Então com
relação as t-normas semicont́ınuas superiormente TM , TP , TL e TD, valem as
inclusões

fT
D

(A,B) ⊆ fT
L
(A,B) ⊆ fT

P
(A,B) ⊆ fT

M
(A,B).
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Prova: De acordo com o item (b) da Proposição (2.2), temos T
D

(x, y) ≤
T

L
(x, y) ≤ T

P
(x, y) ≤ T

M
(x, y).

Usando o Teorema (2.9) conclúımos que

fT
D

(A,B) ⊆ fT
L
(A,B) ⊆ fT

P
(A,B) ⊆ fT

M
(A,B).

2

3. Inclusão diferencial

Considere a seguinte inclusão diferencial,

{
x′(t) ∈ F (t, x(t))

x(t0) = x0 ∈ X0,
(4)

onde F : R× Rn −→ Kn é uma multifunção e X0 ∈ Kn.
Uma função x(., x0), com x0 ∈ X0, é uma solução de (4) no intervalo

[t0, T ] se é absolutamente cont́ınua e satisfaz (4) para quase todo t ∈ [t0, T ].
O conjunto atinǵıvel no tempo t ∈ [t0, T ], associado ao problema (4), é o
subconjunto de Rn dado por

At(X0) = {x(t, x0) : x(., x0) é solução de (4) }.
Uma generalização do problema (4), para modelar sistemas dinâmicos

fuzzy, é obtida substituindo o conjunto F (t, x) em (4) por um subconjunto
fuzzy, ou seja, podemos considerar o problema de valor inicial fuzzy

{
x′(t) ∈ F̃ (t, x(t))

x(t0) = x0 ∈ X̃0,
(5)

onde F̃ : [t0, T ] × Rn −→ F(Rn) é uma multifunção fuzzy e X̃0 ∈ F(Rn)
(Mizukoshi et al., 2007).

De acordo com Hullermeier (1997), o problema (5) é interpretado como
a famı́lia de inclusões diferenciais{

x′(t) ∈ [F̃ (t, x(t))]α

x(t0) = x0 ∈ [X̃0]α,
(6)

Para cada α ∈ [0, 1], xα : [t0, T ] −→ Rn, é uma α-solução de (5) se é
uma solução de (6).

O conjunto atinǵıvel das α-soluções de 6 é denotada por At([X̃0]α) :=
Aα

t , t0 ≤ t ≤ T , isto é,
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Aα
t = At([X̃0]α) = {xα(t, x0) : xα(., x0) é solução de (6)}.

Aα
t são os α-ńıveis de um subconjunto fuzzy At(X̃0) ∈ F(Rn) para todo

t0 ≤ t ≤ T (para mais detalhes ver Aubin e Cellina (1984); Barros e Bassanezi
(2010); Diamond (1999)). O subconjunto fuzzy At(X̃0) é dito o conjunto fuzzy
atinǵıvel do problema (5).

4. Equações diferenciais com parâmetros fuzzy

interativos

Considere o problema de valor inicial (2), isto é,
{

(x′(t), w′(t)) = (f(x(t), w), 0)
(x(0), w(0)) = (x0, w).

Admitindo que x0 e w são incertos e modelados por conjuntos fuzzy X0

e W , os quais são interativos segundo uma t-norma T semicont́ınua superior-
mente, a distribuição de possibilidade conjunta CT de X0 e W possui a função
de pertinência µCT

(x, y) = T (µA(x), µB(y)).
Com isto, o problema (2) origina o seguinte problema

{
(x′(t), w′(t)) = (f(x(t), w), 0).
(x(t0), w(t0)) ∈ CT

(7)

Como comentado na introdução, estudaremos o problema (7) de duas
formas:

4.1. Via inclusão diferencial fuzzy

Neste caso, a solução de 7) é obtida a partir da familia de soluções do
problema auxiliar

{
(x′(t), w′(t)) = (f(x(t), w), 0)
(x(t0), w(t0)) ∈ [CT ]α.

(8)

A função x : [0, t0] −→ Rn × Rm é uma solução de (8) se x é absoluta-
mente cont́ınua e satisfaz o problema (8) para quase todo t ∈ [0, t0].

Os conjuntos atinǵıveis do problema (8) são da forma:

At([CT ]
α
) = {y(t, x0, w) : y(., x0, w) é solução de (8) com (x0, w) ∈ [CT ]

α}
= {y(t, x0, w) : y(., x0, w) é solução de (8) com (x0, w) ∈

⋃

T (β,γ)≥α

[X0]
β × [W ]

γ}.
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4.2. Via fuzzificação da solução determińıstica de (2)

A solução do problema (7) é constrúıda utilizando o prinćıpio de extensão
segundo t-normas, isto é, a partir do Teorema 2.8, olhando a solução de (2)
como função da condição inicial.

A solução determińıstica do problema (2) é dada pelo operador

Lt : Rn × Rm −→ Rn × Rm. (9)

(x0, w) 7−→ Lt(x0, w) = y(t, x0, w).

Com isto, a solução (Lt)T (X0,W ) do problema (7) é obtido pela apli-
cação do prinćıpio de extensão segundo t-normas no operador Lt(x0, w) =
y(t, x0, w) da equação (9).

Utilizando o Teorema (2.8) temos, para todo α ∈ (0, 1], que

[(Lt)T (X0,W )]α =
⋃

T (β,γ)≥α

Lt([X0]β × [W ]γ)

=
⋃

T (β,γ)≥α

{
Lt(x0, w) : (x0, w) ∈ [X0]β × [W ]γ

}
.

(10)

Assim, com a metodologia da extensão temos o seguinte

Corolário 4.1 Para as soluções do problema (7), valem as seguintes identi-
dades:
(a) Se a t-norma for a do mı́nimo, ou seja, quando
µCTM

(x, y) = TM (µA(x), µB(y)),

[(Lt)TM
(X0,W )]α = Lt([X0]α × [W ]α).

(b) Se a t-norma for a do produto, isto é, quando
µ

CTP
(x, y) = T

P
(µA(x), µB(y)),

[(Lt)TP
(X0,W )]α =

⋃

γ∈[α,1]

Lt([X0]γ × [W ]
α
γ ).

(c) Se a t-norma for a de Lukasiewicz. Neste caso,
µ

CTL
(x, y) = T

L
(µA(x), µB(y)),

[(Lt)TL
(X0,W )]α =

⋃

γ∈[α,1]

Lt([X0]γ × [W ]1+α−γ).
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(d) Se a t-norma for a do Produto Drástico, isto é,

µ
CTD

(x, y) = T
D

(µA(x), µB(y)),

[(Lt)TD
(X0,W )]α = Lt([X0]α × [W ]1) ∪ Lt([X0]1 × [W ]α)

A seguir, apresentaremos o resultado que relaciona a solução do problema
(7) obtida por meio da teoria de inclusão diferencial fuzzy com a solução obtida
através do prinćıpio de extensão.

Teorema 4.2 Suponha que para cada (x0, w) ∈ Rn × Rm exista uma única
solução para o problema (2) no intervalo [0, t0]. Então para o problema (7)
existem os conjuntos At(CT ) e (Lt)T

(X0,W ) e vale a igualdade.

At(CT ) = (Lt)T
(X0,W ),

para todo 0 ≤ t ≤ t0, onde T é uma t-norma semicont́ınua superiormente.

Prova: Vamos mostrar que vale a igualdade At([CT ]α) = [(Lt)T (X0,W )]α,
∀α ∈ (0, 1].

Por hipótese a função f é cont́ınua e existe, para cada (x0, w) ∈ Rn×Rm,
uma única solução para o problema (2). Então , para cada t fixo, a função
Lt(x0, w) = y(t, x0, w), a qual é solução de (2), é cont́ınua em (x0, w) (Hartman,
1964). Aplicando o prinćıpio de extensão segundo T em Lt(x0, w) = y(t, x0, w)
obtemos a solução (Lt)T

(X0,W ) do Problema (7). Neste caso,

[(Lt)T
(X0,W )]α =

⋃

T (β,γ)≥α

{
Lt(x0, w) : (x0, w) ∈ [X0]β × [W ]γ

}
.

Por outro lado, o conjunto atinǵıvel do problema (8), para cada α ∈
(0, 1], é dado por
At([CT ]α) = {y(t, x0, w) : y(., x0, w) é solução de (8), (x0, w) ∈

⋃

T (β,γ)≥α

[X0]β × [W ]γ}.

Vamos agora mostrar que os conjuntos At([CT ]α) e [(Lt)T (X0,W )]α são
idênticos.

Seja u ∈ [(Lt)T
(X0, W )]α. Existem β0, γ0 ∈ [0, 1] tais que T (β0, γ0) ≥ α

e (x0, w) ∈ [X0]β0 × [W ]γ0 .
Como (x0, w) ∈ [X0]β0 × [W ]γ0 e T (β0, γ0) ≥ α, então em particular (x0, w) ∈⋃

T (β,γ)≥α

([X0]β × [W ]γ). Isto significa que u é um elemento do conjunto
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{y(t, x0, w) : y′(t, x0, w) = (f(x(t), w), 0), (x0, w) ∈
⋃

T (β,γ)≥α

([X0]β × [W ]γ)}.

Logo, u ∈ At([CT ]α)
Reciprocamente, seja v ∈ At([CT ]α), isto é, v′(t, x0, w) = (f(x(t), w), 0)

e (x0, w) ∈ [CT ]α =
⋃

T (β,γ)≥α

([X0]β × [W ]γ).

Porém, (x0, w) ∈
⋃

T (β,γ)≥α

([X0]β × [W ]γ), significa que para algum β1 ∈

[0, 1] e para algum γ1 ∈ [0, 1] teremos T (β1, γ1) ≥ α e (x0, w) ∈ [X0]β1 × [W ]γ1 .
Com isto,

T (β1, γ1) ≥ α, v′(t, x0, w) = (f(x(t), w), 0) e (x0, w) ∈ [X0]β1 × [W ]γ1 .

Portanto,

v ∈ {y(t, x0, w) : y(., x0, w) é solução de (7),(x0, w) ∈ [X0]β1 × [W ]γ1}
⊆

⋃

T (β,γ)≥α

{y(t, x0, w) : y(., x0, w) é solução de (7),(x0, w) ∈ [X0]β × [W ]γ}

= [(Lt)T (X0, W )]α.

Assim, os conjuntos At([CT ]α) e [(Lt)T
(X0, W )]α são idênticos. 2

Usando o Teorema 2.9 podemos comparar as soluções do problema (7)
quando utilizamos as t-normas básicas para modelar as interatividades entre
os parâmetros. Conclúımos que a solução obtida segundo a t-norma do mı́nimo
TM possui diâmetro maior que a solução segundo a t-norma TP , que por sua
vez possui diâmetro maior que a solução segundo TL e o diâmetro da solução
segundo TL é maior que a solução segundo TD.

Corolário 4.3 Suponha que para cada (x0, w) ∈ Rn × Rm existe uma única
solução para o problema (2) no intervalo [0, t0]. Então com relação às soluções
do problema (7) via prinćıpio de extensão, quando T é respectivamente TM ,
TP , TL e TD, valem as inclusões

(Lt)T
D

(X0,W ) ⊆ (Lt)T
L
(X0,W ) ⊆ (Lt)T

P
(X0,W ) ⊆ (Lt)T

M
(X0,W ).

Observação 4.4 Vale observar que esse resultado permite ordenar a incertezas
do problema (7) quando são usadas cada uma das t-normas básicas. Além disso,
em função do Teorema 4.2 vemos que com relação a solução via inclusão difer-
encial , os conjuntos atinǵıveis também preservam a ordenação das incertezas
do problema (7).



Equações diferenciais fuzzy com parâmetros interativos segundo t-normas 55

Exemplo 4.5 Considere o modelo Malthusiano
{

x′(t) = wx(t)
x(0) = x0,

(11)

com x0 ∈ R e w ∈ R.
Ao problema (11) associamos o seguinte problema de valor inicial

{
(x′(t), w′(t)) = (wx(t), 0)
(x(0), w(0)) = (x0, w),

(12)

cuja solução é dada por Lt(x0, w) = (x0e
wt, w).

Quando x0 e w são incertos e modelados respectivamente pelos números
fuzzy X0 = (2; 3; 4) e W = (−5;−3;−1) interativos segundo uma t-norma
semicont́ınua T , obtemos o problema de valor inicial fuzzy

{
(x′(t), w′(t)) = (wx(t), 0)
(x(0), w(0)) ∈ CT

(13)

onde, µCT
(x,w) = T (µX0

(x), µW (w)), [X0]α = [α + 2, 4− α] e
[W ]α = [2α− 5,−2α− 1].

O α-ńıvel da solução do problema (13) via prinćıpio de extensão segundo
T é dado por
[(Lt)T (X0, W )]α =

⋃

T (β,γ)≥α

Lt([X0]β × [W ]γ)

=
⋃

T (β,γ)≥α

{
Lt(x0, w) : (x0, w) ∈ [X0]β × [W ]γ

}

=
⋃

T (β,γ)≥α

{
(x0ewt, w) : (x0, w) ∈ [β + 2, 4− β]× [2γ − 5,−2γ − 1]

}
.

Por outro lado, a solução do problema (13) via inclusão diferencial é obtida
através da solução do problema auxiliar

{
(x′(t), w′(t)) = (wx(t), 0)
(x(0), w(0)) ∈ [CT ]α.

(14)

O conjunto atinǵıvel do problema (14) é
At([CT ]α) = {y(t, x0, w) : y(., x0, w) é solução de (14), (x0, w) ∈ [CT ]α}

= {y(t, x0, w) : y(., x0, w) é solução de (14),(x0, w) ∈
⋃

T (β,γ)≥α

[X0]β × [W ]γ}

=
⋃

T (β,γ)≥α

{Lt(x0, w) : y(., x0, w) é solução de (14), (x0, w) ∈ [X0]β × [W ]γ}

=
⋃

T (β,γ)≥α

{
(x0ewt, w) : (x0, w) ∈ [β + 2, 4− β]× [2γ − 5,−2γ − 1]

}

= [(Lt)T (X0, W )]α.
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Agora vamos considerar os casos em que a t-norma T é respectivamente
TM , TP , TL e TD.

Quando os conjuntos fuzzy X0 e W são não interativos, isto é, T = TM , temos

[(Lt)TM
(X0, W )]α =

{
(x0e

wt, w) : x0 ∈ [X0]α e w ∈ [W ]α
}

.
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Figura 1: Nı́vel 0.3 da solução do problema (13) com X0 e W não interativos
para alguns valores de t.

Na figura (1) apresentamos o ńıvel α = 0.3 do conjunto [(Lt)TM
(X0,W )]α,

para diferentes valores do tempo. Para t = 0.1, t = 0.5 e t = 1 aparecem os
conjuntos {(x0e

wt, w) : x0 ∈ [X0]0.3 e w ∈ [W ]0.3}.

Quando os conjuntos fuzzy X0 e W são interativos segundo a t-norma
TP temos

[(Lt)TP
(X0,W )]α =

⋃

γ∈[α,1]

{
(x0e

wt, w) : (x0, w) ∈ [X0]γ × [W ]
α
γ

}
.

Na figura (2) temos os conjuntos [(Lt)TM
(X0,W )]0.3 e [(Lt)TP

(X0, W )]0.3.
A parte mais escura corresponde ao conjunto [(Lt)TP

(X0,W )]0.3. Podemos ver
na figura que [(Lt)TP

(X0,W )]0.3 ⊆ [(Lt)TM
(X0,W )]0.3, como prevê o Corolário

4.3. Com isto, dizemos que o conjunto [(Lt)TM
(X0,W )]α é mais fuzzy que o

conjunto [(Lt)TP
(X0,W )]α, isto é, o diâmetro da solução do problema (13) se-

gundo a t-norma TM é maior que a solução segundo a t-norma TP .

Quando os conjuntos fuzzy X0 e W são interativos segundo a t-norma
TL temos



Equações diferenciais fuzzy com parâmetros interativos segundo t-normas 57
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Figura 2: Nı́vel α = 0.3 das soluções do problema (13) para T = TM e T = TP

para alguns valores de t.

[(Lt)TL
(X0,W )]α =

⋃

γ∈[α,1]

{
(x0e

wt, w) : (x0, w) ∈ [X0]γ × [W ]1+α−γ

}
.
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Figura 3: Nı́vel α = 0.3 das soluções do problema (13) para T = TP e T = TL.

Na figura (3) temos os conjuntos [(Lt)TP
(X0, W )]0.3 e [(Lt)TL

(X0,W )]0.3.
A parte mais escura do gráfico corresponde ao conjunto [(Lt)TL

(X0,W )]0.3.
Como vemos na figura [(Lt)TL

(X0,W )]0.3 ⊆ [(Lt)TP
(X0,W )]0.3, com isto,

como no caso anterior, o conjunto [(Lt)TP
(X0, W )]α é mais fuzzy que o con-

junto [(Lt)TL
(X0, W )]α, isto é, o diâmetro da solução do problema (13) segundo
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a t-norma TP é maior que a solução segundo a t-norma TL.
Quando os conjuntos fuzzy X0 e W são interativos segundo a t-norma

TD temos
[(Lt)TD

(X0,W )]α = {(x0e
wt, w) : (x0, w) ∈ [X0]α×[W ]1}⋃{(x0e

wt, w) :
(x0, w) ∈ [X0]1 × [W ]α}.

Neste exemplo vemos que as soluções do problema (13) segundo as t-
normas TM , TP , TL e TD satisfazem o Corolário (2.10), isto é, valem as in-
clusões

[(Lt)TD
(X0, W )]α ⊆ [(Lt)TL

(X0, W )]α ⊆ [(Lt)TP
(X0, W )]α ⊆ [(Lt)TM

(X0, W )]α.

Cabe observar que devido ao Teorema 4.2 também são válidas as in-
clusões

At([CTD
]α) ⊆ At([CTL

]α) ⊆ (At([CTP
]α) ⊆ At([CTM

]α).

5. Conclusão

Neste trabalho tratamos das equações diferenciais fuzzy com parâmetros
interativos segundo t-normas semicont́ınuas superiormente. Isto significa que
a distribuição de possibilidade conjunta dos conjuntos fuzzy, dos parâmetros
da equação, têm função de pertinência definida com o aux́ılio desta t-norma .
As equações diferenciais fuzzy foram estudadas sob o ponto de vista da teoria
das inclusões diferenciais e também pela fuzzificação da solução determińıstica
associada à equação diferencial fuzzy. Ambas metodologias produzem a mesma
solução.

Quando abordamos as equações diferenciais fuzzy utilizando o prinćıpio
de extensão como ferramenta para a obter a solução, verificamos que para as t-
normas básicas os diâmetros das soluções verificam uma importante relação de
inclusão. A solução que possui maior diâmetro ocorre quando os parâmetros são
não interativos, isto é, quando são modelados via t-norma do mı́nimo (TM ),
seguida do diâmetro da solução via t-norma do produto (TP ), depois vem o
diâmetro da solução via t-norma de Lukasiewicz (TL) e finalmente o diâmetro
da solução via t-norma do produto drástico (TD). A partir do Teorema 4.2,
essa mesma relação nos diâmetros se mantêm caso a abordagem adotada fosse
via inclusões diferenciais fuzzy.
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Os resultados obtidos neste trabalho foram exemplificados e ilustrados
através do modelo de crescimento populacional malthusiano com parâmetros
fuzzy interativos.

Por fim, queremos dizer que estudo semelhante a esse foi feito em que a
interatividade nos parâmetros não é dada por t-normas, e sim a partir do con-
ceito de números fuzzy completamente correlacionados (Cabral e Barros, 2010;
Carlsson et al., 2004). Neste caso, as soluções são obtidas apenas pelo prinćıpio
de extensão e conclúımos também que as soluções das equações diferenciais
fuzzy obtidas dessa forma possuem diâmetros menores que os das soluções via
TM . Mais ainda, é mostrado que a solução via TM contém as soluções dos sis-
temas quando os parâmetros são considerados completamente correlacionados
(Cabral e Barros, 2010).
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