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Resumo. Neste artigo estudamos equagoes diferenciais fuzzy com coeficientes
e condigoes iniciais incertas e modeladas por conjuntos fuzzy interativos. A
interatividade é formalizada com o auxilio de t-normas semicontinuas superior-
mente. Apresentamos solugdes para o problema por dois caminhos diferentes:
o primeiro usa uma familia de inclusdes diferenciais enquanto o segundo é dado
pela fuzzificacdo da solucdo deterministica a partir do principio de extensao
de Zadeh. Concluimos que as solugoes obtidas pelos dois métodos sao iguais.
Além disso, uma espécie de hierarquia nas incertezas das solucoes é estabele-
cida quando optamos por uma das t-norma bdsicas (do minimo, a t-norma do
produto, a t-norma de Lukasiewicz e a t-norma produto dréstico) para mo-
delar a interatividade nos parametros. Finalmente, para ilustrar os conceitos
introduzidos no artigo, estudamos o modelo malthusiano com parametros in-

terativos.

Palavras-chave: Numeros fuzzy interativos, t-normas; Equacoes dife-
renciais fuzzy; Principio de extensdo; Inclusao diferencial.
1. Introducao

Nosso objetivo é estudar o problema de valor inicial (PVT)

() = fla(t),w)

l‘(to) = o,
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em que w é um parametro da equacao e xo a condigao inicial.

Se xp e w forem ntimeros reais, esse é um problema ja bem estudado. No
entanto, se esses parametros forem incertos, existem pelo menos duas modela-
gens matemadticas para eles: via teoria estocdstica (May, 1973; Oksendal, 1992;
Turelli, 1986) e via teoria dos conjuntos fuzzy (Cabral, 2011; Mizukoshi et al.,
2007). Aqui trataremos do segundo caso.

Podemos associar ao problema (1) o problema de valor inicial (2) no qual
o parametro passa a fazer parte da condicao inicial

(2)

('), w' () = (f(=(t),w),0)
(x(to),w(to)) = (zo, w).

Os parametros da equagéo (2) sdo modelados por conjuntos fuzzy inter-
ativos (Dubois e Prade, 1981; Carlsson et al., 2004; Carlsson e Fullér, 2001)
e estudado sob o ponto de vista das inclusoes diferenciais fuzzy (Aubin, 1990;
Baisodov, 1990; Diamond, 1999; Hullermeier, 1997) e também pela fuzzyficacao
da solugao deterministica (Barros e Bassanezi, 2010; Buckley, 1992; Buckley e
Feuring, 2000; Mizukoshi et al., 2007; Oberguggenberger e Pittschmann, 1999).

2. Conceitos e resultados basicos

Denotamos por K™ a familia de todos os subconjuntos compactos e nao
vazios de R™. Para A, B € K" e A € R as operagoes adigao e multiplicagdo por
escalar sao definidas por

A+B={a+b:acAbe B} e MM ={)la:ac A}
Um subconjunto fuzzy A de R™ é dado por uma funcao de pertinéncia
w, : R" —[0,1].

que generaliza a fungao caracteristica de um conjunto cléssico.

Os a-niveis de A sao definidos da seguinte maneira
[A]*={x € R": p,(x) > a} para 0 < a < 1 e [A]° = supp(A),

onde, supp(A) = {z € R": u, (z) > 0} é o suporte de A.
Denotamos por F(R™) o espago de todos os subconjuntos fuzzy de R™ em que
[A]* € K™ Va € [0, 1].
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O subconjunto fuzzy A de R é chamado um nimero fuzzy se todos os
a-levels de A sao intervalos fechados de R e o suporte de A é limitado.

A familia de todos os nimeros fuzzy é denotado por £(R).

Definigao 2.1 O operador T : [0,1] x [0,1] — [0,1] € chamado uma norma
triangular ou simplesmente t-norma, se para todos x,y,z,w € [0,1], as pro-
priedades abaixo forem satisfeitas:

t1) T(z,y) =T(y,x) (Comutativa)

to) T(x,T(y,2)) =T(T(x,y), 2) (Associativa)
t3) Sey < z entao T(z,y) < T(z,z) (Monotonicidade)
ty) T(x,1) =2z (Elemento Neutro).

A seguir apresentamos as quatro t-normas basicas deste trabalho, a t-
norma do minimo T, do product 7}, de Lukasiewicz T, , e do produto dréstico
T

D
T, (2, y) = min{z, y}
Tp(x,y) =Ty
T, (z,y) = maz{r +y — 1,0}

0, se z#1 e y#1
T (x,y)=4 =, se y=1

, as quais sao dadas, respectivamente, por:

Yy, se xz=1.
Proposicao 2.2 (Cabral, 2011; Klement et al., 2000) Para todo (z,y) € [0, 1]x
[0,1] valem:

a) T, (x,y) < T(x,y) <T,, (z,y), T uma t-norma arbitrdria.

b) Ty (2,y) < T, (2,y) < Tp(z,y) < T, (2,y).

Definigao 2.3 Uma distribui¢do de possibilidade sobre R™ é um conjunto fuzzy
C de R™ com fung¢ao de pertinéncia p, : R™ — [0, 1] satisfazendo p (zo) =1

para algum xg € R™.

A familia das distribuigoes de possibilidade de R"™ serd denotada por
Fe(R™).

Definicao 2.4 Considere A € F(R") e B € F(R™) entio C € F,(R*T™) ¢

chamada uma distribuicdo de possibilidade conjunta de A e B se

max fic(2,y) = pa(2),  max pe(z,y) = pp(y),
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para todos x € R™, y € R™.

Além disso, A e B sdo chamados as distribuicées marginais de C'.
Neste caso, temos p . (z,y) < min(u, (), 1, (y)) e [C]* C [A]* x [B]~.

Definigao 2.5 Dois nimeros fuzzy A € R™ e B € R™ sao ditos interativos
seqgundo a t-norma T se a distribui¢do de possibilidade conjunta Cp de A e B
¢ definida pela t-norma T, isto ¢, pe : R*"™ — [0,1] € tal que pio, (v,y) =
T(pa(z), ns(y))-

Neste contexto (Cabral, 2011; Dubois e Prade, 1981),

Crl* = U [Xo)’ x W], 3)

T(Bv)>a

Definigao 2.6 Os subconjuntos fuzzy A e B sdo ditos nao interativos se,
e somente se, sua distribuicao de possibilidade conjunta Cr,, for dada por
Foy, (z,y) = min{u,(x), uy(x)}. Caso contrdrio, sao ditos interativos (Dubois
e Prade, 1981, 1988; Carlsson e Fullér, 2001).

Para nimeros fuzzy nao interativos temos (Cabral, 2011; Dubois e Prade,
1981):

[CTM}(X = [A]a X [B]a;
para todo x € R™, y € R™ e todo a € [0, 1].

A seguir apresentamos o principio de extensao para dois subconjuntos
fuzzy interativos segundo t-normas.

Definicao 2.7 Sejam f : R" x R™ — RF uma funcdo, A € F(R") e B €
F(R™) subconjuntos fuzzy interativos sequndo a t-norma T. A extensdo de f
aplicada a (A, B) sequndo T ¢é o subconjunto fuzzy f,.(A, B) de R¥ cuja funcdo
de pertinéncia € definida por

sup  T(p, (u), py(v), se fHw) #D
(uv)ef~1(w)
1, (aB)(w) =

, se fH(w) =0,

onde f~1(w) = {(u,v) : f(u,v) = w}.
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Teorema 2.8 Suponha que f : R” x R™ — RF seja uma funcdo continua, T
uma t-norma semicontinua superiormente, A € F(R™) e B € F(R™). Nestas

condi¢coes vale a igualdade

(A B = | f(A° < [B]), Va e (0.1].

T(By)2a

A prova do Teorema (2.8) pode ser encontrada em Fullér e Keresztfalvi
(1990).

Teorema 2.9 Sejam f : R® x R™ — R* seja uma funcdo continua, T e
Ty t-normas semicontinuas superiormente com To(xz,y) > Ti(x,y) para todos
z,y € (0,1], A€ F(R™) e B € F(R™). Entao

le (AvB) < sz (AvB)7 ou seja, [le (AvB>]a < [fT2 (A,B)]Q,Va € (07 1]'

Prova: Seja z € [f, (A, B)|]* = U F([A]” x[B]"), entéo existem 1,7, €

T1(B,7) >
(0,1] tais que

z € f([A) x [B]™) e Th(Br,m) = e
Como T5(f1,71) = T1(01,71) > «, temos
z € f([A]7 x [B]) e Ta(B1,m) > e

Logoze | f([A x[B]") = [£,, (4, B)*
T5(0,7)>
Portanto,

[fr, (A, B)]* € [fr, (4, B)]".

O
No resultado seguinte apresentamos a versao do Teorema 2.9 para as 4
t-normas basicas.

Corolario 2.10 Sejam f: R™ x R™ — RF uma funcdo continua. Entio com

relagao as t-normas semicontinuas superiormente Ty, Tp, T, e Tp, valem as
inclusoes

fTD (AaB) - fTL(AvB) - fTP(AvB) < fTM (AvB)
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Prova: De acordo com o item (b) da Proposicao (2.2), temos T, (x,y) <
Ty (z,y) < Tp(2,y) < Ty (2,y).
Usando o Teorema (2.9) concluimos que

fr (A, B) C fr (A, B) C fr, (A, B) C fr (A, B).

3. Inclusao diferencial

Considere a seguinte inclusao diferencial,

{ Z(t) € F(t,z(t) @

x(tg) =xo € Xo,
onde F': R x R" — K™ é uma multifuncao e Xy € K™.
Uma fungéo z(.,x0), com xy € Xy, é uma solugdo de (4) no intervalo
[to, T'] se é absolutamente continua e satisfaz (4) para quase todo t € [to,T].
O conjunto atingivel no tempo ¢ € [to,T], associado ao problema (4), é o

subconjunto de R™ dado por
A (Xo) = {x(t,z0) : 2(.,20) é solugao de (4) }.

Uma generalizacdo do problema (4), para modelar sistemas dindmicos
fuzzy, é obtida substituindo o conjunto F'(¢,z) em (4) por um subconjunto

fuzzy, ou seja, podemos considerar o problema de valor inicial fuzzy

{ #(t) € F(ta()

(E(to) =9 € Xo,

()

onde F : [to,T] x R® — F(R™) é wma multifuncdo fuzzy e X, € F(R™)
(Mizukoshi et al., 2007).
De acordo com Hullermeier (1997), o problema (5) é interpretado como

a familia de inclusoes diferenciais

{ ?(t) e [Fe@)e ©)
z(tp) =x0 € [Xo],

Para cada o € [0,1], o : [to,T] — R", é uma a-solucdo de (5) se é
uma solugao de (6).

O conjunto atingivel das a-solugdes de 6 é denotada por At([)?()]“) =
At <t <T,isto é,



Equacgoées diferenciais fuzzy com parametros interativos segundo t-normas 51

Ap = A([Xo]®) = {za(t, z0) : 2al. z0) é solugio de (6)}.

A2 sdo os a-niveis de um subconjunto fuzzy A;(Xo) € F(R™) para todo
to <t < T (para mais detalhes ver Aubin e Cellina (1984); Barros e Bassanezi
(2010); Diamond (1999)). O subconjunto fuzzy A;(X,) é dito o conjunto fuzzy
atingfvel do problema (5).

4. Equacoes diferenciais com parametros fuzzy

interativos

Considere o problema de valor inicial (2), isto é,

{(xww'(t)) = (f(a(t),w),0)
(@(0),w(0)) = (w0, w).

Admitindo que xg e w sdo incertos e modelados por conjuntos fuzzy X
e W, os quais sao interativos segundo uma t-norma 7" semicontinua superior-
mente, a distribui¢do de possibilidade conjunta Cr de Xy e W possui a fungao
de pertinéncia p., (z,y) = T(pa(z), uB(Y))-

Com isto, o problema (2) origina o seguinte problema

(x(to), w(to)) € Cr (7)

Como comentado na introducao, estudaremos o problema (7) de duas

{ (@(6),w'(t) = (fx(t),w),0).

formas:

4.1. Via inclusao diferencial fuzzy

Neste caso, a soluc¢ao de 7) é obtida a partir da familia de solugdes do

problema auxiliar

{(m'(t%w'(t)) = (f(t),),0) ®)

(z(to), w(to)) € [Cr]®.
A funcado x : [0,tp] — R™ x R™ é uma solucdo de (8) se = é absoluta-

mente continua e satisfaz o problema (8) para quase todo t € [0, to].
Os conjuntos atingiveis do problema (8) sdo da forma:

A ([CT]™) {y(t, zo,w) : y(., 0, w) é solugdo de (8) com (zp,w) € [Cr]“}
{y(t, z0, w) : y(., w0, w) & solugdo de (8) com (zo,w) € |J [Xol” x [W]"}.
T(B,v)Za
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4.2. Via fuzzificagao da solugao deterministica de (2)

A solugao do problema (7) é construida utilizando o principio de extensao
segundo t-normas, isto é, a partir do Teorema 2.8, olhando a solugao de (2)
como fungao da condicao inicial.

A solugao deterministica do problema (2) é dada pelo operador

L;: R™ x R™ — R™ x R™. (9)

(20, w) — Li(zg, w) = y(t, x0, w).

Com isto, a solugdo (L¢),(Xo, W) do problema (7) é obtido pela apli-
cacdo do principio de extensdo segundo t-normas no operador L;(zo,w) =
y(t, zo, w) da equagdo (9).

Utilizando o Teorema (2.8) temos, para todo « € (0, 1], que

(L) (X0, W) = | Le([Xo)? x [W])
T(By)>a

- U {Lt(%vw) : (xoaw)G[XO]BX[W]W}.

T(Bv)>«

(10)

Assim, com a metodologia da extensao temos o seguinte

Coroldrio 4.1 Para as solugées do problema (7), valem as segquintes identi-
dades:

(a) Se a t-norma for a do minimo, ou seja, quando

Her, (z,y) =T\ (pa(z), pB(Y)),
[(Lt)z,, (Ko, WII* = Li([Xo]™ > [W]%).

(b) Se a t-norma for a do produto, isto €, quando
:ucTP ((ﬂ, y) =T, (MA(I)’,U'B(y))’
(Le)r, (X0, W)]* = | Lu([Xo]” x [W]7).
v€[a,1]

(c) Se a t-norma for a de Lukasiewicz. Neste caso,

'“CTL ('Tvy) =T, (ﬂA(z)7ﬂB(y))7

(L), (X0, W) = | Lu([Xo]" x [W]HHe).
v€Ela,1]
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(d) Se a t-norma for a do Produto Drdstico, isto é,

“CTD (z,y) =Ty (pa(z), uB(Y)),
[(Le)z,, (X0, W)I* = Le([Xo]™ x [W]') U Le([Xo]" x [W]?)

A seguir, apresentaremos o resultado que relaciona a solu¢ao do problema
(7) obtida por meio da teoria de inclusao diferencial fuzzy com a solugéo obtida

através do principio de extensao.

Teorema 4.2 Suponha que para cada (zg,w) € R™ x R™ exista uma dnica
solugao para o problema (2) no intervalo [0,to]. Entdo para o problema (7)

existem os conjuntos A (Cr) e (Lt),.(Xo, W) e vale a igualdade.
Ai(Cr) = (Li) (X0, W),
para todo 0 <t < tg, onde T € uma t-norma semicontinua superiormente.

Prova: Vamos mostrar que vale a igualdade A;([Cr]*) = [(Lt),(Xo, W)],
Yo € (0,1].

Por hipédtese a fungdo f é continua e existe, para cada (zg,w) € R™ x R™,
uma tnica solu¢do para o problema (2). Entdo , para cada t fixo, a funcdo
Li(xzo,w) = y(t, xo, w), a qual é solugao de (2), é continua em (¢, w) (Hartman,
1964). Aplicando o principio de extensdo segundo T' em L (zg, w) = y(t, xg, w)
obtemos a solugao (L), (Xo, W) do Problema (7). Neste caso,

(@)XWl = U {Bow) 0w el <97,
T(By)2a
Por outro lado, o conjunto ating{vel do problema (8), para cada a €
(0,1], é dado por
A ([Cr]%) = {y(t, zo,w) : y(., z0,w) é solucdo de (8), (zg,w) € U [X0]? x [W]"}.
T(B7)2a
Vamos agora mostrar que os conjuntos A ([C7]%) e [(Lt) (X0, W)]“ s@o

idénticos.

Seja u € [(Lyt), (X0, W)]*. Existem By, 70 € [0, 1] tais que T'(8o,70) > «
e (zo,w) € [Xo)% x [W]r.
Como (xg,w) € [Xo]% x [W] e T(Bo,v0) > a, entdo em particular (xq,w) €
U ([Xo)? x [W]7). Isto significa que u é um elemento do conjunto
T(B:7)=a
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{y(t, w0, w) : ' (t, 20, w) = (f(2(t),w),0), (v, w) € U ([Xo]? x [W]")}.
T(By)>a
Logo, u € A:([Cr]%)

Reciprocamente, seja v € A([Cr]®), isto é, v/ (¢, zo, w) = (f(z(¢),w),0)
e (zo,w) € [Or]* = U ([Xo]” x [W]7).
T(B:7)ze
Porém, (x¢,w) € U ([Xo]? x [W]), significa que para algum 3, €
T(By)Ze
[0,1] e para algum 7, € [0, 1] teremos T'(B1,71) > a e (g, w) € [Xo]P* x [W]r.
Com isto,

T(ﬂlvvl) >, U/(t,ﬂfo,w) = (f(x(t),w),O) € (Z‘o,’u}) € [XO}ﬁl X [W]’Yl'

Portanto,
v € {y(t,zo,w) : y(., o, w) é solugio de (7),(z0, w) € [Xo]** x [W]1}
c U {y(t7 CIJO,U)) : y('aw()a ’LU) é solugao de (7)7($07 ’LU) € [XO]B X [W]’Y}
T(B,7)za
= [(Le) 7 (Xo, W)
Assim, os conjuntos A ([Cr]?) e [(Lt),(Xo, W)]* séo idénticos. O

Usando o Teorema 2.9 podemos comparar as solugbes do problema (7)
quando utilizamos as t-normas béasicas para modelar as interatividades entre
os parametros. Concluimos que a solugao obtida segundo a t-norma do minimo
Ty possui didmetro maior que a solucao segundo a t-norma 7Tp, que por sua
vez possui didmetro maior que a solugao segundo T, e o diametro da solugao

segundo 77, é maior que a solugao segundo T'p.

Corolario 4.3 Suponha que para cada (xg,w) € R™ x R™ eziste uma unica
solu¢d@o para o problema (2) no intervalo [0,tg]. Entdo com relagao as solugoes
do problema (7) via principio de extensdo, quando T é respectivamente Thy,

Tp, Tr, e Tp, valem as inclusoes
(Li)r, (X0, W) C (Lt)r, (X0, W) C (Lt)T, (X0, W) C (Lt)T,, (X0, W).

Observagao 4.4 Vale observar que esse resultado permite ordenar a incertezas
do problema (7) quando sao usadas cada uma das t-normas bdsicas. Além disso,
em fungao do Teorema 4.2 vemos que com relac¢do a solucao via inclusdo difer-

encial , os conjuntos atingiveis também preservam a ordenac¢do das incertezas
do problema (7).
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Exemplo 4.5 Considere o modelo Malthusiano
() = wa(t) (1)
z(0) = o,

comzg €R ew € R.

Ao problema (11) associamos o segquinte problema de valor inicial

{ (@), /(1) = (wz(t),0)
(gc(O),w(O)) = (xo,w)7

cuga solucao € dada por Li(xg,w) = (zoe™t,w).

(12)

Quando zg e w sdo incertos e modelados respectivamente pelos numeros
fuzzy Xo = (2;3;4) e W = (=5;—3;—1) interativos segundo uma t-norma
semicontinua T, obtemos o problema de valor inicial fuzzy

(@'(1),w'(t)) = (wx(t),0)
(x(0),w(0)) € Cr

onde, He,p, (Z‘, w) = T(:uxo (1‘), My (w))7 [XO}OL = [a +2,4- O‘} €
[W]* = 20 — 5, —2a — 1].

O a-nivel da solugdo do problema (13) via principio de extensdo sequndo
T € dado por

(13)

[(Le) 7 (Xo, W)™ = U Le([X0)® x W]7)
T(B,7)za
= U {Lt(mo,w) : (zo, w) € [Xo]P x [W}V}
T(Bv)za
= U {(xoewt,w):(xo,w)e[B+2,4—,@]><[2’y—5,—2’y—1]}.
T(Bv)za

Por outro lado, a solugdo do problema (13) via inclusao diferencial € obtida

através da solugao do problema auxiliar

@O.00) = (we0).0 "
((0),w(0)) €  [C7]™
O congunto atingivel do problema (14) €

A([CT]Y) = {y(t,zo,w) : y(.,x0,w) € solugao de (14), (zo,w) € [CT]*}
= {y(t,zo,w) : y(., 0, w) € solugdo de (14),(zo,w) € U [X0]% x W]}

T(Bv)>a
= U {Li(wo,w) : y(., w0, w) € solugio de (14), (wo,w) € [Xo]® x W]}

T(Bv)2a

U {eoew)s o) € 9+ 2.4 - 5l x 27~ 5,20 - 11}

T(8,7)2a
[(Lt) 7 (Xo, W]
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Agom vamos considerar 0s casos em que a t-norma T € respectivamente
TM, Tp, TL e TD.

Quando os conjuntos fuzzy Xo e W sao nao interativos, isto €, T = Ty, temos

[(Lt)r,, (Xo, W)]* = {(:L’Oe“’t,w) cxg € [Xo]* ew € [W]O‘}

Figura 1: Nivel 0.3 da solugao do problema (13) com Xy e W néo interativos

35

para alguns valores de t.

Na figura (1) apresentamos o nivel a = 0.3 do conjunto [(Lt)r,  (Xo, W)]%,
para diferentes valores do tempo. Parat = 0.1, t = 0.5 et = 1 aparecem os

conjuntos {(zoe“,w) : zg € [Xo|®% e w € [W]O3}.

Quando os conjuntos fuzzy Xo e W sao interativos sequndo a t-norma

Tp temos
[(Lt) 7, (Xo, W)]* = U {(xoe“’t,w) : (mg, w) € [Xo]” x [W]:}
v€la,1]
Na figura (2) temos os conjuntos [(Lt) ., (Xo, W)|? e[(Lt),,, (Xo, W)]*.
A parte mais escura corresponde ao conjunto [(L¢),, (Xo, W))93. Podemos ver
na figura que [(Lt) ., (Xo, W)]%? C [(Lt),, (X0, W)]*3, como prevé o Coroldrio

* € mais fuzzy que o

4.8. Com isto, dizemos que o conjunto [(L¢)r, (Xo, W)]
congunto [(Lt) ., (Xo, W)]®, isto é, o didmetro da solu¢do do problema (13) se-

gundo a t-norma Tys € maior que a solugdo sequndo a t-norma Tp.

Quando os conjuntos fuzzy Xo e W sao interativos sequndo a t-norma

Ty, temos
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Figura 2: Nivel a = 0.3 das solugoes do problema (13) para T =Ty e T =Tp
para alguns valores de t.

[(Lt), (Xo, W)™ = U (moe™t,w) : (o, w) € [Xo]? x [W]Hav}
vE[a,1]

t=0.1

Figura 3: Nivel o = 0.3 das solugoes do problema (13) paraT =Tp e T = T7..

Na figura (3) temos os conjuntos [(Lt) ., (Xo, W)|°? e [(Lt) ., (Xo, W)]*2.
A parte mais escura do grdfico corresponde ao conjunto [(Lt), (Xo, W)]03.
Como vemos na figura [(Li)y, (Xo, W))3 C [(Lt)r, (X0, W)])93, com isto,

como mo caso anterior, o conjunto [(Li)r, (Xo, W)|* € mais fuzzy que o con-

junto [(Lt)7, (Xo, W)|*, isto €, o didgmetro da solucdo do problema (13) sequndo
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a t-norma Tp € maior que a solu¢do sequndo a t-norma T7,.

Quando os conjuntos fuzzy Xo e W sao interativos sequndo a t-norma
Tp temos

[(Le) 1, (Xo, W)™ = {(w0e®", w) : (w0, w) € [Xo]* x [W]'} U{(zoe™", w) :
(w0, w) € [Xo]' x [W]*}.

Neste exemplo vemos que as solugdes do problema (13) sequndo as t-
normas Tar, Tp, Ty, e Tp satisfazem o Coroldrio (2.10), isto €, valem as in-

clusoes

[(Lt) 7, (Xo, W)™ € [(Le) 7, (Xo, W)I* € [(Lt),, (Xo, W)™ C [(Le),, (Xo, W)

T

Cabe observar que devido ao Teorema 4.2 também sao validas as in-

clusoes

Ai([Crp]?) € A(([Cr,]?) € (A([Crp]*) € A([Cry]?)-

5. Conclusao

Neste trabalho tratamos das equagoes diferenciais fuzzy com parametros
interativos segundo t-normas semicontinuas superiormente. Isto significa que
a distribuicao de possibilidade conjunta dos conjuntos fuzzy, dos parametros
da equacao, tém funcdo de pertinéncia definida com o auxilio desta t-norma .
As equacoes diferenciais fuzzy foram estudadas sob o ponto de vista da teoria
das inclusoes diferenciais e também pela fuzzificacao da solugao deterministica
associada a equacao diferencial fuzzy. Ambas metodologias produzem a mesma
solucao.

Quando abordamos as equagoes diferenciais fuzzy utilizando o principio
de extensao como ferramenta para a obter a solugao, verificamos que para as t-
normas basicas os diametros das solugoes verificam uma importante relacao de
inclusdo. A solucao que possui maior didmetro ocorre quando os parametros sao
néo interativos, isto é, quando sdo modelados via t-norma do minimo (Ty),
seguida do didmetro da solugdo via t-norma do produto (7), depois vem o
didmetro da solugao via t-norma de Lukasiewicz (T7) e finalmente o didmetro
da solucdo via t-norma do produto drastico (Tp). A partir do Teorema 4.2,
essa mesma relagao nos diametros se mantém caso a abordagem adotada fosse

via inclusoes diferenciais fuzzy.
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Os resultados obtidos neste trabalho foram exemplificados e ilustrados
através do modelo de crescimento populacional malthusiano com parametros
fuzzy interativos.

Por fim, queremos dizer que estudo semelhante a esse foi feito em que a
interatividade nos parametros nao é dada por t-normas, e sim a partir do con-
ceito de niimeros fuzzy completamente correlacionados (Cabral e Barros, 2010;
Carlsson et al., 2004). Neste caso, as solugdes sao obtidas apenas pelo principio
de extensao e concluimos também que as solugoes das equagoes diferenciais
fuzzy obtidas dessa forma possuem didmetros menores que os das solugoes via
Thr. Mais ainda, é mostrado que a solucao via T, contém as solugoes dos sis-
temas quando os parametros sao considerados completamente correlacionados
(Cabral e Barros, 2010).
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