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Resumo. Nesse trabalho estudamos um modelo simples para evolugao de HIV
positivo para populages em doenga plenamente manifesta com parametros in-
certos. Devido o tipo de incerteza, utilizamos a teoria dos conjuntos fuzzy para
modelar matematicamente tal incerteza. Consideramos que os parametros in-
certos s&o numeros fuzzy correlacionados. Primeiro, supomos que as condigoes
iniciais s@o linearmente correlacionados e depois, que a condigdo inicial estd
correlacionada com a taxa de transferéncia. Finalmente, sdo feitas compara-

¢oes do modelo fuzzy com o modelo deterministico.
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1. Introducao

HIV é a sigla em inglés do virus da imunodeficiéncia humana. Cau-
sador da AIDS (sindrome da imunodeficiéncia adquirida), ataca o sistema
imunolégico, responsdvel por defender o organismo de doengas. As células
mais atingidas sdo os linfécitos TC D4™T. E alterando o DNA dessa célula que
o HIV faz cépias de si mesmo. Depois de se multiplicar, rompe os linfécitos em
busca de outros para continuar a infeccdo (www.aids.gov.br).

Ter o HIV nao significa ter AIDS. Apéds a exposicao e infeccao do virus,
individuos podem viver anos sem apresentar sintomas e sem desenvolver qual-

quer doenca. FEste periodo de tempo entre a infeccao e a manifestacao de
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doencas, que varia de individuo para individuo, é um valor impreciso, sendo
essa, uma dificuldade no estudo desta sindrome, pois o individuo pode trans-
mitir o virus sem saber que estd infectado. Outra dificuldade nesse estudo é
a falta de dados concretos sobre o nimero da populagao soropositiva. Como
ainda ndo existe cura para a AIDS, a principal forma de combate sdo medidas
preventivas (Jafelice, 2003).

Alguns estudos mostram que a contagem de células CD4% é o princi-
pal indicativo para a resposta terapéutica, ou seja, sugere que quanto menor
for a quantidade dessas celilas no organismo, mais progredida estd a doenca
(www.aids.gov.br).

Um modelo simples de tranferéncia do nimero de individuos assintoma-
ticos para sintomadticos, porém de grande importancia pedagdgica, foi proposto
por Anderson et. al (1986) (cf. Murray, 2002).

O modelo é dado pelo sistema de equacgoes diferenciais

d

d—f = —Az; z(0)=120>0

o (1)
o = A y0) =y >0,

onde )\ é a taxa de tranferéncia da fase assintomadtica para a sintomaética
(AIDS), z(t) e y(t) sdo, respesctivamente, a fracdo dos individuos infectados
que nao desenvolveram AIDS e os que ji desenvolveram os sintomas em cada

instante t.

No modelo (1) se considera que
x(t) +y(t) =1, vt > 0. (2)
Resolvendo a primeira equagao do sitema (1), temos
x(t) = zoe M. (3)
Logo, de (2), y(t) é dado por
y(t) =1 — zge . (4)

Note que , ligrn z(t)=0e lim y(t) =1

t——+4oo



Um modelo para evolugao de HIV positivo para populagoes ... 29

Figura 1: Retrato de fase para a solugao deterministica. A seta indica que a popu-

lagao tende ao ponto (0, 1).

A figura 1 representa o retrato de fase de (1), supondo z +y = 1 com
condicao inicial g = 0.95 e A = 0.7. Os pontos em destaque representam os
valores do fluxo de (1), dado pelo operador

Lt($07 ZUO) = (xoe_)\ta 1—- '/I"Oe_)\t)a (5)

para diversos valores de t.

Em epidemiologia, uma mesma doenga pode se manifestar de diversas
formas em distintos individuos, e com diferentes graus de gravidade. Doencas
sao geralmente descritas por termos linguisticos, que sao diversas vezes vagos.

No caso do HIV, apesar da alta sensibilidade dos testes usados na de-
tecgao do virus, individuos recém-infectados podem permanecer soronegativos
nas primeiras seis semanas (Jafelice, 2003). Dificultando a precisdo do ntimero
de individuos soropositivos e, consequentemente, o niimero de individuos as-
sintomaticos e sintomaéticos nesta populacao.

Assim, estudamos esse modelo, supondo incertezas nas condigoes iniciais
através da teoria de conjuntos fuzzy, uma vez que os modelos deterministicos
(tradicionais) nao atendem a subjetividade presente em alguns fenémenos epi-
demioldgicos.

Vamos considerar o operador dado em (5), que é solucdo de (1) em ¢,

como fungao da condigao inicial.
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Consideraremos entdo que as condigoes iniciais de (1) sejam incertas,
modeladas por numeros fuzzy. O fato de x + y = 1, sugere que xg e yy sejam
linearmente correlacionados — ou completamente correlacionados — (Cabral e
Barros, 2010; Cabral, 2011). Faremos a abordagem da solucao de (1), com in-
certezas, por duas técnicas: via inclusao diferencial e via extensao (fuzzificacao)
da solugao deterministica (Cabral e Barros, 2010; Mizukoshi et al., 2007). Para
essas abordagens, se fazem necessarios alguns conceitos e resultados, préprios

da teoria dos conjuntos fuzzy.

2. Conceitos Basicos

Definigao 2.1 Um subconjunto fuzzy A de R™ € caracterizado por uma fungdo

de pertinéncia p, : R" — [0, 1].

Definicao 2.2 Seja A um subconjunto fuzzy de R e a € [0,1]. O a-nivel de A

€ o subconjunto cldssico de R definido por

[A]* ={r eR":p,(x) >a} para 0 < a <1 e[A’={z €R":u,(x) >0}

para o = 0.

Definigao 2.3 O suporte de A € o subconjunto cldssico de R definido por
supp(A) = {z e R: p,(x) > 0}.

Definicao 2.4 Um subconjunto fuzzy A € chamado de nimero fuzzy quando o
conjunto universo no qual pa esta definida, € o conjunto dos numeros reais R

e satisfaz:

1. todos os a-niveis de A sdo intervalos fechados e ndo vazios de R;

2. supp(A) é um conjunto limitado

Definicao 2.5 Uma t-norma é uma operagdo bindria t : [0,1] x [0,1] — [0, 1]

que satisfaz:
1. elemento neutro: ltrx = x;
2. comutativa: xty = ytx;
3. associativa: xt(ytz) = (xty)tz;

4. monotonicidade: se x <wu ey <wv, entao xty < utv.
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A familia dos subconjuntos fuzzy do R™ é denotada por F(R™), enquanto

a dos nimeros fuzzy é denotada por £(R).

Definicao 2.6 Uma distribuicdo de possibilidade sobre R? é um subconjunto
fuzzy C de R? com fungdo de pertinéncia p, : R*> — [0,1] que satisfaz

pe (o) =1 para algum zo € R2.
A familia de distribuicdo de possibilidade de R? serd denotada por F.(R?).

Definigao 2.7 Sejam A, B € £(R) nimeros fuzzy e C € F.(R?), entdo puc é

uma distribuicao de possibilidade conjunta de A e B se max u.(z,y) = p,(x) e
y

max fe(2,y) = pg(y), para todo x,y € R. Além disso, ,u,;; e pp sdo chamadas
x
distribuicoes marginais de C.

Definigao 2.8 Os nimeros fuzzy A e B sdo ditos ndo interativos se, e somente
se, sua distribuicdo de possibilidade conjunta C' for dada por

po(z,y) =min{p, (x), py(x)}. Caso contrdrio, sao ditos interativos.

Definigao 2.9 Dois nimeros fuzzy A e B sdo ditos interativos de acordo com
a t-norma T, se a distribui¢do de possibilidade conjunta C de A e B € definida

pela t-norma T, isto é, p, : R? — [0,1] € tal que p,(z,y) = T(pa(z), ps(y)).

Definigao 2.10 Sejam f uma funcdo tal que f: X — Z e A um subconjunto
fuzzy de X. O principio de extensao de Zadeh de f € a funcao f que, aplicada

~

a A, fornece o subconjunto fuzzy f(A) de Z, cuja fungdo de pertinéncia € dada
por
sup pa(x) se fo
o (2)=< f'(®»
Mf(A)( : 0 se f1

(2) # 0
(2) =0
Definicao 2.11 Dois nimeros fuzzy A e B sao ditos linearmente correlaciona-
dos se existem q,r € R, com q # 0, tais que sua distribuicdo de possibilidade

conjunta € dada por

He ({E, y) =My (m)X{qz-l—r:y} (1'7 y) = Mg (y)X{qx-‘rr:y} (x, y) (6)

onde
1 se gr+r=y

X{q$+’r‘_y}(x7y):{ 0 se qrir+y

¢ a fungao caracteristica da reta {(z,y) € R? : gz +r = y}.
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Neste caso, se [A]” = [af, a5 entiio [B)® = glA]" + 7,1, () = o, (57),
g#0,VzeR e
[C* = {(z,qx +7) €R?: 2 = (1 — 5)a + sag,s € [0,1]}, para o € [0,1].

Vamos apresentar agora o principio de extensao para dois numeros fuzzy

linearmente correlacionados.

Definigao 2.12 Seja C' uma distribuicdo de possibilidade conjunta com dis-
tribuicoes de possibilidades marginais s e ug, e seja f : R2 — R? uma
funcdo continua. Se A e B sao numeros fuzzy linearmente correlacionados,
entdo a extenséo de f aplicada a (A,B) € o conjunto fuzzy f.(A,B) cuja

funcdo de pertinéncia € definida por

sup pelz,y) se  fHu,v) #0
u,v) =< @YEf(uw)

By oam(
‘ 0 se  fH(u,v) =0,

onde f_l(u>v) ={(2,y) : f(z,y) = (u,v)}.

A seguir apresentaremos um teorema cuja prova se encontra em (Cabral
e Barros, 2010; Cabral, 2011), o qual serd util na solugao de (1), via fuzzificacao

da solucao deterministica, supondo incertezas nas condigoes iniciais.

Teorema 2.1 (Cabral, 2011) Sejam A, B € E(R) nidmeros fuzzy linearmente
correlacionados, seja C' sua distribuicao de possibilidade conjunta e

f:R? — R? uma funcdo continua. Entdo,

[fo (A, B)]* = F([C]%).

3. Modelo de tranferéncia de assintomatico para
sintomatico com condicoes iniciais fuzzy line-

armente correlacionadas

Voltando ao modelo (1), as condicOes iniciais sao tais que xo + yo = 1.
Como dito anteriormente, vamos supor que as condicoes iniciais sejam nimeros
fuzzy x¢ e yo linearmente correlacionados, com distribui¢ao conjunta C'. Assim,

sua fungao de distribuicao de possibilidade conjunta é dada por
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He (1‘07y0) = KX, (IO)X{ZDO+y0:1}(IO,y0)7 (7)

onde Xy, 4yo=1} (0, y0) ¢ a funcdo caracteristica da reta {(zo,y0) € R? :
zo +yo = 1}
Se [Xo]* = [af’; ag], vem que

[C]* = (w0,1 —x0) € R? : 29 = (1 — y)af +va, v € [0,1]. (8)
Na abordagem aqui proposta, (1) deve ser substituido pelo seguinte sis-

(70,%0) € C

tema

O significado de (9) serd dado na secgao seguinte uma vez que C é fuzzy
e o sentido de (zg,y0) € C deve ser dado.

Outra forma de resolver o problema (9) é a fuzzificacdo do operador
(5) Li(zo,y0) = (zoe)‘t, 1— 1:06)‘t>, baseada no principio de extensio de

Zadeh (Defini¢ao 2.12). Do ponto de vista teérico, esse método é bem mais
simples e a solugao produzida por ele serd comparada com aquela dada por
(11). Mizukoshi et al. (2007) mostra que a Definicao 2.12, sob certas hipéteses,

essas duas metodologias produzem a mesma solugao.

3.1. Solugao do modelo fuzzy de transferéncia de assin-

tomaticos para sintomaticos via inclusao diferencial

Resolver o problema (9) via inclusao diferencial significa resolver a fami-
lia de problemas
(z0:y0) € (€],
para cada « € [0, 1], onde [C]* é dado por (8) (Cabral, 2011).
A solugao de (9) é um conjunto fuzzy de fungbes cujos a-niveis sado
formados pela familia de solugdes de (10). Os conjuntos atingiveis de (9) sao

conjuntos fuzzy de R cujos a-niveis sao solugoes de (10) e sao dados por

A([C]%) = {za(t, 20,%0) : 2zal., o, y0) € solugao de (10)},
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de maneira que

At([C]a) = {Z(X(t,l‘o,yo) : Z;(taxO’yO) = (—)\1‘,/\(1 - 33)),
(z0,90) € [C]*}

- {(Jcoe”, - l‘oe)\t) - (20, 0) € [C]a} (1)

_ { (&”OGM, - xoe“> 20 = (1—7)ag +~a3.7 € O, 1]}

3.2. Solucao do modelo fuzzy de tranferéncia de assin-
tomaticos para sintomaticos via extensao da solugao
deterministica
Nossa principal ferramenta serd a fuzzificagao do operador linear L,(-, )

dado em (5), onde (L;). é obtido pela aplicacao do principio de extensao via

C' na solugao deterministica do problema (1). De acordo com o Teorema 2.1

temos que [(L¢) (zo,y0)]* = Lt ([C]%).

Assim, os a-niveis da solucao do sistema (9), para cada « € [0, 1], sdo

[(Lt) e (0, y0)]™ = Li([C1%) = {Le(z0,90) : (T0,90) € [C]*}
= Lt(xo,l — xo) L To = (1 — ’)/)GJ? -+ ’Y(Z%,’)’ e [0, 1] (12)

<xoe_/\t, 1-— xoe_’\t) cxo = (1 —7)af +vag,v €0, 1]}

Podemos observar que, neste caso, os conjuntos (11) e (12) sdo iguais.
Portanto, tanto a solugdo do problema (9) por inclusdes diferenciais, quanto a
solucdo por extensao da solugdo deterministica sdo iguais. Em Cabral (2011),
esse resultado é demonstrado de maneira geral, sob algumas hipdteses para um

sistema mais geral que (1).

3.3. Solucao deterministica x solucao fuzzy

Até aqui encontramos, para cada t, solugdes fuzzy para (9). A fungao de
pertinéncia da solugéo fuzzy X () é obtida por (Puri e Ralescu (1983))

px, (z) = 03331{a €[0,1] -z € A([C])}-

ze’t—b

Assim, px, (z) = “—=

. Para realizar uma correspondéncia entre a solucao

fuzzy e a solugao deterministica, é razoavel defuzzificar a solugao fuzzy ja que
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assim, para cada t, tem-se um ndimero real. Uma maneira é fazer isso pelo
método do centro de gravidade.

Para cada t > 0, seja px, a fungao de pertinéncia da solucao fuzzy de
(10), que é dada por (12). Para simplificar a notacdo, chamemos de z; os
possiveis valores assumidos por X;. A curva Z(t), que é a defuzzificagdo de Xy,
é dada por

/ xepix, (T¢)dxy
supp(Xt)

/ px, (@) day
supp(X¢)

x
Observemos que z(t) = / Hx (2) dxy = 1.
supp(Xt) fsupp(Xt) 122¢ (xt)dxt
Portanto, (13) é exatamente a esperanca matematica da varidvel aleatd-

T(t) =

(13)

ria X;. Essa observagao é importante, pois no decorrer do texto, usaremos a
desigualdade de Jensen, que é prépria para variavel aleatéria.
Exemplo 1:

Para o nosso problema, vamos denotar a solugao fuzzy de (1) por:
X:(Xo) = Xoe™™, e para o niimero de assintométicos no instante ¢, Xy um

nimero fuzzy triangular cuja a funcao de pertinéncia de X, é dada por

Ig*b
22 se b<zg<a
pxo(w0) =4 S se a<m<e

0 se zo¢lb
onde a,b,c € [0,1], a # b # c e [Xo]* = [a$,a%] = [(a — b)a+ b, (a — ¢)a + ¢].

Figura 2: Em (a) Xo como nimero fuzzy tridngular com pertinéncia méxima em a

e em (b) Xo como ntimero fuzzy triangular com pertinéncia maxima em c.

Dalf,

Z(t) = Cx e—)\t”XO—(xO)x
(0= [ e e (19
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Como
¢ c—b
/ px, (To)dzo = 5 (15)
b
temos,
T 2 ‘ —At 1 -t
z(t) = zoe M px, (wo)dzo = Z(a+b+c)e . (16)
C — b b 3
A fungao de pertinéncia de X; é
xer — b
= ——: 1
px, () pra— (17)

Calculando a pertinéncia da solugdo deterministica na fuzzy em (17)

zge MM _p 1

obtemos px, () = £ —

3.4. Defuzzificacao da solugao fuzzy X,

A Figura 3(a) representa a solucao fuzzy de (9), em que z e y sdo lin-
earmente correlacionadas, e estao sobre a reta x +y = 1.
A seguir, iremos comparar Z(t) com a solucio fuzzy X; = Xoe ™, cujos

a-niveis sdo dados por (12). Para isso, usaremos a desigualdade de Jensen:

Teorema 3.1 Seja f uma fungao convexa e Y uma varidvel aleatdria, entdo

E(f(Y))) = F(E(Y)).

Para cada t > 0, definimos
gi(x) = e, (18)

A funcdo g¢(z) é convexa e concava para todo z. Portanto, a desigual-
dade de Jensen nos d&

z(t) = E(g:(X0)) = g:(E(Xo)) = 9¢(Xo) (19)

— 11X, (7o)
de Xg= | —————————duxo.
onae 0 f /,LXO (.Z‘Q)dxo i)

Quando defuzzificamos a solucdo fuzzy, tratada na Figura 3(a), encon-
tramos a curva real T(t) = 0.95¢7%7" (com parametros a = 0.95, b = 0.9,
c=1e A =0.7), que é solucao deterministica do sistema (1). Essa mesma
solugao tem grau de pertinéncia 1 na fuzzy e esta encontra-se no centro de cada

“segmento fuzzy” para cada t > 0.
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Exemplo 2:
Agora fagamos o mesmo estudo para um caso particular de quando a = c.

Seja X o nimero fuzzy triangular dado como na figura 3.3(b).
Assim,

_ 0= se b<zog<c
o (@0) { 0 se x ¢ [b,(]

onde b,c € [0,1], b # c e [Xo]* = [af, ad] = [(c — b)a+ b, c].

Dalf,
jt :/ €T eiAthx . 20
€ b Iy #xo(w0)do ’ (20)
Como
¢ c—b
/ px, (0)dxo = 5 (21)
b
temos,
2 ¢ 1
z(t) = / zoe Mux, (xo)dry = = (b4 2c)e . (22)
C — b b 3

Percebemos que para ¢ = 1 temos % < %(b + 2¢) < 1, uma vez que o
menor valor que b pode assumir é zero.

L =5 B
s o t=4 0e Jt=4
=3 =2
08 =25 0¢ ]

@ o8 =13 ® o =13
0z N8 04
05 i =055

= =03
02 W 0z A

01 =0 01 t=0

~

4
0 o 0z 33 04 0f 08 07 08 03 1 0 01 02 03 04 05 0B 07 08 09
* X

Figura 3: (a) Retrato de fase para a solucio fuzzy de (9) quando tomamos a = 0.95,
b =10.9, ¢c =1 e taxa de transmissdo A = 0.7. (b)Retrato de fase para a solugdo
fuzzy de (9) quando tomamos b = 0.9, ¢ = 1 e taxa de transmissdo A = 0.7. Para
cada ¢ > 0, em ambas as figuras, regides mais escuras significam que maior é sua
possibilidade (pertinéncia) & solucao do problema, isto é, maior a confiabilidade dos

numeros de assintomético e de sintomético.

Quando defuzzificamos a solugdo fuzzy tratada na figura 3(b) encon-
tramos a curva real Z(t) = 0.96e=°"* (com parametros b= 0.9,c=1e A = 0.7)
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que possui grau de pertinéncia 1 na solucao fuzzy. E, se notarmos a figura 3(b)
vemos que, de fato, as regioes mais escuras, que indicam maior pertinéncia, se
encontram a direita do “segmento fuzzy”.

E interessante notar que a adocao de Xy simétrico produz as “dis-
tribuigbes centradas” para cada ¢ como representada na figura 3(a). Por outro
lado, supondo Xy uma distribuigdo nao simétrica (figura 3.3(b)) produz “dis-

tribuigbes nao simétricas” das solugdes, como pode ser visto na 3(b).

4. Modelo de tranferéncia de assintomatico para
sintomatico com condigcao inicial e taxa de

conversao linearmente correlacionadas

Do ponto de vista biolégico é razoavel supor que A\ e xy estao cor-
relacionados, pois esses dois parametros estao intimamente dependentes da
carga viral (v) e do nivel de C D47 de cada individuo (ver: Jafelice, 2003). O
parametro C D4 é o mais importante do ponto de vista médico, pois estudos
mostram que a contagem da célula de CD4% é o melhor indicador para a re-
sposta terapéutica, uma vez que, quanto maior a quatidade de célula melhor
o estado de saide do paciente (Jafelice, 2003). Assim, faremos A = A\(C'D4) e
xo = xo(CD4).

Em nosso modelo, consideraremos zo e A numeros fuzzy (A, Xy) cor-
relacionados. Mais especificamente, que sdo linearmente correlacionados com
correlacdo linear negativa: A = ¢ Xy + r em que ¢ é negativo.

Desta forma, ao problema (1) associaremos o sistema aumentado

(‘fu‘iﬁ B (A’C’O), (23)

((0), A(0)) (w0, A)

cuja solucdo é dada por z(t) = zoe ™ e A(t) = A, Vt > 0.
De maneira anédloga ao que foi feito na secgao 3, considere o operador

para cada t fixo
Li(xg,\) = (acoe_)‘t,)\), (24)

Supondo que z( e A sdo incertos e modelados por nimeros fuzzy linear-

mente correlacionados, Xy e A, entao existem ¢, € R tais que a distribuicao
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de possibilidade conjunta C' de X e A é dada por

Mo (.%‘07 /\) = H1X, (-rO)X{qzoJrr:)\} (-7;0; )‘) = KA ()‘)X{qrngr:/\} (l‘Oa )‘)a (25)

onde Xfe+r—2} (70, A) é a fungdo caracteristica da reta

{(z0,\) €R?: qzg +1r = \}.
Se [Xo]" = [af 3], vem que
[C]* = (x0,qxo +7) €R? 1 g = (1 — 7)al +7as,v € [0,1]. (26)

Dessa forma, o sistema (1) lida com parametros incertos. Nesta abor-

dagem devemos ter (23) substituido por

(ﬁfl?) - (‘”’0). (27)

(Io, )\) S C

4.1. Solucao do modelo fuzzy de tranferéncia de assin-
tomaticos para sintomaticos via inclusao diferencial

Resolver o problema (27) via inclusao diferencial significa resolver o prob-

{(Cg’cg) = (=\z,0) (28)

lema

(w0, A) € [C],
onde [C]* é dado por (26).
Os conjuntos atingiveis de (28) s@o dados por

A(C) = {zalt,wo, V) < Z4(t20,3) = (<A2,0),  (20,M) € [C]°)
= {(xoe_kt,/\) : (J,‘O,)\) S [C]a} (29)

= {(moe_(qc”ﬁ")t, qro + 7“) cxo = (1 —v)af +vas,v €0, 1]}

4.2. Solucao do modelo fuzzy de tranferéncia de assin-
tomaticos para sintomaticos via extensao da solugao
deterministica
Estudaremos o modelo fuzzy (27) de tranferéncia de assintomaticos para

sintomadticos, onde néds fuzzificaremos o operador linear L;(-,-) dado em (24).

Como sabemos, para os a-niveis da solugao, é vélido
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[(Lt) o (X0, A)]* = Li([C]%).
Assim, os a-niveis da solucao (28) sao
[(Lt)c(X07A)]a = Lt([C]a) = {Lt(x07)‘) t(zo,A) € [C]a}

= ¢ Li(z0,qr0 + 1) : 1o = (1 — y)af +vag,v € [0, 1]} (30)

= (on@_(qonrT)t’ql‘o + 7“) w0 = (1 —7)af +7a3,v € [0, 1]}

Portanto, temos que, tanto a solu¢éo do problema (27) por inclusao difer-
encial, quanto por extensao da solugdo deterministica sao as mesmas. Como ja
dito antes, em Cabral (2011), esse resultado é demonstrado de maneira geral,
sob algumas hipdteses para o sistema (1).

Representando A = Xpe™?* como ntimero fuzzy em que
[A]* = {20~ tal que 2 € [Xo]® e A = qzo + 1},

é interessante lembrar que, para cada t > 0, as quantidades A;([C]%) sdo -
niveis dos conjuntos fuzzy A;(C) com distribuigoes de possibilidades conjunta
dos nimeros fuzzy Xge 2 e A, que sao claramente correlacionados, uma vez
que, X e A o sao.

No entanto, tal correlagao nao é do tipo linear, uma vez que, suas dis-
tribuicdes estao sobre a curva parametrizada y(s) = (se~ (@7t g5 4 1), onde
0 < s <1 para cada t. Na figura 4 estdo representadas A;(C') que, como vimos,

coincide com (L;),, para alguns valores de .

4.3. Solugao deterministica x solugao fuzzy

Para encontrar uma curva real é necessario fazer a defuzzificagao das
solucoes fuzzy para (27). Uma maneira é fazer isso pelo método do centro de
gravidade.

Para cada t > 0, seja px, a fungdo de pertinéncia da solucao fuzzy de
(27), que é dada por (30). Para simplificar a notagdo, chamemos de z; os
possiveis valores assumidos por X;. A curva Z(t), que é a defuzzificacao de Xy,
é dada por

/ xepx, () dxy
supp(Xt)

/ px, (we)dzy
supp(Xt)

z(t) = (31)
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Observemos que z(t) = / Hx (20) day = 1.
supp(Xt) fsupp(Xt) KX, (xt)d.'l:t

Portanto, (31) é exatamente a esperanga matematica da varidvel aleatéria
X;. Essa observacao é importante, pois no decorrer do texto, usaremos a de-
sigualdade de Jensen, que é prépria para variavel aleatéria.
Neste problema, temos Xge~ (X0t ¢ geja X um nimero fuzzy.
Assim,
- ¢ —(qzo+r)t MXD(xO)
z(t) = zoe \4To = dx. (32)
b [y, kx, (zo)dzo
A seguir, iremos comparar Z(t) com a solugdo fuzzy X; = Xoe—(@Xotnt,
Para isso, usaremos o teorema 3.1.

Deste modo, para cada ¢t > 0, definamos a fungao
ge(x) = ze”THL, (33)

Pela desigualdade de Jensen (teorema 3.1), como g:(z) é convexa para
todo x, temos

I(t) = BE(X;) = E(g:(X0)) = g:(E(X0)) = g:(Xo). (34)
~ ToMXx, (.To) "~
onde XO = 7] 1ix, (xo)dxo 0-

Concluimos, dessa forma, que a solugao deterministica sub-avalia o nimero
médio de individuos assintomaticos.

Exemplo 3:

Para o nosso problema, temos X;(Xy) = Xoe~(@Xo+mt o X um nimero
fuzzy triangular cuja a funcao de pertinéncia de X, é dada como na Figura
3.3(a). Assim,

2

z(t) = p— /b woe” WOt (o) dxg

_ 2~ Watbatnitaat (94 pgp) e (—24gt(—2a+btalb—a)qt))) (35)
- (c=b)(a—0)(qt)®

+ 2¢~((ate)atn)t (—e®1(2+4cqt)+e1* (24-qt(2a—c+a(a—c)qt)))
(c=b)(a—c)(qt)3 ’

Fazendo ( l})l)n Z(t) obtemos ce~ (¢4t que é a solucdo deterministica
a,b)—c

de (1) para o caso em que X e g estdo sobre a reta A = qrg + 7.
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Figura 4: O gréfico de [(L¢) (Xo,A)]*(30) para diferentes valores do tempo. E o
fato dos conjuntos Xp e A serem completamente correlacionados faz com que seja

unidimensional para cada a € [0,1]. Em X, = Xpe~(@X0™! admitimos X, como na

Figura 3.3(a) onde a = 0.5,b=0e c=1 e tomamos g =—1er = 1.

> 0% -y
o t=0.55 02 t=2.5 L
alg 02
005 01 0.15]
\ e o
9 sl
a7 8 [ (3 0% | 05 0% 06 06 07 055 08 08 08 0% | 45 05 0 05 08 07 0% 08 0% 09

X X X

Figura 5: Retrato de fase para a solugao fuzzy (1) quando tomamos a = 0.95, b = 0.9,
c=1,g=—1er =1. Para cada t > 0, regides mais escuras significa que maior é
sua possibilidade (pertinéncia) & solugdo do problema, isto é, maior a confiabilidade

dos numeros de assintomatico e de sintomatico.

Quando defuzzificamos a solucao fuzzy tratada na figura 5 encontramos
a curva real T(t) = Fe O2(7.1 x 10714015 (=1.07 x 10'® + ¢)(—2.1 + t) +
eV (—800 + 360t) + €%-2¢(400t — 800)) e para os valores de ¢ dados na figura 5
temos, Z(0.55) = 0.92, T(2.5) = 0.84 ¢ T(5) = 0.74 . E importante notar que as
regides mais escuras encontram-se na parte central de cada “segmento fuzzy”,

onde também escontram os valores de Z(t), devido & escolha da distribuigdo de
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X().

Na figura 5, é importante observar que a medida que t aumenta, as
distribuigoes do niimero de assintomaético (z) diminui enquanto o de sintomético
(y) aumenta, e ambos estao sobre a reta x +y = 1. Isto estd em concordancia

com o fato observado inicialmente (ver figura 1).

5. Conclusoes

Neste trabalho tratamos da solugdo do modelo de tranferéncia de in-
dividuos assintomaticos para sintomaticos com interatividade nas condigoes
iniciais fuzzy e também com interatividade na taxa A e na condicdo incial
fuzzy. Consideramos que as condicOes iniciais das populacGes envolvidas sao
linearmente correlacionadas. Assim, resolvemos o sistema de equagoes diferen-
ciais fuzzy através de dois métodos distintos: via teoria de inclsao diferencial e
via “fuzzificacdo” ou extensdo da solucdo deterministica.

Concluimos, assim, que ambos os métodos nos dao o mesmo conjunto
solugao e, dessa forma, a solugao deterministica é um caso particular da solugao
fuzzy, uma vez que, no caso cldssico para todo ¢ > 0, o par de solucao (z(t), y(¢))
se encontra na reta x +y = 1 e, no caso fuzzy, para todo t > 0 as distribuigoes
de possibilidades para = e y também se encontram sobre a reta x +y = 1.

Analisamos a esperanga matematica da variavel aleatéria X; e compara-
mos com a solugao deterministica, no primeiro caso, onde as condicoes iniciais
sao fuzzy linearmente correlacionadas percebemos que sao iguais. Ja no se-
gundo caso, onde a taxa A e a condicao inicial sdo fuzzy e correlacionadas,
notamos que a solugao deterministica sub-avalia o nimero médio de individuos

assintomaticos.
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