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Resumo. Neste trabalho é utilizada a teoria dos nimeros fuzzy e o principio
de extensdo de Zadeh para obter uma familia de solugbes fuzzificadas da
equacao de Poisson-Boltzman, como anélise nos efeitos eletrostaticos de biomo-
léculas em solugado iénica. A andlise da defuzzificacdo da familia é feita através

do método de centro de gravidade.
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1 Introducao

Um enorme niimero de aplicagoes, mostram como a equagao de Poisson-
Boltzmann é uma ferramenta 1til e muito usada para a biologia estrutural e de
suporte de outras metodologias tedricas e experimentais. Entre outras, repre-
senta uma abordagem precisa para tratar os efeitos eletrostéticos, que desem-
penham um papel fundamental, por exemplo, para simular uma biomolécula
em uma solugdo iénica. A neuroprétese, para citar outro exemplo (ver: Kandel
et al., 2000; Malmivuo e Plonsey, 1995), cujos dispositivos tem como objetivo
restaurar ou apoiar partes dos sistemas neuro musculares ou sensoriais, esti-
mulando a atividade muscular ou o tecido neural electricamente, é outro das
areas da biomedicina que usa como modelo a equacao de Poisson-Boltzman.

Neste caso, um campo elétrico ativa as células nervosas e musculares, para
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desencadear uma sequéncia de eventos que tém lugar na membrana celular.
As células passam no momento do impulso elétrico de uma despolarizacao a
repolarizagao e esse processo depende fortemente do tipo de célula. A corrente
eléctrica pode ser induzida no corpo através de eléctrodos ou pela aplicacao de

um campo magnético varidvel. As caracteristicas da activagdo dependem:

1. das fontes de corrente (por exemplo, o estimulador eléctrico: amplitude,

longitude de onda, taxa de repetigao);
2. o tecido condutor entre e em torno dos eléctrodos e as células-alvo;

3. das propriedades das células alvo.

Neste trabalho propomos um modelo simplificado da equacao de Poisson-
Boltzam, cuja a andalise das incertezas é feita através da teoria dos nimeros

fuzzy.

2. O modelo matematico

Considerando o sistema a ser modelado de comportamento eletrostatico,
vamos considerar Q C R? como secdo horizontal de um cilindro C' C R? con-
tendo uma solucdo ionizada; vy a temperatura da superficie lateral 9C; v a
temperatura da solugdo; § > vy a temperatura de descarga e o(v) a condu-
tividade elétrica. Como a solucao é ionizada, temos uma descontinuidade em
v =4 para o, isto é, o(v) = 0 se v < e o(v) é positiva e continua para v > 4.

As equagoes constitutivas serao

E= —gradv
D= aoF
divD= o

sendo E o campo elétrico, D o campo de inducdo elétrica e a = x| E|?, sendo

x a condutividade térmica, os quais estamos supondo y e |E| constantes. Entao

v verifica
—Av= 0, sev <9,
—Av= ao(v), sev >4, (1)
v= vy, em Of)

Escrevemos u = v — vy e v = § — vy > 0 para salientar a dependéncia de vy e

d, tornando (1) em

—Au=aH(u—7v)o(u+wvg) em Q, u=0 em O
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onde H(x — 7) é a fungdo de Heaviside com salto em ~.
Uma solucao deste problema estaria dada por uma fungdo u em um

espago apropriado de fungoes verificando
—Au € [aH (u(z) — v)o(u(z) + vo), aH (u(zx) — v)o(u(z) + vo)l,  (2)

com z = (z1,22) € Q. Observamos que quando u(x) # v o intervalo a direita
se reduz a um ponto. Quando u(x) = v temos o intervalo [0, ac(u(z) + vg)].

Considerando o(u(z) + vg) = f(x) foi provado (Bertone, 1998) que o
problema de fronteira livre tem a propriedade que

med({u(z) =~}) =0,

onde med(A) é a medida de Lebesgue do conjunto A, obtendo-se o problema
classico de Poisson-Boltzman a seguir

—Au=a f(z),z€Q
u(x) = 0 para x € 9.

3)

Assim, motivados por este modelo e pelo fato da incerteza da condugao
elétrica através da membrana celular pelo proceso de despolarizacao a repo-
larizacado de cada tipo de celula, definimos o como um ndmero fuzzy D. A
abordagem fuzzy é feita utilizando o principio da extensao de Zadeh, que serd
detalhada na se¢cao 3. Uma andlise da “média” dessas solucOes, proporciona
uma solugao da equacao de Poisson-Boltzman para um parametro, que também
é uma média em um sentido especifico, dos elementos do nivel zero do niimero

fuzzy D.

3 Metodologia

Lotfi Zadeh introduziu o conceito de conjuntos fuzzy em Zadeh (1965) e,
desde entao, uma grande quantidade de pesquisas tem sido desenvolvidas, in-
cluindo os estudos sobre equagdes diferenciais parciais (EDP), juntamente com
a teoria dos conjuntos fuzzy. Da teoria de conjuntos fuzzy iremos usar o con-
ceito de nimero fuzzy, que é um par (D, up) de um conjunto D, subconjunto
de X, espaco métrico ndo vazio, e up : X — [0, 1] fungao de pertinéncia asso-
ciada ao ndmero fuzzy D. O valor de up(x) representa o grau de pertinéncia
do elemento x ao conjunto fuzzy D. Também usamos o conceito de a-niveis

e o principio da extensao de Zadeh, cujas definigoes, bem conhecidas na area
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da teoria fuzzy, podem ser revisadas em Barros e Bassanezi (2006). O pro-
cesso de fuzzificar a solugao de equagoes diferenciais, fuzzificando o parametro
¢ discutido largamente em Cecconello (2010).

Observamos que, como consequéncia do principio da extensao de Zadeh,
temos que a imagem de a-niveis estritos sao os mesmos a-niveis do nimero
fuzzy gerado pela extens@o. Foi provado que a propriedade anterior vale para
a-niveis que nao sao necessariamente estritos, desde que a aplicacao que gera
o numero fuzzy da extensao seja continua. A demonstragao desta afirmacao
pode ser encontrada em Barros et al. (1997) e seu enunciado é dado na seguinte
proposicao:

Proposicao 3.1 Propriedade de continuidade da extensao de Zadeh. Sejam
X e Z espagos métricos nao vazios, D um conjunto fuzzy de X, e f : X — Z
continua. Entdo, para cada 0 < o <1 € vdlido que [f(D)]a = f([D]%), onde
[D]* = {x € X : up(z) > a}, denota o nivel a do conjunto fuzzy D e f a
extensao de Zadeh de f.

E bem conhecido que a solucio da equacio (3) para Q = [0,a] x [0, d]
vem dada por

va(®) = /0 ’ /0 "4 F(Em)Cla,€.m)dy de ()

onde d = —a e G é a fungao de Green representada por
G(z,&n) =2/a Y _(sin(ppz1) sin(pn))/ (pn sinh(pna)) Hy (22, 1),
n=1

sendo p, = mn/a e H uma fungdo dada por

ot
=

Ho(a, ) = sinh(p,n) sinh(p,(a — z3)) for a>x9>n>0, (
nit2 ) = sinh(p,n) sinh(p,(a —n))  for a>n>xz9 >0.

Considerando a solugao de (3) como funcdo do parametro d € R, obte-
mos a fuzzificacao desta solug@o a partir do principio da extensao de Zadeh,
como detalhamos a seguir. Consideramos o nimero fuzzy D cujo nivel zero de-
notamos por [D]°, (z1,22) um ponto do dominio da EDP e a funcio S(ar,w0)
[D]° — R, que faz corresponder a cada d um valor real, S(z1,22)(d), que é o
valor da solugao deterministica do problema correspondente ao parametro d no

ponto (x1,x2).
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Seja §(w1,w2) (D) a extensdo de Zadeh da funcdo S(,, +,)(d) para d € [D]°.
Entao, a fuzzificagcdo da solucao deterministica, através do principio da extensao

de Zadeh, vem dada pela familia

U Sewren) (D). (6)

(z1,22)

Nosso objetivo é estudar propriedades qualitativas de (6) usando a proposigéo
3.1. Para isso, precisamos provar a continuidade de S(z, »,)(-) com respeito
ao parametro d da solugao deterministica da EDP (3) em cada ponto fixado
(z1,22) do seu dominio. Para este trabalho consideramos o nimero fuzzy D
triangular como mostra a figura 1, onde d? é o valor modal e § é a dispersao

do numero fuzzy D.

d’— o d” )
Figura 1: O nimero D triangular.

Logo, se ds — d quando s — oo, para (z1,z2) fixado, obtém-se
lim [(ug, (21, 22)) = ua(z1, 22))|
~ tim |4, ~d] [ / FE MG w1, 2. € m)dy d = 0,
0 que prova o afirmado.

Observagao 3.1 Como consequéncia da proposicdo 3.1 temos as sequintes ob-

servacoes:
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(a) A solugdo deterministica é a preferida, ou seja tem grau de pertinéncia

1, desde que
R 1
Stera2) (@) = S n) (ID1') = [Seran(D)] (7)

(b) O didgmetro do nivel zero tende para 0 quando y — 0. Além disso, como
[D]° é compacto, existem €1, eo € [D]° tais que

Ue, (zlaxQ) = dgg}() 5(11712)(61) € Ue, (Ila '772) = dlél[%)](o S(on,acz)(d)' (8)

Assim, temos que

lim |(U52(£U1,$2) — Ugy (l’l,$2)| =
To—a 9

a a
= 121m |€2_‘€1|/ / f(&n)G(mlvx%&U)dn d£
To—a 0 0

desde que n in (5) tende para a quando x4 — a, mostra que (9) quando

To — a € zero.

Uma simulagdo numérica da fuzzificacao é mostrada na figura 2 em que,
de baixo para cima, os a-niveis iniciam em tom escuro até valores médios, para

escurecer novamente quando se aproximam de a = 1.

Alpha Levels

Figura 2: Solucao fuzzy da equagao de Poisson-Boltzman
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4 Defuzzificacao via o centro de gravidade

Denotemos por Wy, = [ue, (1, 22%), ue, (21, 22%)], 0 nivel zero da ex-
tensao de Zadeh de S(;, 4.+, para cada x; ug(z1, r2*) = Ug; 5’(11@2*)(D) = 9.
Assim, o valor de saida u*(z1, 22*) da defuzzificagao de S* ¢ definido para cada
1 como

f Uz, Hgx (U, )duy,

WT
u*(zy,22%) = — . (10)
mel trge (Uz, )dug,

Pela férmula (4), temos que a defuzzificagdo u* é dada pela expressao

U*(.’Eth*) = ( )
Mg« Uz
d T1, T, dn d¢ ) —32du,,
W/ </ / &Gz, 22", & n)dn S)W{IMS (g, )duy
- (U, .
/ / / f fig- (u )d%duzl f(&mG(z1, 22", &, m)dn dS.

Usando o teorema fundamental do valor esperado, observando que

Hg= (u11 )duﬂﬁl

f .us* Uy )
Wy Wo, '

dug, =1,

chegamos a

war = [ [0 / s | F€ )G,z i e

[D]0

Finalmente, pelo teorema do valor médio para integrais, existe d* € [D]°

tal que
$1,$2 / / d* 5 77 1'17.’172 7§ 77)d77 d£7

0 que mostra que a superficie que resulta da defuzzificacao, que é uma média
da extensdo de Zadeh para xo* fixado, intersecdo com o plano z = x5*, é de
fato a solucao da EDP equacao (3) correspondente ao valor do pardmetro d* e
a posigao wo*.

Uma simula¢do numérica de u*(z1,z2*) e da deterministica correspon-

dendo ao mesmo x5* é mostrada na figura 3.
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Mdximo Erro Relativo = 0.00095005

N L

177

u'(xl,xz) e ufx,x)

>4

Figura 3: Defuzzificacdo extensao de Zadeh wersus solucao deterministica
preferida: a deterministica é gradeada e a defuzzificada é dissipada, apresen-

tando um erro relativo proximo de zero.

Notamos numericamente que u*(x1,z2*) > wu(zy,22*), solugdo deter-
ministica para o parametro d.

Uma outra observagao é que

d= sup {d"(x2)}. (11)

z2€[0,a]

De fato, a afirmagdo (11) pode ser provada analiticamente. Como a
funcao de pertinéncia é triangular, define uma curva de probabilidade normal,
portanto, unimodal. Assim, temos d = E(D), que é esperanca do conjunto D.

Dali, usando a desigualdade de Jensen temos que
d*(z2*) < d

obtendo a afirmagdo (11).

5 Conclusoes

Neste trabalho foi utilizada a teoria dos ntimeros fuzzy e o Principio de

Extensao de Zadeh para obter uma familia de solugbes fuzzificadas da equagao
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de Poisson-Boltzman. As aplicagoes na Biomedicina sdo numerosas e entre elas
temos os efeitos eletrostaticos de biomoléculas em solugao i6nica. Um modelo
matematico foi mostrado como motivacao onde a condutividade elétrica foi con-
siderada como um numero fuzzy. Uma defuzzificacao da familia é feita através
do método de centro de gravidade, concluindo que a superficie defuzzificada
intersecao com zg = xo* é também uma solugao do mesmo problema para o

parametro o = —d*.
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