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Resumo. Neste trabalho, apresentamos simulações computacionais obtidas

no modelo matemático da interação entre a mosca-dos-chifres, o gado de

criação agroindustrial e os besouros coprófagos. O processo é modelado através

de um sistema não-linear de equações diferenciais parciais - EDP’s, com as

condições de contorno clássicas de Dirichlet e Von Neumann. Para esta in-

teração interespećıfica propomos aproximações da solução do sistema através

do método das diferenças finitas, utilizando também o método de Crank-

Nicolson, realizando simulações computacionais em ambiente MATLABr.
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1. Introdução

A Mosca-dos-chifres (Haematobia irritans) é um ectoparasita que se a-
limenta exclusivamente de sangue, preferencialmente bovino. Foi detectada
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no Brasil na década de 70 e começou a ser estuda por Valério e Guimarães
em 1983 – apud (Barros, 2001a). Sua ação provoca sérios prejúızos para a
economia bovina, segundo Bianchin (2001), em 2004 o Brasil teve uma perda
de aproximadamente 2,38 bilhões de reais.

O ciclo biológico da mosca ocorre nas fezes de seu hospedeiro, de onde
sai somente para ovopositar. Seu controle é realizado através da aplicação de
inseticidas para a mosca adulta e por produtos injetáveis que são aplicado no
gado que os eliminam nas fezes, estes produtos não permitem que os ovos da
mosca eclodam impossibilitando o nascimento de novos insetos.

Pesquisadores vêm estudando e desenvolvendo trabalhos com o objetivo
de um controle biológico no qual se buscam inimigos naturais para manter um
controle populacional. Esses inimigos, são definidos como biocontroladores e
sua função é manter um equiĺıbrio ambiental natural.

Os bolos fecais servem de alimento para diferentes espécies de insetos, en-
tre eles os besouros coprófagos. São insetos da famı́lia Scarabaeidae e sua ação
junto ao bolo fecal inviabiliza a reprodução da mosca, tornando este besouro
um predador indireto da mosca-dos-chifres, pois não se alimenta da mosca e
sim das fezes onde suas larvas se desenvolvem. Os besouros levam pelotas desse
bolo fecal ao local onde fica sua prole, para alimentação.

Segundo Quadros e Franco (2010), os besouros coprófagos são divididos
em 4 grupos:

• Telecopŕıdeos, também chamado de “rola-bosta”, tem como caracteŕıs-
tica separar e transportar pedaços de fezes para fora do bolo fecal, que é
enterrado e guardado para alimento próprio ou dos filhotes;

• Paracopŕıdeos constroem seus ninhos ao redor ou abaixo do bolo fecal,
criando túneis que ligam o ninho ao bolo fecal;

• Endocopŕıdeos constroem seus ninhos na massa fecal;

• Cleptocopŕıdeos: Os Cleptocopŕıdeos são poucos citados na literatura,
porém são os besouros que se utilizam das massas já enterradas por outros
besouros coprófagos.

A ação dos besouros na massa fecal, além de servir como processo de
controle populacional da mosca, também contribui para o desenvolvimento do
pasto, um boi defeca em média de 11 vezes por dia e, nos locais onde os bolos
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fecais são depositados, o pasto não cresce mais e morre, esta área fica impro-
dutiva por quase um ano. Com a remoção do bolo fecal isto não ocorre e outro
fator importante é que os túneis feitos pelos besouros, favorecem a circulação
de oxigênio contribuindo diretamente para o crescimento das plantas.

2. O Modelo Matemático

Nosso modelo envolve 3 espécies de animais e buscamos identificar parâ-
metros dispońıveis (cf. Barros et al., 2002; Barros, 2001a,b) para estruturar o
modelo matemático através de um sistema não-lineares de Equações Diferenci-
ais Parciais combinando Equações de Dispersão-Migração com caracteŕısticas
SIR/SIRS. Estas equações evolutivas a derivadas parciais que visam permitir,
através das simulações, avaliar a possibilidade de controle biológico com a pre-
sença do predador da mosca-dos-chifres (cf. Murray, 1989; Edelstein-Keshet,
2005). Para isto, representamos por R, o gado, M , a mosca e B, o be-
souro, na região definida por Ω ⊂ R2 e com J = (0, T ]. Portanto, teremos
R = R(x, y, t),M = M(x, y, t) e B = B(x, y, t), tais que:

a. Para o gado, R, consideraremos que se encontra em uma região fechada,
não havendo espalhamento geográfico e sua reprodução é assistida, logo,
Malthusiana e o contato da rês com a mosca é prejudicial para o gado,
pois a mosca vive parasitando-o, assim a variação populacional do gado
é dada por:

∂R

∂t
+ µAR = λRR− µRMRM, (2.1)

onde:

• λRR indica a reprodução da rês;

• µAR é o termo de abate bovino;

• µRMRM é o termo de efeito nocivo que a mosca provoca no gado;

b. Para a mosca M , a reprodução é Verhulstiana, ela voa longe e existe o
espalhamento geográfico, existe também a possibilidade da inclusão de
um termo advectivo, e pode sobreviver do sangue de outros animais. A
relação mosca-rês é primordial para seu crescimento populacional, porém
a presença dos besouros coprófagos é prejudicial para o seu crescimento
populacional e, com isto, a variação populacional da mosca é representada
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por:

∂M

∂t
−αM∆M +

−→
V ∇M = λMM

(
1− M

ρR

)
−µMBMB+µMRMR (2.2)

onde:

• αM∆M indica o processo difusivo da mosca;

• −→V ∇M descreve um posśıvel processo migratório da mosca;

• λMM

(
1− M

kM

)
indica a reprodução da mosca;

• ρR é a capacidade de suporte, observamos que neste caso a capaci-
dade de suporte não é constante e sim uma função que depende de
R;

• µMBMB é o termo de efeito predatório do besouro sobre a mosca;

• µMRMR é o termo de efeito benéfico da relação entre a mosca e a
rês;

c. O besouro B também tem reprodução Verhulstiana, porém sua autonomia
de vôo é menor que a da mosca, se alimenta de fezes, bovinas ou não,
é inofensivo para a rês, mas sem o gado pode ficar sem alimento. Sua
variação populacional é descrita por:

∂B

∂t
− αB∆B = λBB

(
1− B

kB

)
+ µRBRB, (2.3)

onde:

• αB∆B indica o processo difusivo do besouro;

• λBB

(
1− B

kB

)
indica a reprodução do besouro;

• µRBRB é o termo de efeito benéfico da relação entre o besouro e a
rês.

Assim, o nosso modelo pode ser descrito pelo seguinte sistema de equa-
ções:





∂R

∂t
= λRR− µAR− µRMRM

∂M

∂t
− αM∆M +

−→
V ∇M = λMM

(
1− M

ρR

)
− µMBMB

+µMRMR
∂B

∂t
− αB∆B = λBB

(
1− B

kB

)
+ µRBRB

(2.4)
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onde:

• αM e αB são coeficientes de difusão;

• −→V = (u, v) é o campo de velocidade (com div(V ) = 0) relativo ao processo
migratório da mosca;

• λR, λM e λB são coeficientes de reprodução populacional;

• kM = ρR e kB são as capacidades de suporte de M e de B, e kB é
constante e kM é uma função que depende R;

• µA taxa de abate de reses;

• µRM , µMB , µMR e µRB coeficientes das interações entre as espécies;

Desenvolvendo o sistema, podemos escrevê-lo como:




∂R
∂t = λRR− µAR

−µRMRM
∂M
∂t − αM

(
∂2M
∂x2 + ∂2M

∂y2

)
+ uM

∂M
∂x + vM

∂M
∂y = λMM

(
1− M

ρR

)

−µMBMB

+µMRMR
∂B
∂t − αB

(
∂2B
∂x2 + ∂2B

∂y2

)
= λBB

(
1− B

kB

)

+µRBRB

(2.5)

Assumimos como Ω a região definida na figura 1 a seguir.
As condições iniciais e as condições de fronteiras para ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1,

serão:

• ∂R

∂η

∣∣∣∣
Ω

= 0;

• −αM
∂M

∂η

∣∣∣∣
Γ1

= k1M ;

• −αM
∂M

∂η

∣∣∣∣
Γ0

= k0M ;

• ∂B

∂η

∣∣∣∣
Γ0

= 0;

• −αB
∂B

∂η

∣∣∣∣
Γ1

= kBB;
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Figura 1: Região Ω ⊂ <2

• R(x, y, 0) = R0(x, y) = r0 (constante);

• M(x, y, 0) = M0(x, y) =

{
0, (x, y) ∈ ∂Ω
m0, (x, y) ∈ Ω

• B(x, y, 0) = B0(x, y) ≡ b0 constante;

Para a discretização do domı́nio Ω, uma região não retangular, conside-
ramos que o valor nny será definido como nny1 no intervalo [0, `1] e nny2 no
intervalo [`1, `2], conforme apresentado na figura 2.

Para realizar o tratamento matemático do sistema utilizamos o Método
de Diferenças Finitas. Portanto, temos:

∂C

∂x
(xi, tn) ∼= C

(n)
i+1 − C

(n)
i−1

2∆x
∂2C

∂x2
(xi, tn) ∼= C

(n)
i+1 − 2C

(n)
i + C

(n)
i−1

∆x2

(2.6)

Para desenvolver a parte temporal, utilizamos o Método de Crank-Nicolson,
isto é, usando as aproximações:

C ′(x, tn+ 1
2
) =

C(x, tn+1)− C(x, tn)
∆t

, θ(∆t)2

C(x, tn+ 1
2
) =

C(x, tn+1) + C(x, tn)
2

, θ(∆t)2
(2.7)
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Figura 2: Malha da região Ω

teremos, então:

∂C

∂x
=

C
(n+ 1

2 )
i+nny − C

(n+ 1
2 )

i−nny

2∆x
,

∂2C

∂x2
=

C
(n+ 1

2 )
i+nny − 2C

(n+ 1
2 )

i + C
(n+ 1

2 )
i−nny

∆x2
,

∂C

∂y
=

C
(n+ 1

2 )
i+1 − C

(n+ 1
2 )

i−1

2∆y
e

∂2C

∂y2
=

C
(n+ 1

2 )
i+1 − 2C

(n+ 1
2 )

i + C
(n+ 1

2 )
i−1

∆y2

Dáı, substitúındo no sistema (2.5), obtemos:

1. Primeira equação:

(1− λR∆t
2 + µA∆t

2 + µMR∆t
2 (M

(n+1)
i +M

(n)
i

2 ))R(n+1)
i =

= (1 + λR∆t
2 − µA∆t

2 − µMR∆t
2 (M

(n+1)
i +M

(n)
i

2 ))R(n)
i

(2.8)
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2. Segunda equação:
(−αM∆t

2∆x2 + uM∆t
4∆x

)
M

(n+1)
i+nny +

(
−αM∆t

2∆y2 + vM∆t
4∆y

)
M

(n+1)
i+1 +

+
[
1 + αM∆t

∆x2 + αM∆t
∆y2 − λM∆t

2

(
1− M

(n+1)
i +M

(n)
i

ρ(R
(n+1)
i +R

(n)
i )

)
+

+β∆t
4

(
B

(n+1)
i + B

(n)
i

)
− γ∆t

4

(
R

(n+1)
i + R

(n)
i

)]
M

(n+1)
i

+
(
−vM∆t

4∆y − αM∆t
2∆y2

) (
M

(n+1)
i−1

)
+

(−αM∆t
2∆x2 − uM∆t

4∆x

)
M

(n+1)
i−nny

=
(

αM∆t

2∆x2
− uM∆t

4∆x

)
M

(n)
i+nny +

(
αM∆t
2∆y2 − vM∆t

4∆y

)
M

(n)
i+1+

+
[
1− αM∆t

∆x2 − αM∆t
∆y2 + λM∆t

2

(
1− M

(n+1)
i +M

(n)
i

ρ(R
(n+1)
i +R

(n)
i )

)
−

− β∆t
4

(
B

(n+1)
i + B

(n)
i

)
+ γ∆t

4

(
R

(n+1)
i + R

(n)
i

)]
M

(n)
i +

+
(

vM∆t
4∆y + αM∆t

2∆y2

)
M

(n)
i−1 +

(
αM∆t
2∆x2 + uM∆t

4∆x

)
M

(n)
i−nny

(2.9)

3. Terceira equação:

−αB∆t
2∆x2 B

(n+1)
i+nny − αB∆t

2∆y2 B
(n+1)
i+1 +

[
1 + αB∆t

∆x2 + αB∆t
∆y2 −

−λB∆t
2

(
1− B

(n+1)
i +B

(n)
i

2kB

)
+ µRB∆t

4

(
R

(n+1)
i + R

(n)
i

)]
B

(n+1)
i

−αB∆t
2∆y2 B

(n+1)
i−1 − αB∆t

2∆x2
B

(n+1)
i−nny = αB∆t

2∆x2 B
(n)
i+nny + αB∆t

2∆y2 B
(n)
i+1+

+
[
1− αB∆t

∆x2 − αB∆t
∆y2 +

λB∆t

2

(
1− B

(n+1)
i +B

(n)
i

2kB

)
−

−µRB∆t

4

(
R

(n+1)
i + R

(n)
i

)]
B

(n)
i + αB∆t

2∆y2 B
(n)
i−1 + αB∆t

2∆x2 B
(n)
i−nny

(2.10)

Para as condições de contorno, tendo em vista que estamos trabalhando
com condições de Robin e de Von Neumann.

1. Para a rês, a condição é de Von Neaumann para toda ∂Ω, como não há

espalhamento geográfico do gado, a condição de contorno
∂R

∂η

∣∣∣∣
Ω

= 0 não

afeta as equações.

2. Para a mosca temos que analisar separadamente, então;

• Para a borda superior as condições de contorno são definidas por Γ1

e Γ0, para elementos desta borda Ci+1 = C@, então, a condição para
Γ1 é dada por −αM

∂M
∂y

∣∣∣
Γ1

= k1Mi ⇒ −αM
Mi+1−Mi−1

2∆y = k1Mi ⇒
M@ = Mi+1 = −2∆y k1

αM
Mi + Mi−1. De forma semelhante para

−αM
∂M
∂y

∣∣∣
Γ0

= k0Mi ⇒ M@ = Mi+1 = −2∆y k0
αM

Mi + Mi−1;
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• Para a borda inferior temos Γ1, Ci−1 = C@ e −αM
∂M
∂y

∣∣∣
Γ1

= k1Mi ⇒
M@ = Mi−1 = 2∆y k1

αM
Mi + Mi+1.

• Para a borda esquerda temos Γ1, Ci−nny = C@ e
−αM

∂M
∂x

∣∣
Γ1

= k1Mi ⇒ −αM
Mi+nny−Mi−nny

2∆x = k1Mi ⇒
M@ = Mi−nny = 2∆x k1

αM
Mi + Mi+nny;

• Para a borda direita temos Γ0, Ci+nny = C@ e

−αM
∂M
∂x

∣∣
Γ0

= k0Mi ⇒ M@ = Mi+nny = −2∆x k0
αM

Mi − Mi−nny,

com nny =





nny1 p/ x ∈ [0, `1)
nny1(esq.) nny2(dir.) qdo. x = `1 e y ∈ [0, h1]

nny2 p/ x ∈ (`1, `2]

3. Para o besouro teremos;

• Para a borda superior como as condições de contorno são Γ1 e
Γ0, temos nesta borda Ci+1 = C@. Para Γ1,−αB

∂B
∂y = kBBi ⇒

−αB
Bi+1−Bi−1

2∆y = kBBi ⇒ B@ = Bi+1 = −2∆y kB

αB
Bi + Bi−1. Para

Γ0,−αB
∂B
∂y = 0 ⇒ −αB

Bi+1−Bi−1
2∆y = 0 ⇒ B@ = Bi+1 = Bi−1;

• Na borda inferior, temos, Ci−1 = C@ e Γ1 ⇒
B@ = Bi−1 = 2∆y kB

αB
Bi + Bi+1;

• Na borda esquerda Ci−nny = C@ e Γ1 ⇒
− αB

∂B
∂x = kBBi ⇒ −αB

Bi+nny−Bi−nny

2∆x = kBBi ⇒
B@ = Bi−nny = 2∆x kB

αB
Bi + Bi+nny.

• Na borda direita temos Γ0 e Ci+nny = C@, então −αB
∂B
∂x

∣∣
Γ0

= 0 ⇒
B@ = Bi+nny = Bi−nny, com

nny =





nny1 p/ x ∈ [0, `1)
nny1(esquerda)nny2(direita) qdo. x = `1 e y ∈ [0, h1]

nny2 p/ x ∈ (`1, `2]

3. Simulações

Alguns ensaios computacionais foram realizados para observar a relação
entre as três espécies. Os parâmetros foram estimados para testar o modelo.

Apresentamos os resultados das simulações, considerando:

1. Distribuição aleatória;
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Figura 3: Distribuição das espécies na primeira iteração

2. Considerando a condição de há mosca no canto inferior esquerdo e besouro
no canto inferior direito teremos:

Podemos observar nos gráficos a relação do sistema presa-predador. No
primeiro caso, a figura 5 mostra que os bois (reses) se deslocam para uma
região em que a quantidade de mosca é pequena, assim como as moscas se
concentram em regiões onde a quantidade de besouros é menor. Já na segunda
simulação, observamos na figura 9 o mesmo comportamento, porém, na última
figura 10 é posśıvel observar a influência que o besouro provoca no crescimento
populacional da mosca.

4. Resultados

Nosso objetivo foi verificar o modelo matemático envolvendo três espécies
de animais, o gado, a mosca-dos-chifres e o besouro. O modelo foi estruturado
em um sistema não-linear de equações diferenciais parciais, com a caracteŕıstica
principal de, a capacidade de suporte da mosca não ser constante, definida como
kM = f(R) = ρR.
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Figura 4: Distribuição das espécies após 135 iterações

Os resultados encontrado nas simulações é de que o modelo retrata clara-
mente um sistema presa-predador, o qual é observado nas simulações apresen-
tadas, em ambos os casos fica claro a concetração rês em lugar onde a quanti-
dade de mosca é menor, assim como, a mosca busca se localizar em regiões onde
a incidência de besouros são menores. Na segunda simulação, quando iniciamos
com as populações de mosca e de besouro em locais diferentes, o crescimento
populacional e a difusão ocorrem normalmente surgindo alterações a partir do
momento em que as duas espécies começam a ocupar a mesma região, quanto
a rês, ela desloca-se para a região onde a concentração de besouros é maior e
neste caso, a menor concentração de mosca. O efeito de predação do besouro
sobre a mosca é mostrado no gráfico 10, onde mostramos a densidade popula-
cional em determinados pontos de nossa malha, o resultado é batante viśıvel
no nó 810.

Portanto, conclúımos que os resultados foram coerentes com o modelo do
tipo presa-predador, porém, na situação ao qual o modelo foi constrúıdo, temos
algumas realidades que os resultados não apresentaram, a principal relação é o
fato de que as três espécies ocupam o mesmo espaço, se não houver rês numa
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Figura 5: Distribuição das espécies após 195 iterações

Figura 6: Gráfico de crescimento populacional das três espécies após
300 iterações
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Figura 7: Distribuição das espécies na primeira iteração

Figura 8: Distribuição das espécies após 300 iterações

determinada região, também não haverá mosca, é claro que a rês busca fugir,
mas a mosca é um tipo de parasita, assim como o besouro não afeta a mosca
adulta, o que significa que a ela não foge do besouro, o que ele provoca é uma
redução no surgimento de moscas adultas, ou seja, a presença de besouros não
expulsa a mosca.
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Figura 9: Distribuição das espécies após 300 iterações

Figura 10: Gráfico de crescimento populacional das três espécies após
600 iterações
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