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Resumo. Neste trabalho, efetivamos a modelagem matemática do compor-

tamento evolutivo das interações entre espécies competidoras com dinâmicas

populacionais verhulstianas na presença de impacto, o problema foi definido

a partir de dados do programa antártico argentino. Isto foi feito com um

sistema não linear de equações diferenciais parciais que, expresso em sua

formulação variacional foi aproximado usando elementos finitos no espaço e

Crank-Nicolson no tempo. Gráficos ilustrativos são apresentados a partir de

resultados numéricos de simulação.
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1. Introdução

Ao norte da peńınsula antártica, encontra-se a Ilha King George, que
faz parte do Arquipélago South Shetland. Ao sul da ilha, acha-se localizada
a enseada Potter que tem aproximadamente (na sua região interna) uma área
de 3km2 e está rodeada pela geleira Fourcade, exceto na costa sul onde têm
ficado zonas livres de gelo, como conseqüência do retrocesso da geleira (Wiencke
et al., 1998). A profundidade desta enseada varia até 50m aproximadamente
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e, naquela região interna, os fundos, não são, em geral, ŕıgidos (lama e areia).
Especificamente, na parte do sul, a região tem a configuração lama–areia e na
parte norte possui sedimento fino e depósitos de morena (Sahade et al., 1998).

Durante os meses de primavera e verão (estações de maior temperatura),
ocorre o degelo da geleira Fourcade, os córregos de degelo Matias e Potter, que
desaguam diretamente na enseada e são os responsáveis pelo aumento do sed-
imento (Varela, 1998). Nas últimas duas décadas, o retrocesso da geleira tem
causado um aumento nos córregos (Eraso e Domı́nguez, 2007; Schloss et al.,
2008), causando mudanças na distribuição e na abundância dos ecossistemas
existentes. No caso particular das espécies bentônicas Mongula pedunculata e
Cnemidocarpa verrucosa (asćıdias ditas “altas”), foi observada uma diminuição
importante nas densidades, e no caso do pennatulaceo Malacobelemmom day-
toni, um aumento significativo (Sahade et al., 2008).

Aparentemente, o acréscimo na concentração do material particulado
inorgânico, o sedimento, ocasionado pelo aumento no degelo da geleira, afeta
os organismos filtradores já que a quantidade de sedimento na coluna de água
incrementa o gasto metabólico na hora da filtração de nutrientes. Experimen-
talmente, tem-se observado que as asćıdias são mais senśıveis à existência do
sedimento, enquanto o pennatulaceo tem mostrado uma melhor tolerância à
presença de material particulado.

Neste trabalho, apresentamos um modelo matemático como instrumento
auxiliar na avaliação qualitativa e quantitativa da relação existente entre a
distribuição e abundância das asćıdias (M. pedunculata e C. verrucosa) e o
pennatulaceo M. daytoni na presença evolutiva do sedimento, incluindo (na
modelagem) o fato de que as asćıdias e o pennatulaceo são competidores natu-
rais pelos recursos do solo marinho, sendo as asćıdias as melhores competidoras.
Em outras palavras, a modelagem matemática e o algoritmo numérico resul-
tante de sua aproximação devem se constituir como um instrumento auxiliar
na avaliação das conjecturas lançadas (baseadas nos resultados experimentais).

2. Problema Matemático

Para estudar este fenômeno, apresentamos um modelo apoiado em um
sistema de três equações diferenciais parciais não lineares nas quais temos, para
os grupos bentônicos, duas equações do tipo reação-difusão, com termos de
reação que envolvem a dinâmica Lotka-Volterra de competência intraespecifica
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e interespecifica, junto com um termo do tipo Michaelis-Menten para avaliar o
efeito do sedimento nessas populações. Para o sedimento, temos uma equação
do tipo advecção-difusão e um termo para as fontes pontuais, provocadas pelo
degelo. Além disso, a região espacial de estudo é um retângulo (primeira
aproximação do domı́nio real), e consideramos condições iniciais adequadas,
com condições de contorno dos tipos Dirichlet homogênea e von Neumann
homogênea para os organismos bentônicos; e condições de Robin e Dirichlet
homogêneas para o sedimento (veja a figura 1 e a equação (2.2)).
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Figura 1: Domı́nio espacial do problema.

Especificamente, teremos a densidade do primeiro grupo bentônico (as-
ćıdias) denotada por P1 ≡ P1(x, y, t) e, para o segundo grupo (pennatulaceo),
uma densidade denotada por P2 ≡ P2(x, y, t). Finalmente, o sedimento é deno-
tado por S ≡ S(x, y, t). Para os três casos, temos (x, y) ∈ Ω = [0, L]× [0,H] ⊆
R2 e o tempo t ∈ J = (0, T ]. Assim, o sistema não linear resultante é:





∂P1
∂t − α1∇2P1 + µ1P1 = λ1P1(1− P1+δ1P2

K )− β1S2

γ1+S2 P1

∂P2
∂t − α2∇2P2 + µ2P2 = λ2P2(1− P2+δ2P1

K )− β2S2

γ2+S2 P2

∂S
∂t − αS∇2S +W · ∇S = −σ1P1S − σ2P2S + f

(2.1)

onde os parâmetros (positivos) significam com os sub́ındices adequados: α

difusividade, µ mortalidade, λ crescimento per capita, δ competição interes-
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pećıfica, β a taxa de máximo dano provocado pelo sedimento, γ constantes
de Michaelis-Menten e σ a taxa de consumo de sedimento. Além disso, K

representa a capacidade de suporte para ambas as populações e f as fontes
pontuais de sedimento.

No caso das condições iniciais e de contorno,





P1(x, y, 0) = P 0
1 (x, y), P2(x, y, 0) = P 0

2 (x, y) e S(x, y, 0) ≡ 0

Pm|Γ0
= 0 e ∂Pm

∂η

∣∣∣
Γ1

= 0, para todo t ∈ J e m = 1, 2

S|Γ1
= 0 e −αS

∂S
∂η

= kS
∣∣∣
Γ0

, para todo t ∈ J

(2.2)

Para este problema, procuramos soluções (de P1, P2 e S) que estão no
espaço

V m =
{

w ∈ L2((0, T ] : H1(Ω));
∂w

∂t
∈ L2(Ω) ∀t ∈ J ; w|Γm = 0

}
p/ m = 0, 1.

Porém, como não existem métodos anaĺıticos para resolver problemas do tipo
(2.1)-(2.2), transformamos o sistema para sua formulação variacional (ou for-
mulação fraca); na qual podemos encontrar uma boa aproximação da solução
do problema original (Lions, 1961).

Para transformar o sistema (2.1), requeremos de espaços de funções ade-
quados para trabalhar. Assim definimos o subespaço de H1(Ω)

Vm =
{
w ∈ H1(Ω) : w|Γm = 0

}
para m = 0, 1;

para depois procurarmos uma solução aproximada (de P1, P2 e S) em subes-
paços convenientes de Vm (m = 0, 1).

Se usamos as notações (u|v) =
∫
Ω

uvdµ que corresponde ao produto
interno entre u e v em L2(Ω), (∇u||∇v) =

∫
Ω
∇u · ∇vdµ e 〈u|v〉 =

∮
∂Ω

uvdr e
usamos o Teorema de Green na parcela do laplaciano. O sistema expresso na
formulação forte dado por (2.1 ), em sua formulação variacional, se transforma
em:
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(∂P1
∂t |w) + α1(∇P1||∇w)− α1

〈
∂P1
∂η |w

〉
+ µ1(P1|w) =

λ1(P1(1− P1+δ1P2
K )|w)− β1( S2

γ1+S2 P1|w)

(∂P2
∂t |w) + α2(∇P2||∇w)− α2

〈
∂P1
∂η |w

〉
+ µ2(P2|w) =

λ2(P2(1− P2+δ2P1
K )|w)− β2( S2

γ2+S2 P2|w)

(∂S
∂t |w) + αS(∇S||∇w)− αS

〈
∂S
∂η |w

〉
+ W1(∂S

∂x |w) + W2(∂S
∂y |w) =

−σ1(P1S|w)− σ2(P2S|w) + (f |w),

(2.3)

para todo w ∈ Vm com m = 0, 1.
Na construção da solução aproximada do sistema variacional (2.3), ini-

cialmente trabalhamos com as variáveis espaciais, usando o método de elemen-
tos finitos (Kardestuncer e Douglas, 1987; Brenner e Scott, 2007). Para isto,
seja Vh ⊆ V = V0∪V1 um subespaço de dimensão n tal que B = {ϕ1, ϕ2, . . . .ϕn}
seja uma base desse subespaço; então, usando as funções da base B na aplicação
da separação de variáveis nas funções Pm (m = 1, 2) e S, obtemos as aproxi-
mações

Pm(x, y, t) ≈
n∑

j=1

pm,j(t)ϕj(x, y),
∂Pm

∂x
(x, y, t) ≈

n∑

j=1

pm,j(t)
∂ϕj

∂x
(x, y)

∂Pm

∂y
(x, y, t) ≈

n∑

j=1

pm,j(t)
∂ϕj

∂y
(x, y),

∂Pm

∂t
(x, y, t) ≈

n∑

j=1

dpm,j

dt
(t)ϕj(x, y),

para m = 1, 2

e

S(x, y, t) ≈
n∑

j=1

sj(t)ϕj(x, y),
∂S

∂x
(x, y, t) ≈

n∑

j=1

sj(t)
∂ϕj

∂x
(x, y),

∂S

∂y
(x, y, t) ≈

n∑

j=1

sj(t)
∂ϕj

∂y
(x, y),

∂S

∂t
(x, y, t) ≈

n∑

j=1

dsj

dt
(t)

∂ϕj

∂x
(x, y).

Assim, ao utilizar tais aproximações na formulação variacional (2.3) e,
depois de usar as propriedades do produto interno, temos o sistema discretizado





n∑
j=1

dp1,j

dt (ϕj |wh) + α1

n∑
j=1

p1,j(∇ϕj ||∇wh) + µ1

n∑
j=1

p1,j(ϕj |wh) =

= λ1

n∑
j=1

p1,j(ϕj |wh)− λ1
K

n∑
j=1

n∑
k=1

p1,jp1,k(ϕjϕk|wh)−

−λ1δ1
K

n∑
j=1

n∑
k=1

p1,jp2,k(ϕjϕk|wh)− β1S̄
γ1+S̄2

n∑
j=1

n∑
k=1

p1,jsk(ϕjϕk|wh)
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n∑
j=1

dp2,j

dt (ϕj |wh) + α2

n∑
j=1

p2,j(∇ϕj ||∇wh) + µ2

n∑
j=1

p1,j(ϕj |wh) =

= λ2

n∑
j=1

p2,j(ϕj |wh)− λ2
K

n∑
j=1

n∑
k=1

p2,jp2,k(ϕjϕk|wh)

−λ2δ2
K

n∑
j=1

n∑
k=1

p1,jp2,k(ϕjϕk|wh)−

− β2S̄
γ2+S̄2

n∑
j=1

n∑
k=1

p2,jsk(ϕjϕk|wh)

(2.4)

e 



n∑
j=1

ds
dt (ϕj |wh) + αS

n∑
j=1

sj(∇ϕj ||∇wh) + k
n∑

j=1

sj 〈ϕj |wh〉+

+W1

n∑
j=1

sj(
∂ϕj

∂x |wh) + W2

n∑
j=1

sj(
∂ϕj

∂y |wh) = (f |wh)−

−σ1

n∑
j=1

n∑
k=1

sjp1,k(ϕjϕk|wh)σ2

n∑
j=1

n∑
k=1

sjp2,k(ϕjϕk|wh)

para todo wh ∈ Vh. Além de assumir que, no sistema anterior, a quantidade S̄

corresponde a uma aproximação adequada para S.
Dado que o sistema (2.4) vale para todo wh ∈ Vh, então é suficiente

escrever (2.4) tomando como referencia os elementos ϕi ∈ B, ou seja,




n∑
j=1

dp1,j

dt (ϕj |ϕi) + α1

n∑
j=1

p1,j(∇ϕj ||∇ϕi) + µ1

n∑
j=1

p1,j(ϕj |ϕi) =

= λ1

n∑
j=1

p1,j(ϕj |ϕi)− λ1
K

n∑
j=1

n∑
k=1

p1,jp1,k(ϕjϕk|ϕi)−

−λ1δ1
K

n∑
j=1

n∑
k=1

p1,jp2,k(ϕjϕk|ϕi)− β1S̄
γ1+S̄2

n∑
j=1

n∑
k=1

p1,jsk(ϕjϕk|ϕi)

para i = 1, 2, . . . , n





n∑
j=1

dp2,j

dt (ϕj |ϕi) + α2

n∑
j=1

p2,j(∇ϕj ||∇ϕi) + µ2

n∑
j=1

p1,j(ϕj |ϕi) =

= λ2

n∑
j=1

p2,j(ϕj |ϕi)− λ2
K

n∑
j=1

n∑
k=1

p2,jp2,k(ϕjϕk|ϕi)−

−λ2δ2
K

n∑
j=1

n∑
k=1

p1,jp2,k(ϕjϕk|ϕi)− β2S̄
γ2+S̄2

n∑
j=1

n∑
k=1

p2,jsk(ϕjϕk|ϕi)

, para i = 1, 2, . . . , n

(2.5)

e




n∑
j=1

ds
dt (ϕj |ϕi) + αS

n∑
j=1

sj(∇ϕj ||∇ϕi) + k
n∑

j=1

sj 〈ϕj |ϕi〉+ W1

n∑
j=1

sj(
∂ϕj

∂x |ϕi)

+W2

n∑
j=1

sj(
∂ϕj

∂y |ϕi) = (f |ϕi)− σ1

n∑
j=1

n∑
k=1

sjp1,k(ϕjϕk|ϕi)

−σ2

n∑
j=1

n∑
k=1

sjp2,k(ϕjϕk|ϕi), para i = 1, 2, . . . , n
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para todo ϕi ∈ B.
Finalmente, aplicando o método de Crank-Nicolson (ver LeVeque, 2007)

em (2.5) para a aproximação temporal do sistema, obtemos um sistema não
linear da forma





Me,1(·)P(n+1)
1 =Md,1(·)P(n)

1

Me,2(·)P(n+1)
2 =Md,2(·)P(n)

2

Me,s(·)S(n+1) =Md,s(·)S(n) + F(n+1/2),

(2.6)

com a notação (·) que representa a dependência nas matrizes M∗ das quanti-
dades P(n)

1 , P(n+1)
1 , P(n)

2 , P(n+1)
2 , S(n) e S(n+1).

Explicitamente, os coeficientes das matrizes Me,l, Md,l para l = 1, 2 e s;
estão dados por:

(Me,1)i,j = (1 +
µ1∆t

2
− λ1∆t

2
)(ϕj |ϕi) +

α1∆t

2
(∇ϕj ||∇ϕi)

+
∆t

4

n∑

k=1

[
λ1

K
(p(n+1)

1,k + p
(n)
1,k) +

λ1δ1

K
(p(n+1)

2,k + p
(n)
2,k)

+
β1S̄

γ1 + S̄2
(S(n+1) + S(n))](ϕjϕk|ϕi),

(Md,1)i,j = (1− µ1∆t

2
+

λ1∆t

2
)(ϕj |ϕi)− α1∆t

2
(∇ϕj ||∇ϕi)

−∆t

4

n∑

k=1

[
λ1

K
(p(n+1)

1,k + p
(n)
1,k) +

λ1δ1

K
(p(n+1)

2,k + p
(n)
2,k)

+
β1S̄

γ1 + S̄2
(S(n+1) + S(n))](ϕjϕk|ϕi),

(Me,2)i,j = (1 +
µ2∆t

2
− λ2∆t

2
)(ϕj |ϕi) +

α2∆t

2
(∇ϕj ||∇ϕi)

+
∆t

4

n∑

k=1

[
λ2

K
(p(n+1)

2,k + p
(n)
2,k) +

λ2δ2

K
(p(n+1)

1,k + p
(n)
1,k)

+
β2S̄

γ2 + S̄2
(S(n+1) + S(n))](ϕjϕk|ϕi),
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(Md,2)i,j = (1− µ2∆t

2
+

λ2∆t

2
)(ϕj |ϕi)− α2∆t

2
(∇ϕj ||∇ϕi)

−∆t

4

n∑

k=1

[
λ2

K
(p(n+1)

2,k + p
(n)
2,k) +

λ2δ2

K
(p(n+1)

1,k + p
(n)
1,k)

+
β2S̄

γ2 + S̄2
(S(n+1) + S(n))](ϕjϕk|ϕi),

(Me,s)i,j = (1 +
µs∆t

2
)(ϕj |ϕi) +

αs∆t

2
(∇ϕj ||∇ϕi) +

k∆t

2
〈ϕj |ϕi〉

+
W1∆t

2
(
∂ϕj

∂x
|ϕi) +

W2∆t

2
(
∂ϕj

∂y
|ϕi)+

∆t

4

n∑

k=1

[σ1(p
(n+1)
1,k + p

(n)
1,k) + σ2(p

(n+1)
2,k + p

(n)
2,k)](ϕjϕk|ϕi) e

(Me,d)i,j = (1− µs∆t

2
)(ϕj |ϕi)− αs∆t

2
(∇ϕj ||∇ϕi)− k∆t

2
〈ϕj |ϕi〉

−W1∆t

2
(
∂ϕj

∂x
|ϕi)− W2∆t

2
(
∂ϕj

∂y
|ϕi)

−∆t

4

n∑

k=1

[σ1(p
(n+1)
1,k + p

(n)
1,k) + σ2(p

(n+1)
2,k + p

(n)
2,k)](ϕjϕk|ϕi).

O vetor F(n+1/2) está definido (nas componentes que correspondem às

fontes pontuais) por
∆t

2
(
f (n+1) + f (n)

)
.

O sistema não linear (2.6) será resolvido iterativamente (no tempo) a
partir das condições iniciais e usando o método das iterações incompletas de-
senvolvido por Douglas Jr. et al. (1979) e que também foi utilizado por: Meyer
(1988), Pregnolato e Meyer (2003), Sossae e Meyer (2004) e Salvatierra e Meyer
(2006), entre outros. A implementação do algoritmo foi feito no MATLAB e
foram usados elementos finitos de primeira ordem na discretização espacial.

3. Simulações numéricas

Para realizar as simulações numéricas, usamos valores dos parâmetros
baseados na hipóteses que as asćıdias são boas competidoras, seu crescimento
é mais rápido que os pennatulaceos e possuem uma melhor taxa de filtração
(Kowalke, 1999; Kowalke et al., 2001). Os outros parâmetros estão na linha
das quantidades usadas no trabalho de Torre et al. (2008) e acrescentamos a



Comportamento evolutivo de organismos bentônicos ... 67

capacidade de suporte K = 100 e um vento predominante na direção leste
(Roese e Drabble, 1998) dada por W =

〈
5.0× 10−3, 4.3× 10−3

〉
.

A tabela 1 contém os valores dos parâmetros correspondentes ao sistema
(2.1) e geram os gráficos mostrados nas figuras 2 e 3.

Tabela 1: Valores dos parâmetros para as figuras 2 e 3.
Índice

Parâmetros
1 2 s

α 7.5× 10−4 7.5× 10−4 2.5× 10−4

µ 2.0× 10−7 2.0× 10−7 1.0× 10−7

λ 2.5× 10−2 3.5× 10−2

δ 2.0× 10−2 4.0× 10−2

β 1.0× 10−3 5.0× 10−5

γ 1.0 1.0
σ 2.0× 10−6 1.5× 10−6

O gráfico 2 exibe a mudança no comportamento das densidades no sis-
tema na evolução do tempo; percebendo a uniformidade das populações no
espaço, embora na parte direita da região (setor de acúmulo do sedimento),
é diferenciado o efeito negativo do sedimento nos organismos bentônicos, com
maior dano nas asćıdias e menor no pannatulaceo. No mesmo gráfico, observa-
mos no caso das asćıdias uma maior densidade das populações na região onde
não temos, por causa do vento predominante, o material particulado.

Figura 2: Distribuição e abundância do sedimento e dos organismos bentônicos.
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No gráfico 3, estamos capturando a informação de alguns dos pontos da
região (veja na figura 1, as partes marcadas com ∗), em concordância com sua
localização e, pensando nas posśıveis diferencias no comportamento do sistema.
Na primeira coluna observamos a estabilização do sedimento nos pontos obser-
vados, notando uma maior quantidade de sedimento no ponto que fica perto
do córrego Potter, por causa da fonte e pelo vento predominante. Também
percebemos um aumento (redução) na população do pennatulaceo (asćıdias)
neste mesmo ponto. Os comportamentos das populações nos outros pontos
analisados correspondem às conjecturas biológicas observadas experimental-
mente, ou seja: as asćıdias são altamente senśıveis ao incremento do sedimento
e o pennatulaceo não é afetado negativamente pelo incremento de sedimento.

T. Final T. Final
0

25

 

 

T. Final T. Final
5

20

 

 

T. Final T. Final
0

20

 

 

Asc
Penn

Sedimento Bento

Figura 3: Comportamento evolutivo do sedimento e dos organismos bentônicos.

4. Conclusões

Neste trabalho, desenvolvemos uma ferramenta matemática para validar,
por meio simulações numéricas, uma conjectura acerca do efeito do sedimento
na distribuição e na abundância de alguns grupos bentônicos na antártica;
fenômeno que tem sido previsto e, além disso, observado experimentalmente.
Conseqüentemente, acreditamos ter viabilizado um relevante instrumental au-
xiliar em avaliações de impacto.
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