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Resumo: Nesse trabalho apresentaremos um modelo epidemiolégico alterna-
tivo da malaria baseado nos modelos deterministicos apresentados por Bai-
ley (Norman, 1982) que estudou duas populagdes (hospedeiros humanos e
mosquitos). No modelo alternativo apresentamos apenas a populagao de hos-
pedeiros humanos, com intuito de tornar os modelos em Norman (1982) menos
complexos, dado que os parametros sdo dificeis de serem determinados. Apli-
camos nosso modelo aos dados dos casos confirmados da malédria da populagao
da Amazodnia nos anos de 1990 a 2009, fornecidos pelo Ministério da Satde,
com finalidade de analisar o comportamento da doenca durante esses anos

naquela regido.

Palavras-chave. Epidemilogia, Maldria, Sistemas Dinamico.

1. Introducao

A maldria é uma doenga infecciosa causada por protozoario Plasmodium,
transmitido para humanos através da picada do mosquito fémea Anopheles.
Quatro espécies de parasitas Plasmodium falciparum, Plasmodium vivax, Plam-
odium ovale e Plasmodium malarie infectam humanos. Das quatro espécies o
Plasmodium falsiparum é o mais virulento e potencialmente letal para humanos.

A malaria tem uma variedade ampla de manifestagoes relacionadas ba-
sicamente com a espécie infectante e com o estado imune de hospedeiro. Por
esta razao as criangas com menos de 5 anos, as mulheres gravidas e os viajantes

Imartamacufa@hotmail.com

2rodney@ufabc.edu.br
30 segundo autor agradece ao CNPq pelo auxilio financeiro (processo n° 306872/2009-9).



14 Macufa & Bassanezi

de zonas nao endémicas sao mais suscetivéis de apresentar as formas graves da
maldria e suas complicacoes.

Quando tratada tarde demais, a maldria pode ser fatal, mas também
pode ser prevenida ou curada totalmente quando tratada adequadamente, sendo
que a forma mais grave é a maldria cerebral.

As equagoes que descrevem a dinamica dos modelos epidemiolégicos para
maldria apresentadas por Bailey (Norman, 1982), envolvem duas populagoes
interagindo homogeneamente, humanos e mosquitos. Tais modelos podem ser
dificeis de serem validados devido a complexidade e dimensao dos sistemas
de equagbes que descrevem o fenémeno. Como nosso objetivo é tornar tais
modelos menos complexos, procuramos simplicar, eliminando as equacoes que
descrevem a dinamica da populagao de mosquito, considerando que a densidade
de mosquitos infecciosos é diretamente proporcional a densidade de humanos
infecciosos. Neste modelo trabalhamos com apenas uma populagdo, o qual nao
se tornou tao simples devido ao parametro 8 que tem um outro significado difer-
ente dos modelos apresentados por Bailey (Norman, 1982). E como maldria
nao se transmite de pessoa a pessoa, mas através da picada do mosquito in-
fectado, o pardmetro § (taxa de infeciosidade) inclui aqui toda a dinamica da

populagao de vetores.

2. Formulagao do modelo

Modelo 1

O modelo que apresentaremos ¢ do tipo SIRS, com imunidade de curta
duragao, uma vez que os recuperados voltam as classes dos suscetivéis e nao
levamos em consideragao nenhum tipo de controle. A populacao de humanos

esta subdividida em trés classes de estado: suscetiveis, infectados e removidos,
e S(t) é a populagao de suscetivel no tempo t;
e I(t) é a populacdo de infectados no tempo t;

e R(t) é a populagao de recuperados no tempo t;

0 é a taxa média com a qual surgem novos infectados no tempo t,(depende
essencialmente da densidade de mosquitos infectados) - forga de infec¢ao;

v é taxa de remocgao;
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e p é a taxa dos que se tornam recuperados e que voltam para a classe dos

suscetiveis.

ds

== — _B3ST

o = ~PSI+pR,

dI

E:ﬁSI—’YL (2.1)
dR

— =~I —pR.

=7 pR

onde, p<~veN=S+T1+R.

Para particularizar o modelo (2.1) vamos considerar que, quando néo se
tem muita resisténcia numa determinada populacao, ou seja, em regides onde
a imunidade é exigua, podemos considerar no modelo (2.1) que, pI = pR, onde
v = p+ q, isto quer dizer que, a populacao possivelmente nao ficard imune
durante muito tempo.

As equagoes que descrevem o modelo sao dadas por:

ds

— =351 74
7 BSI +pl,
dl

dR

— =ql.
a1

onde ¢ é a taxa com a qual os individuos recuperados adquirem a imunidade,

B, p, 7 € q sao costantes positivas e v = p + q.

3. Analise do modelo

(a) Determinacado dos pontos de equilibrio
Os pontos de equilibrio sao obtidos quando todas varia¢oes sao identica-

mente nulas, isto é,

I(-BS+p)=0
I(BSI —~) =0 (3.3)
ql =0

Logo, os pontos de equilibrio de (2.2) sdo todos os pontos da forma
(8*,0, N — S*). A estabilidade de tais pontos dependem da condigao inicial.
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(b) Ntimero de reprodutividade basal da doenga Ry

dr
Considerando o sistema (2.2) e fazendo i 0, obtemos:

N
S > % e se no inicio N = S, entao ﬁ— =1, ou seja, Ry = —.
Y Y

e Se Ry > 1, teremos uma endemia;
e Se Ry < 1, a doenga vai se extinguir.

(c) Estudo do plano de fase

Do sistema (2.2), temos que
ds P p
L >O<:>—ﬂSI+pI>O©S<E < S crescente se S < 3

drl
pr >0& (BSI—AI) >0 BST—v> 0,5 > % & T crescente se
o
S > 5
Obs: v >p
Se Sy > % e Iy > 0 a trajetdria converge para um ponto (S*,0, R*) que

depende da condigao inicial. No entanto, % < §%(Sy) < % e R* =N — Sx.

Podemos dizer que a semi-reta S > 7 é instavel e BS < T g assintoti-

g g B

camente estavel.

-
A
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T |G
I
[iy]

Figura 1: Plano de fase para S e I

No plano de fase, consideramos
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ar _ I(BS—-v) _ BS—-~v _ . 4
ds I(-pS+p) —BS+p —B8S+p
com (I #0)
dI,f q
5= 1+p—ﬁS
ar q o 7
Q§_O®p—65©ﬁs p—q@S—ﬁ

q
ar= [ (- d
I f( 1+p—ﬂ5> o
I:—S—%ln|p—ﬁ5|—|—k

Usando
Io=N-S8y= N—Sy= —SO—%ln|p—ﬁSo| :k:N+%ln|p—ﬁSO|

onde obtemos,

q, |p—B5So
I=N-S+-=in ’
g |p—pBS p
As iséclinas para a populagao de infectados I, sdo dadas quando i 0,
isto é:
—BS+p=0

onde temos S = p oul =0

De modo andlogo as iséclinas para a populagao de S, sao dadas quando

dI
— =0, onde obtemos:
dt

8BS —~v=0

etemosS:louI:O

B

4. Caso estudado: malaria na regiao amazonica

Nesse estudo vamos usar os dados da maldria no Brasil (Ministério da
Satide, 1999), em particular os da regiao amazonica. Nesta regiao a situagao
tem sido preocupante, nao sé para as autoridades da saide e do governo, como
também para outras dreas envolvidas, pois é onde se concentra cerca de 90%
dos casos. A Tabela 1 ilustra os casos de infectados pela malédria no Basil de
1990 a 2009.
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Figura 2: Campo de direcao e iséclinas: 8 = 0.047, p=0.40 e ¢ = 0.15

Tabela 1: Numero de casos confirmados da maldria na regiao amazonica entre
os anos de 1990-2009.

Ano Numero de infetados Ano Numero de infetados
1990 546.095 2000 613.241
1991 533.302 2001 388.303
1992 566.278 2002 348.259
1993 479.133 2003 408.765
1994 551.103 2004 464.902
1995 561.025 2005 606.067
1996 441.465 2006 549.398
1997 403.108 2007 457.434
1998 469.982 2008 314.754
1999 635.646 2009 304.233

A Tabela 1 apresenta os nimeros de infectados de casos confirmados da

populacao da regiao amazonica, divulgados pelo Ministério de Satide do Brasil

e atualizado em 2010.

A Figura 3 obtida pelos comandos do Software Excel, ilustra os casos

confirmados da maldria na Amazonia desde o ano de 1990 a 2009.
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Casos Confirmados da Malaria na Amazdnia
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Figura 3: Populagao da regiao amazodnica infectada pelo virus da maléria.

5. Simulacao com dados reais da regiao amazoni-

ca

Para obtermos a solugdo numérica do modelo alternativo (2.2) com dados
reais, no caso da regiao amazonica, é necessario determinarmos seus parametros
(Ben).

Em modelos matematicos que descrevem doencas infecciosas, o parametro
0 (forca de infec¢ao) é fundamental, pois expressa o risco de se ter mais in-
dividuos infectados. Na pratica esta forca de infeccao é dificil de ser determi-
nada, devido a imprecisao dos dados. Um modo simplificado de interpretar a
forga de infeccao foi proposto por Gay (Gay, 1996, apud (Amaku, 2001)) que
considera o nuimero de casos em um intervalo de tempo pequeno e que vamos
utilizar neste trabalho.

N°. de casos confirmados (u.t.) = for¢a de infec¢do (u.t.) x N°. de
suscetiveis (u.t.),

onde obtemos:

I
b= (5.4)

em que I é o numero de infectados, N é nimero total da populacao suscetivel
e 3 é a forca de infeccao.

Sendo assim, a Tabela 2 mostra os dados da populacao total da regiao
amazonica disponiveis nos anos de 1991, 1996 e 2000 estimada pelo IBGE
Ministério de Planejamento e Or¢amento (1997) a partir do censo demografico,
o ndmero de casos novos da maldria (ver Tabela 1) nesses anos e a estimativa

do parametro .
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Tabela 2: Populacdo da Amazonia, nimero de casos novos e (3.

Ano Populagao Total na Amazonia Casos Novos 16}

1991 10084556 533302 0.0528
1996 11245093 441465 0.0393
2000 12900704 613241 0.0473

Para estimarmos o parametro -y foi necessario aplicar a técnica de andlise
de regressao ao grafico da Figura 3 com o objetivo de verificar a existéncia
de uma relacao entre o numero de infectados com o tempo. Calculamos ~,
através da reta de regressao linear, cuja expressao da reta é da forma y =
ax + b, utilizando os numeros de casos confirmados da malédria na populagao

amazobnica. Assim obtivemos a Figura 4 e a equagao (5.5).

Casos confirmados da Malaria

Infectados
| | | | |

300000 350000 400000 450000 500000 550000 600000
I

1990 1995 2000 2005

Anos

Figura 4: Casos confirmados da populagao infectada e reta de regressao linear.

y = —0.0076x + 0.5616 (5.5)

A partir da equagao da reta de ajuste (5.5) usamos seu coeficiente an-

gular, como sendo a variagao da populagao de infectados no tempo t, ou seja,

i

il (5.6)
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onde a é o coeficente angular da reta, ou seja, a variagao da populagao de

infectados cujo valor é a = —0.0076, logo
a=BST—~I (5.7)

em que a é o coeficinte angular da reta de ajuste.

Podemos observar que a partir da equacdo (5.7) temos condigdes para
calcular o parametro 7. Assim, para a solugao numeérica consideraremos o valor
médio de 3, S a média da populagao total da Amazonia e I a média dos casos
novos (ver Tabela 2). Com esses dados obtivemos a solugao de nosso modelo

conforme a Figura 5.
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Figura 5: Numero de infectados: considerando S(0) = 11.410118, I(0) =
0.529336 e R(0) = 0 e parametros 8 = 0.047, v = 0.55, supondo que p = 0.40,
q=0.15e Ry =0.97.

Pela Figura 5, podemos observar que a populagao dos individuos infec-
tados tende a diminuir durante os anos de 1990 a 2009.

6. Conclusoes

O objetivo do trabalho foi propor modelos alternativos para a maldria.
Para isso fizemos anélise dos modelos epidemioldgicos classicos deterministicos
da maldria em Norman (1982) e uma breve apresentacio da epidemiologia da
doenca. Através dessas andlise conseguimos chegar aos modelos alternativos

com as seguintes conclusoes:
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e com a andlise dos modelos deterministicos classicos e dos modelos bésicos
da maléria apresentados por Bailey, conseguimos simplificar o modelo
para a maldria, suprimindo as equacoes da dinamica do mosquito e in-

cluindo-a no parametro 3 para tornarmos as equagoes mais simples;

e utilizando os dados dos casos confirmados da malédria na regiao amazonica
(fornecidos pelo IBGE) foi possivel determinarmos os pardmetros [ e 7,
sendo o ultimo obtido por uma regressao linear. Com isso, ajustamos a

curva da dindmica aos casos confirmados;

e 0 célculo do parametro v, utilizando uma regressao linear da incidéncia,

foi um dos pontos interessantes deste trabalho.
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