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Resumo. O trabalho realizado traz a modelagem e simulagdo computacional
de um problema de dispersao de poluentes no lago da represa do rio Manso em
Cuiabd, Mato Grosso, Brasil. O lago possui uma grande extensio (drea super-
ficial de 427K m2) e recebe contaminacao por poluentes oriundos da atividade
agricola que existe no entorno e também a montante do lago através dos rios
Manso, Casca, Quilombo e Palmeira. A modelagem do fenémeno de dispersao
é feita usando a equagdo de difusdo-advecgdo. Nesta primeira abordagem
modelamos o problema bidimensional e definimos um campo de velocidades

baseado na influéncia dos rios e saida no vertedouro.
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1. Introducao

Neste trabalho faremos a modelagem de um problema de dispersao de
poluentes, na intencao de produzir material e método para avaliagao qualita-
tiva, com atencao nao somente nesse problema, mas sim na categoria em que
ele estd. Durante a confeccao sempre levamos em consideracao o carater de

generalizagao do estudo, mesmo estando num problema especifico. O problema

lkrindges@cpd.ufmt.br
2joni@ime.unicamp.br



194 Krindges & Meyer

teste que abordamos foi a dispersao de poluentes no Lago de Manso em Cuiaba
MT, lago esse, fruto do represamento do rio Manso para a construcao de uma
usina hidrelétrica. Esse método foi submetido a simulagoes numéricas em com-
putadores de alto desempenho que permitiram resultados muito valiosos para
a andlise de possiveis situacoes reais (cendrios).

Comecaremos o trabalho com o relato da experiéncia do grupo de Ecolo-
gia Matemética da UNICAMP, bem como uma sequéncia de trabalhos que ao
longo do tempo, foram contribuindo de forma a possibilitar a execugao deste.
Na sequéncia colocaremos a modelagem cléssica do problema, que envolve a
descricao da equacao de Difusao-Adveccao, bem como condi¢oes de fronteira
especificas, que retratam a situagdo do Lago de Manso. Depois disso teremos
a formulacao variacional da equacao envolvida e as discretizagoes do dominio
e equacoes usando método de Galerkin para o espaco e Crank-Nicolson para o
tempo. Por fim, apresentaremos as simulagoes numéricas que foram realizadas
afim de validar modelo e algoritmos. Todos os algoritmos executados foram

elaborados especificamente para esse trabalho e estdo em ambiente MatLab®.

2. O problema: historico e pretensoes

Descreveremos um breve histérico sobre os trabalhos que fundamentaram
e possibilitaram a confecgao deste e também sobre APM-Manso, que serd nosso
estudo de caso. A usina hidrelétrica de Manso (UHE-Manso) foi idealizada a
partir de uma enchente ocorrida no ano de 1975 que deixou desabrigadas as
familias ribeirinhas. Devido a grandes duvidas sobre os reais impactos dessa
obra no ecossistema local, a construgao ficou paralizada e s no ano de 2000 é
que foi concluida a construcao. A geracao de energia e também a necessidade
de uma forma de controle do fluxo de 4gua no periodo de cheia, é que caracteri-
zaram a UHE-Manso, como uma Unidade de Aproveitamento Multiplo (APM-
Manso). O reservatério atinge uma drea de 427km? nos municipios de Cuiab4,
Chapada dos Guimaraes e Nova Brasilandia.

A figura 2 mostra a localizacdo do lago do APM-Manso e também os
principais rios que o alimentam. Esses rios sao: Rio Manso, Rio Casca, Rio
Palmeiras e Rio Quilombo. O lago possui uma intensa atividade agropecudria
em parte de seu entorno, a figura 2 nos mostra entre outras informagoes,
essa regiao sob a forma de um tracado vermelho. Temos também atividade

agropecuaria que estd no entorno dos rios que abastecem o lago (a montante),
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essas duas fontes de agentes poluentes serao fundamentais para a caracterizagao

do modelo.
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Figura 1: Localizacao da Represa da APM-Manso. Fonte:da Silva et al. (2008)

3. Historico: trabalhos anteriores

O grupo de ecologia matematica da UNICAMP-Universidade Estadual
de Campinas vem desde a década de 70 produzindo diversos trabalhos (Teses,
Dissestagoes, Iniciagao cientifica e artigos) que contribuiram muito para o que
temos hoje como modelagem matemdtica nessa area. O trabalho que propomos
é mais um passo na evolugao da modelagem e simulacao de fenémenos de
dispersao de poluentes (uma das dreas de interesse do referido grupo) e estd
totalmente ancorado nas produgoes que antecederam e desenvolveram essa area
que tem despertado a atencao de muitas outras areas do conhecimento e de
autoridades, no estudo de impactos ambientais.

A tabela 1 traz um resumo dos trabalhos que contribuiram para a con-
feccao deste. Estes trabalhos possuem algumas caracteristicas em comum, por
exemplo: problema alvo associado com poluigdo/contaminacdo, dgua como

meio em estudo, etc. A 1ltima linha dessa tabela contém nossa tese: dispersao



196 Krindges & Meyer

de poluente na dgua, sendo o dominio um sélido irregular (lago de Manso,
tridimensional) com modelagem do campo de velocidades com a equagao de
Navier-Stokes. Enfatizamos que o estudo do fenomeno da dispersao de polu-
entes usando um dominio tridimensional e totalmente irregular, juntamente
com a modelagem do campo de velocidades através da equacao de Navier-
Stokes, compoem uma tese de doutorado defendida recentemente. No entanto,
apresentamos neste trabalho a primeira fase de validacao de algoritmos, que
consiste em considerarmos o problema de forma bidimensional, portanto a su-

perficie do lago.

Tabela 1: Resumo dos trabalhos realizados

Autor Dimensao Dominio Meio Campo de velocidades
Mistro (1992) R? retangulo dgua constante

Wolmuth (2009) R? mapa dgua constante

Bernardes (1998) R mapa agua constante por partes
Cantao (1998) R? mapa dgua interpolagao de dados
Diniz (2003) R regular 4dgua e ar  perfil parabdlico
Oliveira (2003) R? mapa dgua Stokes

Vasquez (2005) R paralelepipedo  4gua Stokes

Inforzato (2008) R3 paralelepipedo  4gua e ar  Stokes

Andre Krindges R® mapa 3D agua Navier-Stokes

A figura 2 mostra as diferentes situagoes de fronteira:

— I'y =parte da fronteira composta por mata

— I'y =parte da fronteira onde hé a saida de poluente com o vertedouro na bar-
ragem

— I's =parte da fronteira onde ocorre runoff

— I'¢ =parte da fronteira onde ha a entrada de poluente com o rio Palmeira

— I'; =parte da fronteira onde hé a entrada de poluente com o rio Manso

— I's =parte da fronteira onde hé a entrada de poluente com o rio Casca

— I'g =parte da fronteira onde hé a entrada de poluente com o rio Quilombo

— I'10 =parte da fronteira composta por rocha ou concreto.

4. Difusao-Adveccao

Chamaremos de u(t, x, y), a concentragao de poluente no meio em estudo,
no ponto (z,y), no instante ¢. Por fim, um modelo geral para o problema teste

de nosso estudo, é:

% = {difusdo} — {transporte} — { decaimento} + {fonte},



Modelagem e simulagao da dispersao de poluentes. 197

T I

w0 Ts _

3= T —

0= —

T1y e~Tr

28— - —

Franteira onde ha agricultura
-~ ou a entrada de um fio

g Tgi Ty T T

0 —
Fronteira onde ha concreto

T ourocha [y

15— It Fronteira onde hé mata ). ]

- Wrg _

o i

o Ty 7

| | | | | | | |
0 § 0 18 2 pil 0 3
Figura 2: Partes da fronteira: bordas do lago.
sendo,
{difusdo} = V-(a®Vu) (cf. Okubo, 1980)
{transporte} = V -(Vu) (cf. Edelstein-Keshet, 1988)
{decaimento} = o,u (cf. Marchuk, 1986)

Assim, a equacgao que modela o fendmeno da dispersao de um determinado
poluente, num dominio tridimensional, é:

0
a% =V (@™Vu) ~ V- (Gu) —owu+f, (,y) € QCRE te(0,T)], (4.1)
sendo:

— a® = a™(t,z,9) é o coeficiente de difusibilidade efetiva no meio;

— U =9(t,z,y) = (v1(t,z,y),v2(t,2,y)) é o campo de velocidades no meio;

— o0y, € o coeficiente de decaimento total no meio;

f é o termo fonte de poluigao.

Consideramos a condigdo inicial: u(0,z,y) = uo(z,y), (x,y) € Q.
A figura 2 mostra a linha que demarca a superficie do lago. Como a

legenda dessa figura mostra, temos parte vermelha, parte azul e parte magenta,
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representando respectivamente, regioes onde héa agricultura, mata e rocha ou
concreto. Considerando essas fronteiras, adotaremos as seguintes condiges de

contorno:

— Ingresso de poluente: Admitimos que a entrada de poluentes se da
através dos rios e também pela fronteira onde héd agricultura (runoff).

Utilizaremos uma condigao do tipo Von Neumann nao homogénea:
ou - .
faa—n =0;(t,x,y) sendo #; uma funcio dada, i = 5,6,7,8,9.
I
— Perda de poluente: Admitimos que existe uma perda de poluentes
para o solo, na margem onde ha mata e no vertedouro da represa. Con-
sideramos que essas perdas sdao proporcionais & quantidade presente na
respectiva fronteira. Essa situagao é modelada usando uma condigao do

tipo Robin:
ou
—a—
on|r,
1,4

= k;u  sendo k; uma constante que gradua essa perda, i =

— Fronteira sem perda: Na regiao da fronteira onde ha concreto ou
formacao rochosa, admitimos que nao héd perda nem ingresso de poluente.
Para modelar essa situagao, consideramos uma condi¢ao de fronteira do

tipo Von Neumann homogénea:

O campo de velocidades que compoem o termo advectivo da equagao,
foi aproximado levando em conta a entrada dos rios e saida pelo vertedouro,

tudo modelado com a equagao de Navier-Stokes.

5. Formulacao variacional: Difusao-Adveccao

Para chegarmos a aproximagao numérica, usaremos o método de Galerkin

e para isso precisamos da formulacao variacional da equagao 4.1, portanto:

ou .
(at,’w) + « (VU H VUI)Lz(Q) + Z km <uu w>L2(Fm) +
L2(Q)

m=1

+ (T Vu),w) p2(q) + 0 (u, w) 120y = (f,0) 120y + (5.2)
9

+Z<9n7w>L2(Fn)7 VwEHl(Q)

n=>5
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Assim, procuramos uma solucao u € V, sendo:

V= {u € L2[(0,T),H1(Q)]/au c L*(Q), Vte [O,T]}

ot
que satisfaga (5.2).
Em sua tese de doutorado, Inforzato (2008) garante existéncia e unici-

dade de solugao da equagdo (5.2), usando resultados tedricos de Lions (1961).

6. Discretizagoes

Depois de obtida a formulagdo variacional (5.2), devemos utilizar al-
gum método numérico adequado para aproximar a solucdo. O método que
utilizaremos é o Método de Galerkin o qual necessita que se introduza uma
discretizagao espacial. Para a discretizacao temporal usaremos o esquema de
Crank-Nicolson™ na equagao de adveccao-difusao.

Nesta secao introduzimos as discretizagoes espaciais da formulagao varia-
cional de (5.2).

Seja U™ um subespaco de H'(Q) de dimensdo finita gerado pela base B =
{01, 92, -+, Pn,, +- Assim, a solugdo de (5.2) no subespago U™, pode ser escrita
como sendo uma combinagao linear dos elementos da base B:

T h

u® = w1y .0 2). (63)

Substituindo 4™ na formulagao variacional (5.2), e tomando w € U,

temos':

ou™ ») y (»)
(at ,w)g—l—oz(Vu ||Vw>Q+Zk;m<u ,w> +

m
m=1

9 6.4
+((17Vu(h)),w)9+a(u(h)7w)Q:(f?w)ﬂ+z<9n’w>r ’ ( )
n=>5

n

Yw e UM,

ou seja:

*Esquema de discretizagao por diferengas finitas muito usado por ser incondicionalmente
estavel e de ordem 2

TPara simplificar a notagéo dos produtos internos, usaremos Q e I no lugar de L?(Q2) e
L2(r)
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np dus np 4 np
Z d—tjcpj,w +a Zungpj | Vw | + Z km Zujgoj,w +
=1 0 j=1 m=1 j=1 r

nh nh 9

Yow(@- Ve w | +o | D upnw| = (fw)g+ Y (B, whp
i=1 0 i=1

Yw e UM,
As funcoes u;(t) nao dependem de (z,y, z), por isso podemos tira-las do pro-

duto interno, com isso temos

det @37 —|—OéZ’LLJ VQO] || VU) +Zk ZU] (,OJ, +
j=1
9

Zuj (T Vij,w), +aZuj (i w)g = (frw)g+ > (O, whp
j=1 j=1

n=>5
vw e UM,
Sendo essa equacao valida Vw € UM, temos que é suficiente avalid-la para os

elementos da base de U(h)7 portanto:
nhp d Nhp

Z dt (8037801 —|—O¢Zuj (Ve; | Vi) +Zk Zuj (@5, Pidp T
Jj=1 j=1 m=1 j=1
Nh
ZUJ (V- Vi, 0i)q + JZU’] (@i pi)g = (f,pi)q + Z (On, 0i)r,, »
J=1 j=1 n=>5

Yo, € B.
Fazendo uj, = (u1(t), ua(t), ..., un, (t))T, podemos escrever essa sentenca sob a

forma de um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias de primeira ordem:

Mﬂh(t) + Nuh(t) + Wuh(t) = F, (65)
sendo as matrizes M = (Myj)nyxnn, N = (Nij)npxnn, W = (Wij)npxn, € 0
vetor F' = (fi)n, x1 dados por:

mi; = (%‘7%)9
4

nig = a (Ve | Vo) +0 (95,900 + D km (95, 90r
. m=1 (6.6)
wi; = (T- Vo, ¢i)g
9

fi = (fa @i)Q + Z <9m§0i>r
n=>5
A equacao de advecgao-difusdo terd o tempo discretizado através do

esquema de diferencas finitas conhecido pelo nome de Crank-Nicolson. Esse

método gera um esquema incondicionalmente estavel e de ordem 2 e por estas
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razoes tem sido muito utilizado. Para construir este esquema usamos diferenca

centrada no tempo t"1t1/2 obtendo as seguintes aproximacoes:

n+l _  n n+1 n n+1 n
du; o Ui iz Y +uj eW"+1/2:W +W

dt | ns1/2 At 2 2

Sendo assim, temos que a solu¢do do sistema de equagdes diferenciais (6.5)

pode ser aproximada pela solucao do sistema seguinte:

1

n+1 n n+1 n n+1 n ,,n+1 n
up T —up u +uh+W + Wy +uh:Fn+§

Nh
At + 2 2 2

At At (wrttywn n+l _
M+ SFN+F (T ) )u, =

n+1 n 1
M — %N _ % w 2+W U‘Z + AtFn+§

(6.7)

Para a resolugdo do sistema linear que consta em (6.7), necessitamos
que se faca uma malha sobre o dominio €2 e também uma adequada escolha das
funcoes que compdem a base dos espaco U") que dao a aproximacao espacial
para a solugdo via método de Galerkin. A constru¢do da malha triangular
usada no trabalho, foi feita com o software livre GMSH?* usando dados obtidos
do projeto da APM Manso. A figura 3 ilustra a malha produzida. A malha
gerada possui os seguintes valores:

e ntn = 197.664, nimero total de nds;
e nte = 384.145, ntimero de triangulos;

7. Experiéncias numéricas

Nesta secao descreveremos as simulacoes feitas em computador de 3
cendrios escolhidos de forma a retratar possiveis situagoes reais. A tabela 2
mostra um resumo dos valores utilizados nas 3 situagoes. O coeficiente de di-
fusao « foi mantido constante nas trés situagoes. Fazendo também uma leitura
transversal nessa tabela, vemos que em resumo, no cendrio 1 temos um runoff
pequeno e um fluxo razoavelmente grande de entrada de poluentes através dos
rios. Na absor¢do nas margens com mata (k1), temos um valor grande, se
comparado com os demais cenarios. Temos também uma grande degradacao,
expressa pelo coeficiente 0. No segundo cendrio diminuimos a degradacao,
diminuimos a saida de poluente pelas margens com mata e também a entrada

pelos rios e por runoff, resumindo: menos entrada e também menos saida. Por

Thttp://geuz.org/gmsh/, consultada em 20/04/2011
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Figura 3: Visao de parte da malha

fim o terceiro cendrio traz uma situacao onde a entrada de poluicao pelos rios
é minima, o runoff é o mesmo do cendrio 2, ou seja, mediano e a perda para
margens com mata igual a zero.Temos também uma degradagao bem menor do
que os demais cendrios.

A etapa de simulagoes foi dividida em duas fases. Na primeira fizemos
4.000 iteragoes, o que equivale ao tempo real de 8,3 dias. . Na segunda fase
avangamos com a equagao de Difusdo-Adveccao até obtermos a estabilizacao
da solucao. Para os cendrios 1 e 2 fomos até a iteragdo niimero 600.000 (3,5
anos). Ja no cendrio 3 avancamos até a iteracdo nimero 2.000.000 (11,6 anos)
para obter essa estabilizagao. Para observarmos a variagao da concentracao de
poluigao ao longo do tempo, escolhemos alguns pontos. O ntmero associado a
cada ponto é o nimero do né da malha. A figura 4, mostra a localizacao dos

pontos.

— n6 442.267: proximo a barragem:;
— n6 689.631: no meio do brago da represa formado pelos rios Manso e
Palmeiras;

— n6 716.869: no meio do brago da represa formado pelos rios Casca e
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Quilombo;
— né 392.283: préximo a entrada do rio Quilombo na represa;
— né 216.734: préximo a entrada do rio Casca na represa;
— n6 537.315: préoximo a entrada do rio Manso na represa;
— n6 369.379: préximo a entrada do rio Palmeiras na represa.

Tabela 2: valores de coeficientes nos 3 cendrios

Coeficiente Cendrio 1 Cendrio 2 Cenério 3 Unidade
At 0.05 0.05 0.05 h
a 0.01 0.01 0.01 km? /h
o 104 10-° 106 1/h
ky 107° 10-¢ 0 km/h
ks 10-3 10-3 10-3 km/h
05 5x 1076  5x107° 5x107°  (ppm)(km/h)
O 10~* 107° 1078 (ppm)(km/h)
07 1074 107° 1078 (ppm)(km/h)
s 10~* 107° 10-8 (ppm)(km/h)
B 1074 107° 10-8 (ppm)(km/h)

369379 (g
Q

539831 (D) 5373158

< = o
718889 (0]

OS> 442267 (a)

o e ,
5

216734 (e)

Figura 4: Pontos analisados.

As figuras 5, 6 e 7 retratam a dispesao de poluente no lago levando em

conta os cendrios 1, 2 e 3. As trés figuras mostram quatro graficos represen-
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tando respectivamente as iteracgoes 10.000, 50.000, 200.000 e 600.000. Man-
tivemos um mesmo mapa de cores dentro dos graficos de cada figura, visando
fazer comparacao quantitativa entre os cenarios. Nestas figuras podemos ver as
diferencas de cenario impostas pela variagoes de parametros. Observa-se por
exemplo na figura 7, a grande influéncia do aumento do runoff e diminuicao

da polui¢ao chegando pelos rios.

t20.8 dia t 3.5 mese:

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

‘M
25 25
20 S
" —

15 15

10 /L’? 10 J—’? W
5 5

(=12 ancs =35 ano

; 1 __ [ TTEEE.
Figura 5: Cenari6 1, iteragoes 10.000, 507000, 200.000 e 600.000.”

Como mostra a figura 4, escolhemos 7 pontos distribuidos pelo lago para
analisarmos a evolugao temporal da concentragdo de poluente. Os resultados
dessa analise, estao na figura 8. A figura mostra em suas linhas os cendrios 1, 2
e 3 e em suas colunas as iteracoes de 1 a 50.000 e de 1 a 600.000, com excegao da
dltima, que ao invés de 600.000, vai até 1 milhao. Uma analise detalhada dos
graficos evidencia as caracteristicas de cada cenario. Por exemplo a intensidade
de poluigao e a ordem com que cada ponto passa a receber o poluente, tudo

isso em perfeita concordancia com o pré-definido e esperado em cada cenario.
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Figura 6: Cendrid 2, iteracoes 10.000, 507000, 200.000 e 600.000.”

8. Conclusoes e sugestoes.

De maneira geral podemos afirmar que a modelagem, discretizacao e
a simulagao do problema geraram resultados muito coerentes com todas as
hipéteses feitas. Como mostram os resultados, os algoritmos se mostraram
muito robustos, pois evidenciaram nos graficos as particularidades de cada
cenario, bem como estabilidade, pois fomos até a iteracao 600.000 nos cenarios
1 e 2 e até 2.000.000 no cenario 3.

Outros trabalhos que fazem parte da tese de doutorado e que tratam
do mesmo problema mas de forma tridimensional, estdao em fase de finalizacao
para publicacao em breve. Os testes que aqui mostramos foram de grande valia
para a validagao dos algoritmos e modelo para que pudessemos dar esse passo

em direcao a uma modelagem mais real do problema de dispersao.
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