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Resumo. Neste artigo apresentamos uma andlise da relagdo entre velocidade
de mutagao e a efetiva selegdo dos individuos mais aptos em uma populagao
através de um modelo diferencial do processo de evolugao de uma populacao
em um espaco de aspecto abstrato. Resultados indicam se a taxa de mutagao
na escala de tempo da reproducgédo for suficiente para produzir uma grande
diferenga no valor de adaptacdo do individuos a selegdo natural ndo serd efi-

ciente na selegdo dos individuos mais aptos.

Palavras-chave: Evolugdo; Modelo ; Equacoes Diferenciais; Taxa de
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1. Introducao

Dadas as escalas de tempo em que ocorrem processos evolutivos, a ob-
servacao direta de certos fendomenos se torna invidvel. Dessa forma, modelos
matematicos se apresentam como alternativas para a andlise de processos evo-
lutivos em diversas escalas de tempo. Diversos tipos de modelos foram desen-
volvidos para a analise de fend6menos evolutivos, alguns baseados em sequéncias
que simulam o cédigo genético (Kauffman e Levin, 1987; Taylor e Higgs, 2000),

outros buscam descrever a mudanca na frequéncia de genétipos uma populagao
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(Kimura, 1983) e outros ainda utilizam conceitos de teoria dos jogos para des-
crever processos evolutivos (Maynard-Smith, 1982). Cada uma dessas dife-
rentes abordagens possui suas vantagens e qual é a mais eficiente depende do
contexto de aplicacao do modelo.

Assis e Ferreira Jr. (2005) propuseram um modelo para descrever pro-
cessos evolutivos em um espaco de aspecto abstrato. A natureza desse espaco
de aspecto também é dependente do contexto em que se aplique o modelo, mas
pode ser entendido como um espago que representa alguma caracteristica (ou
aspecto) do individuos, podendo ser uma medida fisica ou biolégica (altura,
peso, curvatura do bico, etc.) ou simplesmente uma “posigao” abstrata dos in-
dividuos com relacdo a alguma caracteristica (dessa forma pode-se até mesmo
incluir caracteristicas subjetivas através de uma quantificacao fuzzy).

Nosso interesse no presente artigo é analisar como a “taxa de mutagao”
nesse espaco de aspecto abstrato influencia na selecao dos individuos da popu-
lagdo. Resultados cldssicos obtidos por J. S. Haldane e R. A. Fisher (Gilles-
pie, 1998; Hartl e Clark, 2007; Fisher, 1930) relacionam a frequéncia de uma
mutacao deletéria com a taxa de mutagao e os valores de adaptacao relativos
do gendtipo selvagem (wild type) e da mutagao e indicam que no caso de valores
de mutacao “moderados” a populagdao chega a um equilibrio nas frequéncias
dos gendtipos. Em geral, esse tipo de andlise do equilibrio entre mutagao
e selecao supoes que a frequéncia do gendtipo deletério permanece pequena,
desprezando fatores como geragao de novas mutacoes deletérias e mutacao de
volta ao gendtipo selvagem.

De fato, esses fatores podem ser desprezados no caso de uma taxa de
mutagao pequena e de uma desvantagem seletiva aprecidavel, entretanto, quando
a taxa de mutagao for muito alta, ou a desvantagem (efeito deletério da mutagao)
for muito pequena, os resultados nao se aplicam. Dessa forma, utilizaremos um
modelo de espago de aspecto para analisar essas relagoes, inclusive quando a
taxa de mutagao for elevada.

2. O modelo

A seguir descrevemos as hipéteses que descrevem o modelo:

1. A populagéo de distribui em um espago de aspecto 2.

2. Existe uma funcao f : @ — [0,1] que descreve o valor de adaptagao do
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individuo, relacionado com sua taxa de reproducao.

3. A meio em que se encontra a populagao possui recursos limitados e todos

individuos competem pelos recursos.

4. Ao se reproduzir, individuos produzem descendentes iguais ou semelhan-

tes as suas caracteristicas descritas no espago de aspecto.

As hipéteses acima sdo uma breve descricdo dos mecanismos de selecao
natural propostos por Darwin, no século XIX. Dessa forma, nosso modelo estara
trabalhando com as hipdteses descritas acima, apesar de que as mesmas podem
ser modificadas e/ou relaxadas (por exemplo, sdo conhecidos exemplos em que
a hipdtese (4) acima nao é vélida).

De forma a tornar a andlise mais simples adotaremos o espago de aspecto
como sendo 2 = [—L, L] C R. Assim, uma dinadmica que simula as hipdteses
acima é:

du _ O [f(a)

S o P (500~ [ atoasi ) 21)

onde r é a taxa maxima de reproducao, D o coeficiente mutagao e K a ca-
pacidade méxima de suporte do meio. A equagao (2.1) foi obtida inicialmente
através de um processo de discretizagao do espaco de aspecto e do tempo, sendo
descritas em detalhes em Assis e Ferreira Jr. (2005). A seguir apresentamos
uma rapida interpretacao do modelo.

Separando os termos do lado direito da equagao (2.1) temos:

Ou TDW+ruf(x)ru/ u(z)dz /K
%Q,_/

ot 0x2
—_————  ——
I I 1T

O termo I representa a geracao de individos com caracteristicas semelhantes a
partir da densidade de individuos u(z,t). O termo II representa a reprodugio
dos individuos de acordo com a densidade u(z,t), seus valores de adaptagao
f(x) e a taxa mdxima de reproducao r. O termo III representa uma mor-
talidade do tipo Verhulst, sé que, neste caso o ntmero total de individuos
N(t) é dado pela integral [, u(z,t)dz. Sao considerados dados do problema a
distribuicao inicial dos individuos ug(z), os pardmetros r, D, K e a fungdo de
adaptacao f(z).

Utilizando uma adimensionaliza¢do na forma t* = rt, z* = z/ VD e
u* = uvD/K a equacio (2.1) fica:

2_1; _ % +u (f(m) - /Qu(x)dx> (2.2)
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onde abandonamos os asteriscos nas varidveis por simplicidade de notagao e
Q = [-L/VD,L/VD]. De agora em diante também escreveremos apenas (2
para, €.

3 Descricao do caso a ser analisado

O modelo descrito pela equagao (2.2) é bastante geral e pode descrever
diversos casos relativos a evolugao de uma populagao em um espago de aspecto.
Nosso interesse é discutir uma situacao especifica em que existe uma posicao
no espaco de aspecto que possui um valor de maximo de adaptagao e analisar
a influéncia do coeficiente de mutagao D no estabelecimento dos mais aptos.

Para simular esse tipo de cendrio, utilizaremos uma funcio f : Q — [0, 1]

com as seguintes caracteristicas:
1. =0 é ponto de maximo global de f.
2. f é par (simétrica em torno do ponto de maior adaptagao)
3. f(&)=0sex>0.

com as caracteristicas acima, f descreve uma situacao onde o valor de adaptagao
é maximo em z = 0 e decai, sendo préximo de zero quando x — . Isso inclui
uma importante escala no modelo, pois estamos informando que uma modi-
ficacao de d no espago de aspecto resulta em uma mudanga significativa no
valor de adaptagao do individuo.

Queremos também que as condi¢oes de contorno nao influenciem no pro-

cesso de evolugao, de modo que, idealmente, L = co.

4 Analise do modelo

4.1 Dinamica para N(t)

A equagdo (2.2) é ndo linear, o que dificulta sua andlise. Entretanto,
simulacGes numéricas e a coeréncia com o fendmeno bioldgico indicam que a
solugdo u(z,t) deve tender & uma solucdo estaciondria u*(x), o que também
nos leva a um ponto estacionario N* para N(t) = [, u(x,t)dz.

Integrando ambos lados da equagdo (2.2) em relagdo a x:

3U%;‘dx] :/Q [azg)u] dgng/Quf(a:)da:f/Qudx/Qu(w)dI
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como [, udx = N(t), temos:
AN [ 9*[f(2)u]
o 7/9Tdm+/ﬂuf(x)dx—N2

mas b

[ BNy 2Lt

Oz? b—o0 ox

—-b

simulagbes numéricas e o formato esperado para wu(x) indicam que

w — 0 se |x] — oco. Assim, temos a seguinte dindmica para N (t):
a u(z,t) f(x)dr — N? (4.3)
dt Q

utlizando a hipdtese de que u(z,t) — u*(z) temos que N* deve satisfazer:

N* = /Q u*(z) f(z)dz (4.4)

1.5 b

N(t) (1: capacidade de suporte maxima)

0 ; ; ;
Tempo (escala de tempo de reprodugéo)

o}

Figura 1: Simula¢ées numéricas do modelo. Gréfico de N (t) para diferentes va-

lores de N(0) = [, uo(x)dz. Observe como todas tendem ao valor estacionério
N* =/ [qu(x)f(x)dz.

Na figura 1 apresentamos trajetérias de N(¢) calculadas através da apro-
ximagao numérica da solugao u(z,t) de (2.2) com diferentes valores de N(0) =

Jo uo(z)dx, a figura ilustra como as trajetérias tendem ao valor estacionério

N* =/ [qu*(x)f(x)dx
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Figura 2: Esbogo de G(N,t) = dN/dt em fungao de N. Na verdade G(N,t)
depende de u(z,t), mas serd positiva quando N & 0 e negativa se N > 1,
gerando um ponto estacionario N* entre 0 e 1. Esse ponto é estacionario

porque u(x,t) tende & uma distribuigio estaciondria u*(z).

A garantia da existéncia do ponto estaciondrio pode ser deduzida obser-

vando-se que, como f(z) < 1 temos que [,u(x,t)f(x)dr < N(t), logo se

dN
N(t) > 1, o < N — N? < 0. Além disso, se N ~ 0, temos que:

% :/Qu(:c,t)f(x)dxf/Qu(x,t)N(t)dx:/Qu(x,t) (f(z) = N(t))dx

mas N (t) ndo depende de z, logo, se N (t) ~ 0, o termo f(x)— N (t) serd positivo
na maior parte do dominio, desde que N (t) seja pequeno o bastante, dessa forma
a integral [, u(x,t) (f(z) — N(t)) dx serd positiva e dN/dt também. Levando
essas informagoes em conta, podemos esbogar um grafico de dN/dt em fungéo

de N, que apresentamos na figura 2.

4.2 Distribuicao estacionaria

Simulagoes numéricas e a natureza biolégica particular da formulacao
do modelo sugerem que a solugao u(z,t) deve tender a uma distribuigio esta-
ciondria u*(x). Dessa forma, levando-se em conta as equagoes (2.2) — equagao

de dindmica u(z,t) — e (4.4) — equagao para N* — temos que u* deve satisfazer:

d? [f(x)u]

12 +u(f(x)—=N*)=0 (4.5)
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que é uma equacao linear em u.

A anélise do modelo pode tomar diversas diregdes, uma vez que o0 mesmo
representa um processo generalizado de evolucao de uma populacao em um
espaco de aspecto. Neste trabalho em particular, estamos abordando a questao
da relagdo entre taxa de mutacao (no modelo representada pelo coeficiente de
mutacao D) e selegao dos individuos mais aptos (neste caso representados pelos
individuos com caracteristica x = 0, que é o ponto de maximo de f). Dessa
forma, é de nosso interesse determinar se a distribuicao estacionaria tera o
ponto de méximo em x = 0, coincidindo com o ponto de maximo de f ou se
tomara outra forma, dependendo do coeficiente de mutagcao.

Uma vez que estamos interessados no comportamento assintético da
solucdo estaciondria u*(x) com x — 0, utilizaremos a expansdo em séries de
u* e f em torno do ponto x = 0 para obter uma aproximagao da solucao. Por
hipdtese, f é par, de forma que todos os termos de poténcia impar sao nulos,
além disso, u* também é par, pois a equacao (4.5) é simétrica em torno da
origem (fazendo y = —x, e utilizando o fato de f ser par obtemos exatamente
a mesma equagao para u(y)). Dessa forma, a expansao para f e u* fica:

e x2n
f(z) = nz:% f2nm
u*(z) = Y0y aspa®®

onde fa, = f27(0). Utilizando a equacao (4.5), obtemos as relacoes de recursio:

ao fo + 2a2 fo +aofo —agN* =0
az fo +12a4 fo + (a0 f2)/2 + 6az fo + (ao f1)/2 — a2 N* =0

Como estamos interessados no comportamento assintotico de u* quando

x — 0, utilizaremos apenas a relacao (4.6), obtendo.

(fo+fa=N")
ag = —ap-———m——= 4.8
2 0 o (4.8)
como 2ap = (d[u*(z)]/dz?) |$:O, a solucdo terd um ponto de méximo em x = 0
se az < 0, ou seja:
fo+ foa > N~ (4.9)

Para entender o significado da inequacao (4.9) devemos observar a escala
0 de variacao de f. O significado biolégico de d é a distancia no espaco de
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Figura 3: Gréficos de u*(z) para di- Figura 4: N* em funcdo de §. Se

ferentes valores de d. A populagdo f(0) =1, N* — 1. Conforme § — oo,
tende a se distribuir uniformemente se  N* tende a f(0). Neste caso f(x) =

f tende & uma constante (§ — 00). e—2%/8

aspecto que a populacao deve percorrer para que ocorra uma grande variagao
no valor de adaptacgao (f(0) ponto de méximo, f(+d) ~ 0). Tanto fp como
N* sdo fungoes de §. fo descreve como o valor de adaptacao decai em torno
do ponto de maximo em funcao de x. Para notar que N* também depende de
0, basta tomar o caso extremo em que § — oo, neste caso f tende a um valor
constante, e a distribuicao da populacao tende a uma distribuicao uniforme
com N(t) — f(0), como na figura 4. Na figura 3 apresentamos alguns graficos
que representam qualitativamente essas relagoes.

O que pode ser observado através da figura 3 é que, conforme a escala
0 tende a infinito, a selecao é muito fraca e a populacao tende a se distribuir
uniformemente pelo espago de aspecto, com N* atingindo o valor maximo de
f. Portanto, a inequacdo (4.9) representa uma condicdo sobre a escala § de
mudanca no valor de adaptagao e a estabelecimento dos mais aptos.

Para ilustrar a validade do critério, nas figuras 5 e 6 apresentamos
duas aproximagdes numéricas da solugao estacionéria u*(z) e da aproximagio
u(x) = ag + asz?. Observamos como a mudanca de concavidade coincide com
a aparicao de dois picos na solugao estaciondria.

A regido de validade da inequacdo fy + fo > N* depende de como f e
N variam em funcdo de §, na se¢do a seguir, analisamos mais a fundo o caso

particular em que f(z) = foe*(x/é)g.

4.3 Um caso particular

~ . _ 2
Nesta secio, analisaremos o caso em que f(z) = foe (**)" onde € =

1/5. Neste caso, temos que fo = f”(0) = —2foe?, dessa forma, para melhor
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Figura 6: Se az < 0, u*(z) tem um
ponto de maximo em z = 0 e os mais
aptos sao os mais frequentes na popu-
lagdo. O ponto de méximo de u*(x) e

f(z) coincidem.

interpretar a inequagao (4.9) necessitamos de uma aproximagdo para N* em
fungdo de e. Nesta se¢io trabalharemos com aproximagoes de N* e u*(z)
mas, para nao sobrecarregar a notagao utilizaremos as proprias varidveis para
denotar suas aproximagoes.

Para obter tal aproximacao utilizaremos a suposicao de que a solugao

2
2)°  de forma que as

estaciondria pode ser aproximada por u(z) = uge
variaveis N*, 0 e € estao relacionadas. Para obter uma aproximacao para essas

relagoes, utilizamos a equagao para a solugao estaciondria:
& [f (z)u(z)]
dx?

como N* = [, u(x)dz = ug/7/6, temos:

+u(z)(f(z) = N7) =0

(uofo/e”252 - ﬁuo/ﬂ) /e 0 4

(4.10)
fouoe_mz(g"’ez) (—262 — 202 + (—2z€% — 21‘92)2) =0

desenvolvendo a equacao acima em séries de poténcias e agrupando os termos
de ordem um e dois obtemos duas equagoes:

fouo — 2fouge® — V/mud /0 — 2 foueh? = 0 (4.11)

fouo (6€* — € — 0% + 126202 + 60*) + /7udd = 0 (4.12)
da equagéo (4.11) obtemos uy em funcao de € e 6:
0(1 — 2€% — 202

_ fob( € ) (4.13)

(%) \/E
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utilizando a equagéo de ordem 2 (4.12) obtemos a relagao de 6 e e:

B V/—=5€2 + V4e2 + et
- 2

0 (4.14)

Finalmente, da relagdo N* = /mug/6, obtemos uma aproximagao para N*:

. n fo (2+€2 - 62(4+62))

5 (4.15)
—N numérico
0.9 -~ ~Aproximacéo de N
o.8f
'z
07t
0.6
05 . . . . . . . .
005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
€
Figura T7: Comparacao entre a aproximacao dada por N* =

fo (2 +e2—/e2(4+ 62)) /2 e valores numéricos de N*. Conforme ¢ — 0 o

erro tende a zero.

---Aproximacéao de u(x), 0.08 ---Aproximacéao de u(x)
0.1] —Solugdo numérica : —Solugdo numérica

o]
-£0.08 20.06
& &
> 0.06 ]
g $0.04
(L 0.04] Iy

0.02) 0.02)

CO 10 40 50 CO 10 40 50

20 30 20 30
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Figura 8: Comparacao entre apro- Figura 9: Comparagao entre apro-
ximagao numeérica e aproximagao na  Ximac¢ao numérica e aproximagao na

forma u(x) = upe (<)’ € =0.1. forma u(x) = upe=(<9° . € = 0.05.

Na figura 7 apresentamos uma comparagao entre os valores de N* obtidos
através de simulagao numérica do modelo e aqueles obtidos através da apro-

ximagao fornecida pela equagdo (4.15). Nas figuras 8 e 9 apresentamos uma
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comparagao entre a solucao obtida através da aproximagao u(x) = uoe_(“”)2 e
a solugao numérica.

Voltando & inequagao que fornece a condigdo para que u*(z) tenha um
ponto de méximo em = = 0 , temos que se fo — 2foe?> > N*(e) entdo ocorre a

selecao dos mais aptos. Desenvolvendo N* em torno de € = 0, temos
N* 2 fy (1 —e+€/2+ O(€)) (4.16)

de onde obtemos a condigdo € < 2/5 para que ocorra selegdo dos mais aptos.
Voltando ao pardmetro adimensional §, temos a condi¢do § > 5/2, onde § é a
escala da variacao da funcao de adaptagao f em termos da varidvel adimen-
sional. Se voltarmos & varidvel original temos que § = A/v/D, onde A é a
escala de mudanca de valor de adaptacio de f e VD é a distancia de modi-
ficacdo das caracteristicas dos individuos na escala de tempo da reproducao.

Assim, a condicao para selecao dos mais aptos fica:
A>5VD/2 (4.17)

que relaciona o coeficiente de mutacdo com a escala de mudanca no valor de
adaptacao. Um coeficiente de mutacao muito elevado impede que o processo

de selecao natural selecione os individuos mais aptos.

5. Conclusoes

O modelo de espago de aspecto do tipo descrito pela equagédo (2.1) é uma
forma distinta de abordagem da dindmica de processos evolutivos e ainda deve
ser explorado com mais profundidade de forma que os paralelos entre os resul-
tados obtidos com o mesmo e os modelos cldssicos sejam esclarecidos. Neste
estudo em particular, o modelo parece confirmar o equilibrio entre mutacao e
selecao previsto pelos modelos de frequéncias de gendtipos quando a taxa de
mutacao nao é excessivamente alta, apontando para uma falha na selegdo dos
mais aptos quando a taxa de mutagao é muito elevada.

A relagao em (4.17) foi obtida para um caso particular da fungao de
adaptacao e através do uso de aproximagoes. E esperado que, com modificacoes
da relagdo de f com ¢ (isto é, a ordem com que f decai em funcdo de o)
ou mudangas nos métodos de aproximagao, existam modificacbes no formato
especifico da relacdo entre as escalas A e v/D. Reservamos um estudo mais

detalhado dessas relagoes para trabalhos futuros mas acreditamos que o mesmo
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resultado geral deve permanecer, isto é, se a taxa de mutagao for muito alta
em comparagao com a mudanca nos valores de adaptacao, nao ha selecao dos

mais aptos.
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