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Resumo. Neste trabalho, propomos um sistema fuzzy que simule a disperséo
dos individuos cujos movimentos sejam descritos por difusdo. Dessa forma,
utilizaremos apenas a posi¢ao da populagdo como varidvel de entrada para
descrevermos todo o processo. Destacamos o fato de que a equagao classica de
difuséo, juntamente com sua solugdo analitica em nenhum momento foi usada

para a obtengao de nossa descrigao.
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1. Introducao

As equagoes diferenciais e de diferencgas deterministicas constituem uma
poderosa ferramenta para a modelagem de fenomenos cujas as varidveis de
estado estao sujeitas as variacoes ao longo do tempo. No entanto, para a mode-
lagem deterministica ser eficiente é necessario que tenhamos um conhecimento
um tanto profundo das relagoes existentes entre as varidveis e suas variacoes.
E o conhecimento do fendémeno que torna possivel a escolha das fungoes que
determinam as variagoes com relagao ao estado (valor) da varidvel. Em muitas
situagoes porém, esta relagao entre varidveis e variagoes é somente conhecida
parcialmente, o que torna a modelagem deterministica menos aplicavel.

Por outro lado, a modelagem através de equagdes variacionais fuzzy em-

bora comportando subjetividades, também nao sao aplicaveis & modelagem de
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fenémenos com relagoes parcialmente conhecidas. Isto vem do fato de que estes
modelos sdo provenientes de modelos deterministicos. A subjetividade supor-
tada pelas equagoes fuzzy se refere a imprecisoes quanto aos estados iniciais das
varidveis (fuzziness demogrdfica) e pardmetros (fuzziness ambiental). De modo
geral, ambos os tipos de fuzziness estao presentes em equacoes de dindmica
populacional.

Os sistemas p-fuzzy incorporam informacoes subjetivas tanto nas varia-
veis quanto nas variagoes e suas relagoes com as varidveis, sendo portanto uma
ferramenta muito 1atil para modelagem de fendémenos cujo comportamento é
parcialmente conhecido.

Os sistemas fuzzy sao, em geral, o resultado de uma generaliza ¢ao dos
sistemas classicos, ou seja, nessa abordagem os conceitos incertos sao incor-
porados a esses sistemas. Uma caracteristica central dos sistemas fuzzy é que
eles sdo baseados no conceito de particdo fuzzy das informagoes. A utilizacao
de conjuntos fuzzy permite uma generalizacdo da informacgao, que estd as-
sociada com a introdugao da imprecisao do desconhecimento dos fenémenos.
Em esséncia, a representagao da informagao nos sistemas fuzzy procura imi-
tar o processo de raciocinio humano, considerando conhecimentos heuristicos e
cruzando informagoes a principio desconectadas.

Neste trabalho buscamos descrever um processo difusivo sem utilizar sua
solugao analitica, utilizando sistemas dinamicos p-fuzzy e dada uma base de
regras. Vale destacar que os resultados obtidos em termos de solugao, sao muito

semelhantes ao do deterministico.

2. Preliminares

Um subconjunto (cldssico) A do universo U pode ser representado por

sua funcao caracteristica dada por

1, sexe A

Xal@) = 0, se x # A.

Assim, a funcdo caracteristica descreve completamente o conjunto A,
uma vez que indica quais elementos do conjunto U sao elementos de A.

Permitindo uma espécie de relaxamento no conjunto imagem da funcgao
caracteristica de um conjunto foi que Zadeh formulou matematicamente um

subconjunto fuzzy (Zadeh, 1965). Definimos um subconjunto fuzzy A de U, ou
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simplesmente conjunto fuzzy, por meio de pertinéncia p4 : U — [0, 1], em que
o ntmero p4(x) representa o grau de pertinéncia do elemento x ao subconjunto
fuzzy A.

Um sistema baseado em regras fuzzy possui, basicamente, quatro com-
ponentes: Um processador de entrada (ou fuzzificador), um conjunto de regras
linguisticas, um modelo de inferéncia fuzzy e um processador de saida (ou
defuzzificador), gerando um ndmero real como saida. A figura 1 ilustra o con-

trolador fuzzy.
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Figura 1: Estrutura do controlador fuzzy

A fuzzificacdo é o processo pelo qual os valores de entrada do sistema
sao convertidos para conjuntos fuzzy, com as respectivas faixas de valores onde
estao definidos. E um mapeamento do dominio de niimeros reais para o dominio
fuzzy.

Também é importante definir o que sao as Regras Fuzzy. Podemos definir
como estruturas da forma Se {antecedentes} Entao {consequentes} utilizadas
para descrever situacoes especificas que podem ser submetidas & anélise de um
painel de especialistas, cuja inferéncia conduz a algum resultado desejado. Os
antecedentes definem uma regiao fuzzy no espago das variaveis de entrada do
sistema e descrevem uma condigao, enquanto os consequentes definem uma
regiao no espago das varidveis de saida do sistema e descrevem uma conclusao
ou uma acao que pode ser esbocada quando as premissas se verificam. A regra

fuzzy é uma unidade capaz de capturar algum conhecimento especifico.
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Um conjunto de regras (ou Base de Regras) é capaz de descrever um sis-
tema em suas varias possibilidades, cumprindo o papel de “traduzir” matema-
ticamente informacoes que formam a base de conhecimentos do sistema fuzzy.
Os sistemas baseados em regras fuzzy (SBRF), nesse caso denominados Con-
troladores Fuzzy, possuem quatro médulos: moédulo de fuzzificacdo; mddulo
da base de regras linguisticas; médulo de inferéncia fuzzy e mddulo de de-
fuzzificagdo. Estes médulos estao conectados conforme indicado na Figura (2).

Denominamos de sistema p-fuzzy ao sistema iterativo

Tp+1 = f(l'k) (2 1)
z, € R™ dado '

onde f(xy) é quase linear, isto é, f(zx) = zx + Azk), Alzg) € R™ e A(zy) é
obtido por um sistema baseado em regras fuzzy.

Controlador
Xk fuzy DXy

Modelo matematico
Xr =X+ DXy

«

Figura 2: Estrutura de funcionamento de um sistema p-fuzzy

A base de regras é um conjunto formado por regras fuzzy que relaciona
os termos linguisticos das varidveis de entrada e saida. A base de regras é
considerada como um elemento integrante do nicleo do controlador fuzzy. Cada

regra da base satisfaz a seguinte estrutura:
SE a estdé em A; ENTAO b estd em B;.

onde A; e B; sao conjuntos fuzzy que representam termos linguisticos das
variaveis de entrada e saida, respectivamente. A expressao a estd em A; sig-
nifica que 4, (a) € [0,1]. Tanto o conjunto fuzzy A; quanto B; podem ser um
produtos cartesianos de conjuntos fuzzy, isto é, A; = A;; X Ajp X -+ X Ay €
B; = B;j1 X Bja X - - x By, Neste caso, cada conjunto fuzzy A;; e By, representa
um termo linguistico para a j-ésima variavel de entrada e k-ésima varidvel de

saida e, a expressao a estd em A; significa que

na; (CL) = min{MAil y Az """ 7MAim} € [07 1]'



Descrigao de processos difusivos utilizando apenas base de regras )

Ena definicao da base de regras que as informagoes do fendmeno em estudo sao
utilizadas. Para cada estado definido pelos termos linguisticos da varidvel de
entrada, é definifido uma regra. Sendo assim, quanto mais termos linguisticos
mais informacoes sao incorporadas na modelagem.

A relagdo entre as varidveis linguisticas é caracterizada pelo operador
MIN, isto é, cada regra é considerada uma relacao fuzzy R; onde o grau de

pertinéncia para cada para (a,b) é:

HR; (a7 b) = min{:U’Ai (a)a KB; (b)}

A relacao entre cada regra é caracterizada pelo operador méaximo, ou
seja, a relagao fuzzy R que representa o modelo determinado por uma base de
regras, ¢ obtida pela unido (maximo) de cada regra individual, de modo que

para cada par (a,b) temos:

pr(a,b) = max {1, (@) A pp,(b)}

onde A representa o operador MIN.

MIN MAX

M, j\\ \
Pt

Figura 3: Mecanismo de inferéncia de Mamdani com duas varidveis linguisticas de

entrada e uma de saida.

Agora, para cada entrada desejamos encontrar uma acao correspondente,
isto é, para um conjunto A de dados de entrada, queremos determinar um con-
junto B de dados de saida. Pelo método de Mamdani, a fungao de pertinéncia
de B é dada por:

pp(b) = max {max{pa(a) Apa,(a)} A ps,(0)}.

1<i<n

Se a entrada for um conjunto cldssico unitdrio, entdo pa(a) = 1 e
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1a,(a) < 1. Logo, a expressao acima resulta em:

pp(b) = max {pa, (@) A 5, (0)}

e, portanto, temos o conjunto fuzzy B que representa a agao para cada entrada
A (Figura 3).

O papel do defuzzificador é converter cada conclusao obtida pelo método
de inferéncia em um numero real que melhor representa a acao a ser tomada.
No caso dos sistemas p-fuzzy, o numero real obtido pela defuzzificagao é acres-
centado ao valor assumido pela varidvel de entrada no instante k, alimentando
o sistema iterativo.

Um dos principais métodos de defuzzificagdo é o centro de massa, que

para varidveis continuas é dado pela expressao

_ Jobus(b)db
R NTOr:

Este método de defuzzificagao serd usado por todo este trabalho. Note-

m(B)

mos que o controlador fuzzy pode ser visto como uma funcao f : R™ — R™, ja

que dado um valor de entrada, existe um unico valor de saida correspondente.

3. O Modelo

Nesta seccgao, estamos interessados em desenvolver uma base de regras
que nos possibilite encontrar uma solugao grafica para um problema que en-
volva difusdo. Para isso, usaremos apenas a posi¢cao da populagao, condigao
inicial e variagao da populagao. Dessa formas poderemos estimar a densidade
populacional em um instante ¢ = ¢* sem necessariamente usarmos a solugao
analitica do problema.

Modelos cléssicos de Dindmica populacional e/ou epidemiologia, em ge-
ral, sao dados por um sistema de equacgoes diferenciais. Neste caso, os para-
metros dos modelos sao frequentemente tomados como valores médios obtidos
a partir de um conjunto de dados, de tal maneira que o modelo passa a ser
deterministicamente conhecido. No entanto, admitindo-se incerteza devido ao
conhecimento parcial, o que é comum em fendmenos biolégicos, uma alternativa
¢ modelar tal conhecimento a partir de um conjunto de regras da forma se-entao.

E comum adotar uma equacao

dy
) (32)
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para representar o sistema dinamico, onde o campo f representa variagao, a
partir do qual a evolucao do sistema é estudada. Na verdade podemos per-
guntar da seguinte forma: como podemos analisar o sistema (3.2) se 0 mesmo
for parcialmente conhecido? A resposta é adotar um modelo linguistico ca-
paz de captar as informagodes disponiveis do modelo, via de regra, junto a um
especialista. Barros e Bassanezi (2010), propoem uma metodologia para esti-
mar solugoes de equagoes diferenciais utilizando controladores fuzzy, na qual
as variaveis de estado sao as entradas e as saidas sao as variagoes de estado.
Dessa forma, considere como varidveis linguisticas para posigao da popu-
lagao (distancia a origem): baiza positiva (Bp), média positiva (Mp), média alta
positiva (MAp), alta positiva (Ap), baiza negativa (Bn) , média negativa (Mn),
média alta negativa (MAn) e alta negativa (An). Onde os termos positivo ou
negativo significam distancia da origem a direita ou esquerda respectivamente.

Assim, a figura 4 representa graficamente essas varidveis linguisticas

&

Grau de Pertinéncia
Grau de perfinéncia

0 8 8 4 2 0 z 4 6 [ 10 S 08 06 04 02 0 0z 04 06 08 1
Posigio Populacional Variagéo Populacional

Figura 4: Varidveis linguisticas para  Figura 5: Varidveis linguisticas para

posicao da populagao variacao da populacao

Da mesma forma, como varidvel de saida, consideremos a variacao po-
pulacional e teremos como varidveis linguisticas: baiza positiva (Bp), média
positiva (Mp), média alta positiva (MAp), alta positiva (Ap), baiza negativa
(Bn) , média negativa (Mn), média alta negativa (MAn) e alta negativa (An).
A figura 5 representa graficamente essas varidveis linguisticas.

Considerando os resultados conhecidos sobre processos de difususao, con-

sidere a seguinte base de regras fuzzy:

1. Se a posigdo dos individuos é baiza positiva Bp entdo a variagdo da po-

pulacao é baiza positiva Bp;
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2. Se a posicao dos individuos é média positiva Mp entao a variacao da

populagao é média positiva Mp;

3. Se a posicao dos individuos é média alta positiva M Ap entdo a variacao

da populagao é média alta positiva M Ap;

4. Se a posicao dos individuos é alta positiva Ap entao a variagao da popu-

lacdo é alta positiva Ap;

5. Se a posicao dos individuos é baiza negativa Bn entao a variagao da

populagao é baira negativa Bn;

6. Se a posi¢do dos individuos é média negativa Mn entdo a variagdo da

populagao é média negativa Mn;

7. Se a posicao dos individuos é média alta negativa M An entao a variagao

da populagao é média alta negativa M An;

8. Se a posicao dos individuos é alta negativa An entdo a variagdo da popu-

lacdo é alta negativa An.

A figura 6 mostra o grafico de toda a variagdo da varidvel dependente
(Variagdo da Populagdo) como funcdo da varidvel independente (Posi¢do da

Populagao) no modelo de Mamdani.

Densidade Populacional

“i0 -8 -6 -4 -2 [ 2 4 6 8 10
PosiA§A£0 Populacional

Figura 6: Curva gerada a partir das regras da figura anterior usando MAMDANI

Assim, com essa base de regras, o controlador de Mamdani e a defuzzi-

ficacdo dada pelo centro de massa, o sistema p-fuzzy nos leva a trajetéria
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ilustrada pela sequencia de figuras 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 e 14. Para tal, con-
sideraremos como condicao inicial Ny = 10.

Uma outra observagao importante é que o tempo, no nosso problema,
significa o nimero de iteracdes simuladas no MATLAB®. Essa informacéo é
de grande importancia, pois diminui a quantidade de dados necessarios para

descrever o problema. Podemos assim, escrever o sistema dinamico p-fuzzy na
forma

Tpt1 = Tk + Axy, (33)

Densidade Populacional

0 0 0

W w & E) R 0 20 0 W w Q) £ R
PosiAgAE0 da populaiSaco PosiAgAE0 0a populaiSaco

Figura 7: Solugao em t =0 Figura 8: Solugao para t = 10

0 0 E]

E] £ E) ) 0 0 E]

o EY
PosiAGAEa populacional

w© E] E] 7 E) ER)
PosiAGAEa populacional

Figura 9: Solucao para t = 25 Figura 10: Solugao para t = 100

Densidade Populacional

0 0 0

s E] @ E) R - 0 0 0 s E] @ E) R
PosiAgAca populacional PosiAgAE populacional

Figura 11: Solugao para t = 250 Figura 12: Solugao para t = 500
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Densidade Populacio

|

10 2 0 W 50 & 70 3 £ 100 10 2 0 W 50
PosiAgAca populacional PosiAgAca populacional

Figura 13: Solugao para t = 1000 Figura 14: Solugao para t = 5000

Figura 15: Uniao das solugoes p-fuzzy  Figura 16: Uniao das solugoes p-fuzzy

Como para cada iteragio (¢ = t*) temos uma curva, entdo podemos
plotar uma superficie que serd nosso gréfico da solucao p-fuzzy da equagao de

difusao. Esse grafico esta representado pelas figuras 15 e 16.

4. Conclusoes

O mais interessante neste processo é que, necessariamente, nao se tem
condicoes de saber qual o melhor modelo, se é o deterministico ou se é o p-fuzzy,
uma vez que os resultados apresentados sao muito semelhantes como podemos
ver na figura 15. A modelagem nem sempre pressupoe que se tenha dados reais,
a intuigdo ou o bom senso pode guiar as formulagées dos modelos.

Do ponto de vista educacional o melhor modelo é secundério, pois sempre
se pode fazer um melhor do que o anterior e sempre se pode imaginar situagoes
diferentes para o mesmo fendmeno (Bassanezi e Pompeu, 2005).

Neste trabalho mostramos que é possivel utilizar uma SBRF para mo-
delar o comportamento da densidade populacional de uma espécie quando se

quer levar em conta a difusao dos individuos.
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