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Resumo. O objetivo principal deste trabalho é analisar a presenga de duas escalas dis-
tintas de tempo em um sistema presa-predador. Propomos um modelo que considera uma
dindmica vital rapida para as presas e uma dinamica lenta para o predador. Observa-
mos que a inclusdo de diferentes escalas de tempo modifica a regido de estabilidade do
equilibrio de coexisténcia do modelo. Além disso, as densidades de equilibrio das popu-
lagGes de presas e predadores também apresentam alteragdes com a diferenga entre as

escalas.
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1. Introducao

Numerosos eventos biolégicos podem ser descritos por modelos com equagoes a
diferencas, em particular para aquelas espécies que se reproduzem em uma época especifica
do ano, a estacao de reprodugao, por exemplo.

Em sistemas presa-predador nem sempre a reproducao das espécies ocorre de maneira
sincronizada. Pode ocorrer que as espécies se reproduzam em intervalos diferentes de
tempo. Neste caso, a formulagao tradicional dos modelos com tempo discreto nao é apro-
priada porque supoe que a cada geragao ocorre, de maneira sincronizada, a reproducao de
ambos, presas e predadores.

Neste trabalho, apresentamos um modelo presa-predador no qual as presas tém

dindmica vital rdpida quando comparada & dindmica dos predadores (Andrade, 2009).
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Isto significa que as etapas reprodutivas das presas sao mais frequentes que a dos preda-
dores. Na natureza encontramos muitos exemplos de sistemas presa-predador nos quais
a presa reproduz-se em intervalos de tempo menores do que o predador: podemos citar
joaninhas predando afideos, doninhas atacando pequenos roedores (Pachepsky et al., 2008)
e a predagao de insetos por pdssaros ou répteis.

Para introduzir estas duas escalas de tempo, consideramos como geracao padrao do
modelo aquela em que ocorre a reprodugao dos predadores e admitimos geragoes inter-

medidrias nas quais as presas se reproduzem.

2. Modelo

A escala padrao do modelo serd o intervalo de tempo de reproducdo dos preda-
dores, o qual por simplicidade vamos considerar igual a um ano. Durante o ano, entre
os eventos reprodutivos do predador, as presas crescem, também em etapas discretas de
tempo, segundo um fator dependente da propria densidade e sao predadas a uma taxa
linear. Os predadores, por sua vez, morrem por causas naturais a uma taxa constante a
cada etapa reprodutiva das presas. No fim de cada ano também ocorre a reproducao dos
predadores que sobreviveram, levando em conta a quantidade de recursos acumulados pela
predacao ao longo do ano. O parametro N representa o nimero de vezes que as presas se
reproduzem em uma Unica geracao dos predadores.

Nos referiremos a dinamica que ocorre nas geracoes durante o ano como dinamica
rapida e aquela que ocorre no fim de um periodo de um ano, ou seja, a escala padrao
do modelo, como dinamica lenta. Na dinadmica rapida, entdao, a populagdo de presas
cresce e é predada e os predadores morrem naturalmente. Na dinamica lenta, ocorre,
além dos fenomenos mencionados acima, a reproducao dos predadores, a qual depende
da quantidade de energia obtida a partir da predacao realizada em todas as geracoes
intermedidrias (etapas reprodutivas da presa) dentro deste dltimo ano (Andrade, 2009).

Dessa forma, o modelo é descrito por dois sistemas de equacoes a diferencas: o
primeiro descrevera a dindmica rapida e o segundo, a dinamica lenta. Os anos sao repre-
sentados por um inteiro t e as geracoes intermedidrias por um inteiro n, logo 0 <n < N—1.

A dinamica rapida é descrita pelas seguintes equagoes discretas sujeitas as condigoes

iniciais:
Hy = Hpexp (r (1 45) —aPp)),
Pt — A pn (2.1)

HY=H,  P'=P,.
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Aqui, H' e P;* denotam, respectivamente, a densidade de presas e predadores na
geracao intermediaria n do ano t e H; e P, representam as densidades no inicio do ano,
ou seja, imediatamente apds um evento reprodutivo dos predadores.

A dinamica lenta é descrita por:

N—1
Hiyq = HtN_1 exp (r (1 — H*'k ) — aPtN_l) ,

N (22)
Py =P +b ( > HZ‘) PN,

n=0
onde r, k, a, v e b sao parametros positivos.
Na auséncia de predadores, a populacao de presas H; cresce de acordo com o modelo
de Ricker (Edelstein-Keshet, 1988; Kot, 2001). A perda de presas devido & predagéo é

modelada pelo fator e~ %%

, onde o parametro a pode ser interpretado como a eficiéncia
do predador. O termo vF; , 0 < v < 1, é o nimero de predadores que sobrevive a cada
geragao.

Inicialmente fazemos uma adimensionalizacao do modelo, obtendo uma reducgao do
namero de parametros presentes nos dois sistemas. Para isso, consideramos novas varidveis
e um reagrupamento dos parametros:

B — %th, s=2rr A=k,

Aqui h} e p} sdo, respectivamente, as densidades adimensionais de presas e preda-
dores na geragao intermedidria n do ano t e d é um parametro adimensional que relaciona
a capacidade suporte das presas com a taxa de eficiéncia de conversao do predador.

As equagobes adimensionais e as condigoes iniciais que descrevem a dinamica rapida
sao:

hitt = b exp(r(1 — h — ppt)),

Pt =, (2.3)

hY = hy, pg = Dt-
O sistema adimensional que descreve a dinamica lenta é:
hipr = hy lexp(r(1—hY =" —p ™),

(2.4)

N—-1
prr1 =70 +d (Z h?) pi
n=0
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Como o modelo em questao é descrito por dois sistemas de equacoes a diferencas
nao é possivel obter os pontos de equilibrio explicitamente, mas podemos verificar, através
de simulagbes numéricas com os sistemas (2.3) e (2.4), a existéncia de equilibrios com
auséncia de predadores e de coexisténcia das duas espécies, além do ponto de equilibrio

trivial (0,0), correspondente & extingdo de ambas espécies.

3 Simulacgoes

Para analisarmos o comportamento qualitativo das solugoes de equilibrio, plotamos
diagramas de bifurcacao com relagdo a um dos parametros presentes no modelo, mantendo
o outro fixo, para os casos N = 2, 4, 12 e 20.

Consideramos que a cada ano sobrevivem 90% dos predadores. Isto significa que

~v= 4/0,9.

Os diagramas de bifurcacao sao construidos fixando-se d = 0,11 e variando r e,

serd dado por

fixando-se r = 1,8 e variando d. Foram escolhidos estes valores para os parametros de
forma a obter diagramas de bifurcacao que contivessem solugoes de equilibrio estaveis para

todos os valores de N considerados neste trabalho.

3.1 Bifurcacoes em relacao ao parametro r

Inicialmente fixamos d = 0, 11 e observamos o comportamento das solugées quando
variamos o parametro . No modelo com apenas uma escala de tempo, o ponto de equilibrio
de coexisténcia é estavel aproximadamente até r = 2,21, quando ocorre uma bifurcacao
do tipo Flip e o ponto de equilibrio perde a estabilidade para um ciclo de perfodo 2 (ver
Figura 1).

Através de simulagdes podemos perceber que a regido de estabilidade do ponto
de equilibrio de coexisténcia aumenta quando acrescentamos mais uma escala de tempo
ao modelo. No caso N = 2, temos a estabilidade global de um ponto de equilibrio de
coexisténcia até r = 4, 8, a partir dai observamos o surgimento de outro equilibrio estavel.
Dependendo das condigoes iniciais, o sistema converge para um ou outro equilibrio de
coexisténcia (ver Figura 2(a)). A partir de cada um deles, observamos o surgimento de
ciclos de periodo 2" e comportamento aparentemente cadtico, a medida que r aumenta.

No caso N = 4, mais uma vez ha um intervalo de valores do parametro r para o
qual ocorre a estabilidade de um ponto de equilibrio de coexisténcia, mas, neste caso, este
intervalo é maior do que nos casos anteriores (N = 1 e N = 2). Este ponto de equilibrio de

coexisténcia sé perdera a estabilidade em r = 8,9, quando ocorre uma bifurcagao do tipo
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Figura 1: Diagramas de bifurcacao com relacao ao parametro r, para N =1e d = 0,11:
(a) presas e (b) predadores.

Flip, seguida por ciclos de periodo 2". Para valores ainda maiores de r, podemos observar
comportamento aparentemente cadtico, seguido por mais um intervalo de valores de r
para os quais teremos a estabilidade de um ponto de equilibrio de coexisténcia, seguido
por ciclos de perfodo 2" e, entao, comportamento aparentemente caético novamente (ver
Figura 2(b)).

Para o caso N = 12, observamos novamente a estabilidade de um ponto de equilibrio
de coexisténcia, mas agora para um intervalo de valores de r ainda maior. Uma bifurcagao
do tipo Flip s6 ocorrerd em r = 24,7, conforme podemos ver na figura 2(c).

Finalmente, para o caso N = 20 temos estabilidade de um ponto de equilibrio de
coexisténcia até r = 35,8 (Figura 2(d)). Para r = 35,9 podemos observar o surgimento
de ciclos limites (ver Figura 3(a)), para r = 36, ciclos de periodo 5 (Figura 3(b)), e para

r = 36, 1, comportamento aparentemente caotico.

3.2 Bifurcagoes em relagao ao parametro d

No caso N = 1, ocorre a estabilidade do ponto de equilibrio de coexisténcia

1— 1-—
<d’y7 1- d’y)’ para valores de d entre 1 —y e 2—+. Quandod =1—~ = 0,1, temos

uma bifurcagéo transcritica, quando o ponto de equilibrio (1,0) perde a estabilidade para
o ponto de coexisténcia que passa a ser viavel biologicamente. Em d = 2—~ = 1,1, ocorre
uma bifurcacao de Hopf, quando o ponto de coexisténcia perde a estabilidade e temos o
surgimento de ciclos limites estéveis (ver Figura 4).

No caso N = 2, temos estabilidade do ponto de equilibrio (1,0) até d = 0,05. Em
seguida, ocorre uma bifurcacdo transcritica e o equilibrio com auséncia de predadores perde

a estabilidade para um ponto de equilibrio de coexisténcia das duas espécies. Este ponto
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Figura 2: Diagramas de bifurcacdo com relagao ao parametro r para d = 0,11: (a) N = 2,
(b) N=4, (c) N=12e (d) N =20.

permanece estavel até d = 0,76 e da mesma forma que no modelo com uma tunica escala
de tempo, o ponto de equilibrio de coexisténcia perde a estabilidade em uma bifurcacao de
Hopf, a partir da qual temos solugdes periédicas do tipo ciclos limites estdveis (ver figura
5(a)).

Nos casos N =4, N =12 e N = 20, também observamos um ponto de equilibrio de
coexisténcia perdendo a estabilidade para ciclos limites, mas a bifurcacao de Hopf ocorre
em valores ainda menores de d, d = 0,48, d = 0,21 e d = 0, 14, respectivamente, conforme
podemos observar nas Figuras 5(b)-(d).

O gréfico da Figura 6(a) mostra o intervalo do pardmetro d em funcdo de N para
o qual hé estabilidade do ponto de coexisténcia das espécies. Conforme aumentamos
N, menor é o valor de d a partir do qual o ponto de equilibrio é estavel. Além disso,
com o aumento de N, menor é o valor de d para o qual o ponto perde a estabilidade.
Para N = 1,2,4,12 e 20 isso se d4 em uma bifurcacao de Hopf e este ponto perdera a
estabilidade para ciclos limites.

Para d = 0,11, observamos que o valor do parametro r para o qual ocorre a perda

da estabilidade do ponto de equilibrio de coexisténcia aumenta com o valor de N. Isto
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(a) Plano de fase para N = 20, d = 0,11 e r = 35,9. (b) Densidade de presas

20, d = 0,11 ¢ r = 36.
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Figura 4: Diagramas de bifurcacao com relagao ao

parametro d, para N =1er =1,8.

significa que o intervalo de r para o qual o ponto de coexisténcia é estavel aumenta quanto

maior for a diferencga entre escalas de tempo (Figura 6(b)).

Observamos ainda que, com o aumento de IV, a densidade de equilibrio da populacao

de presas diminui enquanto a densidade de equilibrio dos predadores aumenta. A Figura

7 mostra as densidades de equilibrio de presas e predadores com relagao a N. Em outras

palavras, quanto maior a diferenca entre as escalas de tempo mais favorecido é o predador

e mais prejudicada é a presa.

4. Conclusoes

Neste trabalho propomos um modelo discreto com multiplas escalas de tempo, mais

especificamente, analisamos um modelo com crescimento rapido para a presa e crescimento

lento para o predador. Devido a sua formulacao, modelos deste tipo sao mais flexiveis
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Figura 5: Diagramas de bifurcagdo com relagio ao pardmetro d, parar = 1,8: (a) N = 2,
(b) N=4, (c) N=12e (d) N =20.
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Figura 6: Os segmentos verticais representam (a) intervalo do pardmetro d para o qual
o equilibrio de coexisténcia é estdvel em funcao de N, para r = 1,8; (b) intervalo do
parametro 7 no qual o equilibrio de coexisténcia é estavel, para diferentes valores de N e
d=0,11.
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Figura 7: (a) densidades de equilibrio da populagdo de presas com relagdo a N para
d=0,11 e r =1,8; (b) densidades de equilibrio da populagiao de predadores com relac¢ao
aNparad=0,11er=1,8.

no sentido que permitem uma escolha mais adequada das multiplas escalas envolvidas
no fenémeno biolégico. Além disso, permitem uma implementacdo computacional sem
maiores custos e problemas.

Os resultados mostram que, de modo geral, o reconhecimento de duas escalas de
tempo distintas pode alterar significativamente as previsoes dos modelos presa-predador.
No modelo estudado, a regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia é modificada
pela inclusao de diferentes escalas de tempo para presas e predadores. O intervalo de
valores de d para os quais um ponto de equilibrio de coexisténcia permanece estavel diminui
conforme N é aumentado, ou seja, a regiao de estabilidade do ponto de equilibrio de
coexisténcia torna-se mais estreita ao introduzirmos mais uma escala de tempo no modelo
e na medida em que tornamos a dindmica das presas cada vez mais rdpida (Andrade,
2009).

Ja o intervalo de valores do parametro r para os quais temos estabilidade e coex-
isténcia das espécies aumenta. Entretanto, argumenta-se que em ambientes naturais o
parametro r dificilmente serd maior do que In10 ~ 2,3 (Murdoch et al., 2003).

E ainda interessante observar que, para o caso N = 2, temos dois pontos de
equilibrio de coexisténcia localmente estaveis para o mesmo intervalo de valores dos parametros.
Além disso, verificamos que, com o aumento de N, a densidade de equilibrio das presas
diminui enquanto a densidade de equilibrio dos predadores aumenta.

Uma extensao natural para os modelos discretos aqui explorados, é a substituicao
da dinamica tipo I para a predacao por uma resposta funcional do tipo II, onde a predacao
apresenta um efeito de saturagdo (Neubert e Kot, 1992).

Finalmente, gostariamos de destacar que as idéias propostas neste trabalho per-
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mitem uma aplicagao imediata. Elas podem ser aplicadas a outros fenomenos que apre-
sentam diferentes escalas de tempo, como por exemplo, na modelagem de doengas trans-
mitidas por vetores que, em geral, apresentam uma dinamica vital em escala diferente da

dos seres humanos.
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