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Resumo. O efeito maternal é a transmissdo, ao longo de geragoes, de uma qualidade indivi-
dual tal que a sobrevivéncia, crescimento e fecundidade dos individuos de uma populagao sao
afetados pelas propriedades do ambiente em que os pais viviam. Nesse trabalho apresentam-
se dois modelos que descrevem mecanismos diferentes de dinamicas populacionais relativos
ao efeito maternal e faz-se paralelamente uma analise matematica e de ecologia teérica. Com
o primeiro modelo mostra-se que numa populacdo com efeito maternal a competigdo intraes-
pecifica gera oscilagdes periddicas, quase periddicas e cadticas. No segundo modelo o estudo
da competicao entre uma populagdo governada por efeito maternal e outra com crescimento
logistico fornece a previsao tedrica de que predominantemente uma populagdo exclui competi-
tivamente a outra, e que em determinadas condigoes a oscilagao daquela com efeito maternal
é amortecida levando a coexisténcia. Na andlise matemética de ambos os modelos sao feitos
célculos dos pontos de equilibrio, anélises de estabilidade local, de diagramas de oscilacao e
de séries temporais.
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1. Introducao

No estudo de dinamica de populagoes é bem conhecido que em algumas situagoes
o tamanho das populagoes oscila periodicamente (Murray, 2002). Para explicar essas os-
cilagbes sao feitas duas hipdteses principais (Inchausti e Ginzburg, 2009). A primeira
hipétese é a de que mecanismos exdgenos (Lack, 1954), extrinsecos & populagdo, regu-
lariam essas oscilagoes. E amplamente documentado que o pico populacional de alguns
mamiferos é sincronizado com o declinio da vegetagao (Stenseth e R., eds). As relagoes de
predador-presa também s@o responsdveis por oscilagdes de densidade populacional (May e
McLean, 2007). A segunda hipdtese é a de mecanismos endégenos (intrinsecos), processos
intraespecificos de autorregulacao com multiplas possiveis origens. Na hipétese original,
associavam-se caracteristicas fisioldgicas & regulaciao da densidade populacional (Chris-
tian, 1950), caracteristicas estas denominadas de qualidade do individuo. Nos tltimos
anos houve um aparente ressurgimento dessa hipétese, baseado em uma premissa de que
mecanismos que atuam nos individuos podem gerar grandes efeitos dinadmicos em nivel

populacional.

Dentre a classe de mecanismos enddgenos estd o efeito maternal, que pode ser
definido como uma transmissao, através de geragoes, de uma qualidade individual tal que
a sobrevivéncia, crescimento e fecundidade da prole sao afetados pelas propriedades do
ambiente em que os pais viviam (Ginzburg, 1998). Estudos mostraram que a dindmica
de oscilagbes no tamanho da populagao de mariposas e de lobos do nordeste da América
(Ginzburg e Taneyhill, 1994; Inchausti e Ginzburg, 1998) pode ser modelada usando efeitos
maternais com poucos parametros e ajustando de forma bem eficiente as séries temporais
de dados experimentais. Essas oscilagoes foram evidenciadas mesmo em populagoes muito

distantes geograficamente e em contextos diferentes.

No presente trabalho, inicialmente analisamos matematicamente o modelo proposto
por Ginzburg e Taneyhill (1994) — Secdo 3 — em que numa dada espécie existe um tradeoff
entre densidade e qualidade média, mecanismo subjacente ao efeito maternal. Esse modelo
serve de base para a Segao 4, na qual propomos e analisamos um modelo de competicao en-
tre duas populagoes, uma com efeito maternal e outra de crescimento logistico. O objetivo
desse estudo é utilizar os calculos dos pontos de equilibrio, andlises de estabilidade local,
de diagramas de oscilagao e de séries temporais para definir as possiveis dindmicas popu-
lacionais dos modelos. E com base nessas dinamicas esclarecer as implicagoes ecolégicas
tedricas das previsoes para o acoplamento das populagoes sob efeito maternal e de cresci-
mento logistico. Também é objetivo demonstrar, através de um modelo matematico, que
a ocorréncia das oscilagbes geradas pelo efeito maternal depende do contexto no qual a

populagao se insere.
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2. O modelo

Para modelar a evolugao temporal de uma populacao, podemos utilizar abordagens
discretas ou continuas. Ambos os modelos possuem aplicacoes diferentes. Modelos discre-
tos se aplicam a populagoes com estagoes reprodutivas bem definidas e sem sobreposi¢ao
de geracoes. Entretanto, buscando uma descrigao simplificada, o trabalho de Ginzburg e
Taneyhill (1994) propoe um modelo discreto para uma populagio cujo crescimento é uma
funcao da quantidade de individuos e da qualidade média deles. Nesse modelo, as quali-
dades individuais podem ter uma distribui¢do nao uniforme na populagdo, mas apenas a
transmissao de uma qualidade média da populacao serd utilizada aqui para examinar sua
influéncia na dinamica populacional.

A subjetividade, assim como a complexidade do conceito de qualidade, sdo in-
questiondveis (Inchausti e Ginzburg, 2009). Caracteristicas morfolégicas, genéticas ou
ambientais, entre muitas outras, podem ser correlacionadas a qualidade de um individuo.
Entretanto, o peso médio por individuo foi escolhido para representar a qualidade média
de uma geracdo, simplificando dessa forma uma caracteristica multidimensional a apenas
uma dimensao.

O sistema de equagoes (2.1) descreve o mecanismo enddgeno, sendo N; o tamanho
da populagao e X; a qualidade média da populacao na geragao t:

Nt+1 = NtRF(Xt), (21&)
Xt+1 == XtMG(NtJrl) (21b)

No modelo (2.1) vemos que o tamanho de uma populagdo depende da qualidade
média da populagao que a precede, enquanto a qualidade de vida média de uma geracao
depende de seu tamanho. O efeito maternal introduz um retardo na resposta da populagao
as mudancas no ambiente, um efeito de inércia. Esse tempo de retardo corresponde ao
tempo de geracao, que consiste no intervalo de tempo entre o nascimento e o inicio da
idade apta para reproducao. Para que ocorra o efeito de retroalimentacao negativa, a
fungado F'(X) deve ser monotonica crescente e G(N) monoténica decrescente. O efeito
maternal se trata de uma competicao intraespecifica com atraso.

A constante R é a taxa maxima de crescimento da populagdo e M é a taxa maxima
de crescimento da qualidade média dos individuos. Ambos devem ser maiores que 1 para
que um crescimento se realize. Tanto F(X) quanto G(N) modulam os valores reais de
suas respectivas taxas, tornando-as dinamicas e limitadas pelos valores de R e M.

Nesse modelo também é suposto que a capacidade suporte do ambiente é fixa. Isso
possibilitou que os sistemas de equagoes do modelo fossem reescalonados, dividindo o

numero de individuos N de cada espécie pela capacidade suporte K (e.g., uma populacio



50 Souza, Louzada, Pace, Santana, Barros & Pinheiro

N = 0,1 para uma capacidade suporte K = 1000, na verdade corresponderd a uma

populagao com 100 individuos).

3. Competicao intraespecifica

Para modelar oscilagbes populacionais de Lepidépteras, Ginzburg e Taneyhill (1994)
propuseram fungoes F'(X) e G(N) (veja a Figura 1), tais que o sistema (2.1) reescalonado

fica:

Xi
Ny 1 =N R—— 2
t+1 tRl—i—Xt’ (3.2a)
1
X1 = XoM . 3.2b
t+1 t 1 +Nt+1 ( )

Figura 1: Fungoes de retroalimentacdo F(X) e G(N).

Os pontos fixos desse sistema sao P; = (0,0) e P, = (M —1,1/(R —1)). Apés a
linearizacao desse sistema em torno dos pontos de equilibrio obtivemos que os autovalores
e autovetores da matriz jacobiana no ponto Py sao A1 =0, A2 = M e r1; =[1,0], 112 =
[0, 1], respectivamente. No ponto P, tem-se o par de autovalores complexo-conjugados

Ao = A% — RM+R+M—1+ivV3R2M2—2R2M —2RM?—1+2R+2M —R2—M?
21 = 7M22 — 2RM :

Os autovalores do ponto P; sao reais e satisfazem A1 = 0, A2 > 1, para quaisquer
valores de M > 1, R > 1, tornando a dire¢do r11 = [1,0] estdvel e a direcao ri2 =
[0,1] instével , enquanto os autovalores Aa1, Mgz, s@o complexo-conjugados e satisfazem
[A21] = 1, |Aa2| = 1, para quaisquer valores de M > 1, R > 1, indicando que o ponto
P, é neutramente estdvel e que esse sistema é estruturalmente estavel nesses intervalos de
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pardmetros®. As Figuras 2(a) e 2(b) exibem um retrato de fase tipico desse sistema e uma
dada regiao ampliada, respectivamente. Nesse retrato de fase o que aparentemente sao
linhas cheias, na verdade sao movimentos quase-periédicos. Para cada condigao inicial no
centro de uma ilha temos um movimento periédico. E possivel mostrar que para condigoes
iniciais proximas das bordas do retrato de fase 2(a) a dinamica é sensivel as condigoes
inciais, uma indicagao clara de que as solugdes sdo cadticas nessa regido. Como exemplo,
para R = 3, M = 10 tomamos as condigdes iniciais (X, Ny) = (500,400) e (Xo, Ng) =
(501, 400), que na escala logaritmica estao préximas ao ponto (In(Xy), In(Ng)) = (6,3). A
Figura 3 exibe a sensibilidade as condigbes para esse caso.

i)
’*r,ﬂ/ A

6 66 72 78 84 9
log(X) log(X)

Figura 2: (a) Retrato de fase com escala logaritmica nos dois eixos e com estrutura
hamiltoniana para R = 3 e M = 10, (b) recorte do retrato de fase ampliado numa dada

regiao e suas cadeias de ilhas em evidéncia.

Com a parte imagindria dos autovalores no ponto fixo P, w = Im[Ag1] = Im[Ago]
obtém-se o periodo aproximado T' = 27/w da oscilagdo da populagdo N como funcdo de
M e R (veja a Figura 4)

B ATRM
V3RZM? —2R2M —2RM? — R2 — M2+ 2R +2M — 1’

sem perder de vista que, na verdade, o movimento em torno desse ponto fixo é essen-

(3.3)

cialmente quase-periddico. Para estudarmos a amplitude e o intervalo de oscilagao da
populagao foram elaborados o que chamamos de diagramas de oscilagao (veja a Figura

5). Para construir esses diagramas usamos o método empregado na elaboracao de diagra-

*Isso é corroborado pelas simulagées numéricas, mas para provarmos analiticamente que a estabilidade

é neutra nesses intervalos de parametros devemos utilizar a teoria da variedade central.
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Figura 3: Sensibilidade as condigoes iniciais para R = 3, M = 10 com as condigoes inicias
(Xo; No) = (500,400) e (Xo; No) = (501, 400).

Figura 4: Periodo aproximado nas localidades do ponto de equilibrio P, = (M -1, ﬁ)

como funcao de R e M.

mas de bifurcagdo. Dessa forma, podemos estimar a amplitude, o intervalo e o periodo
aproximado da oscilagdo em fungao dos parametros R e M utilizando os diagramas de
oscilagao (Figura 5) e o gréfico do perfodo (Figura 4). As Figuras 6(a) e 6(b) exibem o
comportamento tipico das séries temporais resultantes do sistema (3.2).

Na série temporal da Figura 6(a) a oscilagao ocorre entre 13 e 14 geragoes e na série
temporal da Figura 6(b) o ciclo tem um perfodo exato de 11 geragdes. Substituindo os
valores dos parametros (R =1,5e M = 3) e (R = 2,25 e M = 3) na equagao (3.3) obtemos
um periodo aproximado de T' = 13,7 em (a) e T = 10,8 em (b). Os valores escolhidos
para os parametros R e M sao préximos aos utilizados por Ginzburg e Taneyhill (1994)

para ajustar os dados as oscilagoes das mariposas.
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Figura 5: Diagramas de oscilagdo para Ng = 3, Xo =3 e: (a) M =3 e (b) R = 1,5.
Variando R e M obtemos movimentos quase peridédicos e periddicos.
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Figura 6: Séries temporais do sistema (3.2) para (a) R=1,5e M =3e(b) R=2,25¢
M = 3.

4. Efeito maternal x Crescimento logistico

Uma grande quantidade de espécies cresce de acordo com o modelo logistico, que
possui uma versdo discreta conhecida como equagao de Ricker (ver: Rockwood, 2006, pdg.
51), dada por:

Nipy = Ny et =N/ KL (4.4)

onde r é a taxa de crescimento intrinseco per capita da populacao e K é a capacidade
suporte do ambiente.

Com base nesse modelo de Ricker (4.4) e no modelo de efeito maternal (3.2), pro-
pusemos o modelo (4.5) para estudar a interagdo de uma populagdo que apresente efeito

maternal NV;*, da qual a qualidade média por individuo é X", com uma populagao com
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crescimento logistico, mas cuja préxima geracio N 11 depende da populacao total da
geracdo passada (N/™ + N}). Isso representaria uma competicdo interespecifica por um ou

mais recursos comuns, com as equa(;f)es:

i (4.52)
N™ =N"R—t 4.5a
t+1 t 1 +in
Niyy = N}erli-(VeNo/x], (4.5b)
1
XM = X" M (4.5¢)

1+ (N3 + N/ /K’

Novamente, supomos que a capacidade suporte K do ambiente ¢é fixa. Dividindo
as equagoes (4.5a) e (4.5b) por K em ambos os lados podemos eliming-lo do conjunto de

equagoes (4.5) reescalonando as populagoes. Assim, o sistema (4.5) fica:

m m Xm
Niy = Nper(i-nr=n), (4.6b)
1
Xy = X"M (4.6¢)

1+ N7y + Ny

O ponto fixo trivial desse sistema é a origem P = (0,0,0), onde os autovalores sao
A1 =0, A2 = " e A3 = M e aos autovetores correspondentes sao v = [1,0,0], v = [0,1, 0]
e vg = [0,0, 1], respectivamente. Para M > 1 e R > 1 os pontos fixos desse sistema séo:
P, = (0,0,0), P, = (0,1,0), P; = (M —1,0,1/(R — 1)), apenas para M = 2 teremos
Py =(0,1,X™) tal que X™ >0, e Ps(N™) = (N"™,1—N™ 1/(R—1)) com N™ € [0,1],
que formam uma reta no espago de fase. Resumimos os autovalores desses pontos fixos na
tabela 1.

Tabela 1: Autovalores associados aos pontos fixos P; para ¢ de 1 a 5.

Pontos Fixos Autovalores
P 0 e’ M
P 0 1—r | M/2
P er(2=20) A21 A22
Py RX™/14+X™) | 1—r | M/2
P5(0) 1 e” M/2
Ps(1) 1 A21 A2z

As séries temporais exibidas nas Figuras 7(a) e (b) mostram que, para esses valores

de parametros, uma populagao se estabelece e faz com que a outra seja extinta. Isso
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reforga o conhecido principio de Gause ou principio da exclusao competitiva. Simulagoes
numéricas mostraram que a coexisténcia das duas espécies ocorre somente se a taxa de
crescimento maximo da qualidade for fixa em M = 2. Para qualquer outro valor esses

pontos fixos deixam de ser atratores.

NT

20 40 60 80 100

Figura 7: Séries temporais para R = 1,1,r = 2,1, NI = X' = N, = 1,1e: (a) M = 2,1,
(b)M =1,9.
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Figura 8: Séries temporais para M =2, NJ* = X" = N} =1,1e: (a) R=1,5er=2,5
e(b)R=2er=1,5.

A extingado de uma dada populagéo leva ao desacoplamento das dindmicas popula-
cionais. Quando a populaciio N! é extinta, a populacio N™ passa a obedecer a dinamica
do modelo de competicdo intraespecifica (3.2), e quando a populagdo N™ é extinta a

populacdo N! segue a dinAmica da equacao de Ricker (4.4).
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5. Resultados e Discussao

Com a anadlise da estabilidade local e as simula¢Ges numéricas, mostramos que para
R >1e M > 1 o sistema (3.2) é estruturalmente estdvel e sempre tem solugdes quase-
periddicas ou peridédicas em torno do ponto fixo P, = (M -1, (R%l) e solugoes cadticas
longe dele. Dessa forma, o modelo (3.2) nos diz que se uma populagdo que apresenta
efeito maternal for inserida num ambiente com uma capacidade suporte constante, ela
oscilard periodicamente ou quase periodicamente para condigoes iniciais proximas ao ponto
de equilibrio e terd uma dinamica caotica para condicoes inicias distantes desse ponto.
Aumentando o parametro R e ou diminuindo M a regido da Figura 2 onde a oscilagao é
periddica e quase periddica diminui enquanto a regiao onde a oscilacao é cadtica aumenta.
Esse aumento da regiao com oscilagao cadtica da sustentagao a critica feita por Plaistow
e Benton (2009) de que uma populacao regida por efeito maternal nio apresenta ciclos
populacionais necessariamente, ou seja, que existe uma dependéncia de contexto para
que esses ciclos populacionais ocorram. E claro que nao esperamos que a sensibilidade
as condigoes iniciais (Xo, Ng) ou a dindmica cadtica sejam rigorosamente observadas em
populagoes na natureza, ao invés disso, esperamos que para condigoes iniciais na regiao
caotica seja observada uma dinamica apenas aperiddica.

Em relacao a competicao entre populagoes com oscilagao via efeito maternal e com
crescimento logistico, nosso modelo corrobora o principio de exclusao competitiva, ja que
a coexisténcia prevista pelo modelo nao é passivel de observagao em populagoes na na-
tureza. Nesse caso a extingao de uma dada populacao também leva ao desacoplamento
das dindmicas populacionais. Podemos entao supor que na natureza sejam indispensaveis
outras interacoes de forma a tornar estdvel a coexisténcia de duas populagoes com nichos
semelhantes.

Outro resultado importante estd relacionado as discussoes sobre dependéncia de
contexto. Partimos de um modelo essencialmente oscilatério para o efeito maternal e, ao
introduzirmos uma interacao com outra populacgao, conseguimos amortecé-las em um de-
terminado contexto, anulando o carater ciclico do sistema. Isso mostra como a dinamica de
uma populagao é afetada quando alteramos estruturalmente suas relacoes. Esse resultado
deixa clara a dificuldade envolvida na caracterizagao do efeito maternal na natureza. Por
um lado a hipétese de que efeito maternal pode gerar ciclos jé é consolidada (Inchausti
e Ginzburg, 2009); por outro lado, o comportamento oscilatério ndo necessariamente se
manifesta em decorréncia de outros mecanismos possivelmente presentes em cada contexto
(Plaistow e Benton, 2009).

Observando os diagramas de oscilagao na Figura 9, construidos préximos a regiao
de M = 2, fica claro o efeito do amortecimento para M = 2 exatamente (as linhas que

representam o equilibrio de coexisténcia das populacoes se afinam). Fora dessa regido
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Figura 9: Diagramas de oscilacio para r = 2,68, NJ* = X" = N}, = 1,1 e: (a) M =
1,9999, (b) M =2 e (c) M = 2,0001.

temos uma dinamica oscilatéria tipica do efeito maternal puro. Quando essa condigao
ocorre, a amplitude de oscilagao decresce, amortecendo a oscilagao e mascarando o efeito
maternal.

Varios outros mecanismos podem amortecer essa oscilacao igualmente na natureza,
tornando o efeito maternal mais dificil de ser detectado. E importante ressaltarmos que a
hipétese do efeito maternal se trata apenas de uma transmissao fenotipica entre geragoes
por meio da interacao com o ambiente, nao gerando necessariamente oscilagao popula-
cional. Segundo Plaistow e Benton (2009), os efeitos maternais sdo muito mais ricos e a
hipotese de que efeito maternal gera ciclos é muito simplista, sendo necessaria uma andlise
mais detalhada do contexto.

Agradecimentos

Este trabalho é o resultado da extensao do Curso de Verao em Métodos Matematicos
de Biologia das Populagoes 111, 2010. Os autores agradecem os organizadores: Professores
Roberto Kraenkel (IFT-UNESP), Paulo Indcio de Knegt Lépez de Prado (IB-USP) e Ste-
fanella Boatto (IM-UFRJ), pelo incentivo e pela oportunidade. E &s agéncias financiadoras
pelo apoio: FAPESP e CNPq.



58 Souza, Louzada, Pace, Santana, Barros & Pinheiro

Referéncias

Christian, J. (1950). The adreno-pituitary system and population cycles in mammals.
Journal of Mammology, 31(247).

Ginzburg, L. R. (1998). Maternal effects as adaptations, chapter Inertial growth: popula-

tion dynamics based on maternal effects, paginas 42-53. Oxford University Press.

Ginzburg, L. R. e Taneyhill, D. E. (1994). Population cycles of forest lepidoptera: a
maternal effect hypothesis. Journal of Animal Ecology, 63:79-92.

Inchausti, P. e Ginzburg, L. R. (1998). Small mammals cycles in northern europe: patterns
and evidence for a maternal effect hypothesis. Journal of Animal Ecology, 67:180-194.

Inchausti, P. e Ginzburg, L. R. (2009). Maternal effects mechanism of population cycling: a
formidable competitor to the traditional predator-prey view. Philosophical Transactions
of Royal Society B, 364:1117-1124.

Lack, D. (1954). The Natural Regulation of Animal Numbers. Oxford University Press.

May, R. e McLean, A. (2007). Theoretical Ecology: Principes and Applications. Oxford
University Press.

Murray, J. (2002). Mathematical Biology I: An Introduction. Spring-Verlag.

Plaistow, S. J. e Benton, T. G. (2009). The influence of context-dependent maternal
effects on population dynamics: an experimental test. Philosophical Transactions of
Royal Society B, 364:1049-1058.

Rockwood, L. L. (2006). Introduction to Population Ecology. Blackwell Publishing.

Stenseth, N. e R.(eds), I. (1993). The Biology of Lemmings. Academic Press.



