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Resumo. Neste artigo estudamos as equagoes diferencial fuzzy com parametros e condigoes
iniciais interativas. A interatividade é dada pelo conceito de niimeros fuzzy completamente
correlacionados (Carlsson et al., 2004). Nés consideramos o problema por dois caminhos
diferentes: o primeiro usa uma familia de inclusdes diferenciais (Aubin e Cellina, 1984;
Hullermeier, 1997; Diamond, 2001) e o segundo usa o principio de extensao, para solu-
cionar a equacdo diferencial fuzzy. Concluimos que as solucées obtidas pelos dois caminhos
sao idénticas. Nés também apresentamos um principio de extensao para Numeros Fuzzy
Completamente Correlacionados e mostramos que o Teorema de Nguyen (Nguyen, 1978)

permanece valido neste ambiente.
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1. Introducao
Vamos iniciar considerando o problema de valor inicial

{x'(t) = flz(t),w)

I‘(to) = Zo,

(1.1)

com zo,w € R e f é uma fungao continua.
Fazendo a mudanca de varidvel y = (z,w), o problema de valor inicial (1.1) pode
ser escrito da seguinte forma:

(1.2)

y(to) = vo-

{y'(t) = F(y(t))
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Supondo que zy e w sao incertos e modelados por nimeros fuzzy completamente
correlacionados Xy e W, yg pode ser modelado pela distribuicao de possibilidade conjunta
C de Xy e W. Portanto, é possivel relacionar o problema deterministico (1.2) com o

problema de valor inicial fuzzy

{y’(t) = F(y(®) (13)

y(to) € C.

A equagdo diferencial fuzzy (1.3) serd abordada de duas formas diferentes. A primeira
abordagem foi sugerida por (Hullermeier, 1997) na qual a solucdo é dada pela seguinte

familia de inclusoes diferenciais:

{y'(t) = Fy() a4
y(to) € [C]™

com [C]* o a-nivel do subconjunto fuzzy C.

A segunda abordagem é obtida por meio da aplicagdo do principio de extensao da
solugdo deterministica do problema (1.2) como feito em (Mizukoshi et al., 2007; Ober-
guggenberger e Pittschmann, 1999). Em (Mizukoshi et al., 2007), o estudo é feito para
o caso em que a distribuicao de possibilidade conjunta C' é dada pelo minimo entre dois
nimeros fuzzy, isto é, os nimeros fuzzy sado nao interativos.

Na secao 2, definimos o principio de extensao para numeros fuzzy completamente
correlacionados e mostramos que o teorema de Nguyen (Nguyen, 1978) permanece vélido.

Na secao 3, mostramos que a solucao de (1.3) pode ser obtida através do principio de
extensao similarmente a Mizukoshi et al. (2007) e Oberguggenberger e Pittschmann (1999).
Noés concluimos que esta solugao coincide com a solugao obtida pelo uso da abordagem de
Hullermeier, via inclusao diferencial.

Para exemplificar, aplicamos os métodos estudados para obter a solugao do modelo

malthusiano com taxa de crescimento intrinseco fuzzy e condigao inicial fuzzy.

2. Conceitos Basicos

A familia de todos os conjuntos compactos e ndo vazios de R™ serd denotada por
K™ Para A, B € K™ and A € R as operagoes de adigdo e multiplicacdo por escalar sao

definidas por:
A+B={a+b:ac Abe B} e MA={)a:ac A}
Um subconjunto fuzzy A de R é dado por sua fungao de pertinéncia

p, R —[0,1]
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Os a-niveis do subconjunto fuzzy A sdo definidos por:

[A]*={x€eR:pu,(z) >a}parad < a<1.

Sea=0, [A]°={z € R: pu,(x) >0} (o fecho do suporte de A).
O subconjunto fuzzy A é um nimero fuzzy se todos os seus a-niveis sao intervalos

fechados e nao vazios de R e o suporte de A
supp(A) = {& € R : 1, (2) > 0}

¢é limitado.

A familia de todos os nimeros fuzzy serd denotada por F(R).

Definicao 2.1. Uma distribuicdo de possibilidade em R? é um subconjunto fuzzy C de R?
com fungio de pertinéncia p., : R? — [0, 1] satisfazendo p (7) = 1 para algum z, € R2.
A familia das distribui¢oes de possibilidade de R? serd denotada por F(R?).

Definigao 2.2. Sejam A, B € F(R) ntimeros fuzzy, entdao C € F(R?) é chamada uma

distribuicao de possibilidade conjunta se
max fic(2,y) = pa(2),  maxpe(2,y) = ps(y),
para todo z,y € R. Além disso, A e B sdo chamadas distribui¢bes marginais de C.
Para uma distribuigao de possibilidade conjunta C' de A, B € F(R), vale a relagao
pe (@, y) < minfp, (), ps (y) }-

Definigao 2.3. Os ntimeros fuzzy A e B sdo ditos ndo interativos se, e somente se, sua
distribuicao de possibilidade conjunta C' for dada por
po(,y) = minfp,, (), pa, (2)}
ou equivalentemente,
[C]* = [A]* x [B]%,
para todo par = (x,y) € R? e todo a € [0, 1].

Definicao 2.4. Os numeros fuzzy A e B sao ditos interativos se suas funcoes de per-
tinéncias p, e p, nao tomam valores independentes uma da outra, isto é, qualquer mu-
danga na fungio de pertinéncia u, (respectivamente p ) interfere na fungéo de pertinéncia
de p, (respectivamente p, ).

Observagao 2.1: Para o caso em que a distribuicao de possibilidade conjunta C' é definida

a partir de uma t-norma, isto é,

e (@, y) = T, (), 1y (Y)),
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para todo (z,y) € R2. Dubois e Prade (Dubois e Prade, 181) definem os nimeros fuzzy

A e B como fracamente interativos segundo a t-norma 7.

Abaixo apresentamos uma importante classe de nimeros fuzzy interativos chamada

completamente correlacionados (Carlsson et al., 2004). Este conceito aparece em estudos

feitos em Ahmad e Baets (2009) e Baetens e Baets (2009).

Definigao 2.5. Dois nimeros fuzzy A e B sao ditos completamente correlacionados, se

existem ¢,r € R, com ¢ # 0, tais que sua distribui¢do de possibilidade conjunta é dada

por
fe (,y) = pa (2)- Xigatr=yy (7, y)
= s (Y)-Xgutr=y} (z,7)
onde
R R
é a fungdo caracteristica da reta {(z,y) € R%: gz +r = y}.

Neste caso temos:

[C1* = {(z,qz +7) e R?* : & = (1 — s)af + sag,s € [0,1]}

onde [A]* = [af, a]; [B]* = q[A]* + r, para qualquer « € [0,1], e

s () = HA(w;T)a vz € R.

(2.5)

Seguindo as idéias de Carlsson et al. (2004), nés formulamos o seguinte principio de

extensao para numeros fuzzy completamente correlacionados.

Definigao 2.6. Seja C uma distribuicao de possibilidade conjunta com distribuigoes de

possibilidades marginais A e B, e seja f : R?> — R? uma funcao continua. Se A e B sdo

ntmeros fuzzy completamente correlacionados, entdo a extensdo de f aplicada a (A, B) é

o conjunto fuzzy f, (A, B) cuja funcdo de pertinéncia é definida por

sup pelz,y), se  fl(u,v) #0

(zy)ef~1(u,v)

:ufc (A,B) (ua 'U) =

0 L ose fMuw) =0,

onde f~H(u,v) = {(z,y) : f(z,y) = (u,v)}.

A seguir apresentamos o teorema 2.1, o qual pode ser interpretado como um gener-

alizagdo do teorema de Nguyen (Nguyen, 1978).
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Teorema 2.1. Sejam A, B € F(R) numeros fuzzy completamente correlacionados, seja
C sua distribuicdo de possibilidade conjunta, e seja f : R? — R? uma funcdo continua.

FEntao,

[fe (A, B)]* = F([C]%).

Prova 1. Seja g : R — R? a funcgdo continua g(x) = f(x,qr +1).

Vamos dividir a prova em dois casos a >0 e a = 0.
1) Para oo > 0.

Seja (u,v) € f([C]%), entdo existe (zo, yo) € [C]¥, com p,(xo,y0) > « € (u,v) =
f(x0,y0). Dai,

“fc(A,B)(u’U) = sup e (T,y) = pe(To,90) > @,
(z,y)ef~(u,v)

isto €,
(u,v) € [fo (A, B)]*.

Reciprocamente, seja (u,v) € [f,(A, B)]*, entdo

Nfc (A,B) (U, ’U) = sup He (‘T7 y) Z Q,
(zy)ef 1 (u,w)

de forma que f=*(u,v) # 0.
Agora,

% (u,v) = sup pe (2, y)
fo B (@y)ef—1(up)

= sup My (J?) 'X{qurr:y} (I, y)
(z,y)€f~(u,v)

= sup Ha ('T)'X{qx-i-r:y} (z,2q + 1)
(z,xzg+r)Ef~1(u,v)

sup  pu, ()
zeg~t(u,v)

= sup JONGD)
w€[A]°Ng =1 (u,v)

= :LLA(J’.I) > q,

para algum z1 € [A]° N g™ (u,v) uma vez que pa é semicontinua superiormente e [A]° N
g Y(u,v) é um conjunto compacto de R. Dai, (u,v) € f([C]%).
2) Para o = 0.

Considere U = {(u,v) : By am (u,v) >0} eV ={(u,v) : p.(u,v) > 0}.
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Vamos mostrar que U = f(V), onde U = fecho(U).

Seja (u,v) € U, entdo Iy cam) (u,v) = sup te(z,y) > 0. Consequente-
(z,y)ef~1(u,0)
mente, existe (a,b) € R? com f(a,b) = (u,v) e p.(u,v) >0, dai

(u,v) € fF(V).

Assim,

Ucf(V)c f(V)=FfV),
pelo fato que V é compacto e f é continua.
Por outro lado, seja (u,v) € f(V). Entao existe (a,b) € V tal que f(a,b) = (u,v)
e pi(a,b) > 0.
Porém,

sup e (T, y) > pe(a,b) >0,
(z,y)€f 1 (u,w)

por conseguinte (u,v) € U.

Assim,

pois f € continua. O

2.1. Inclusao Diferencial

Considere a seguinte inclusao diferencial,

I(to) =Xy € XQ, (26)

{ () € Ft ()

onde F': [tg,T] x R™ — K™ é uma multifungao e Xy € ™.
Uma funcdo z(.,x0), com zg € Xp, é uma solucao de (2.6) no intervalo [tg,T] se
¢ absolutamente continua e satisfaz (2.6) para todo ¢t € [tg,T]. O conjunto atingivel no

tempo t € [to, T], associado ao problema (2.6), é o subconjunto de R™ dado por
A (Xo) = {x(t,z0) : (., 20) é solugdo de (2.6) }.

Uma generalizagdo do problema (2.6), para modelar sistemas dindmicos fuzzy, é
obtido substituindo o conjunto F (¢, z) em (2.6) por um fuzzy, ou seja, podemos considerar
o problema de valor inicial fuzzy

{ Z(t) € F(ta(t))

z(to) =z0 € Xo, @7
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onde F : [ty, T] x R" — F(R™) ¢ uma multifuncdo fuzzy e Xy € F(R™).
De acordo com Hullermeier (1997), o problema (2.7) é interpretado como a familia

de inclusoes diferenciais

{ ( d(t) € [Fta) (2.8)

to) =x0 € [Xo]®,

onde [F(t,z(t))]* sdo os a-niveis de um subconjunto fuzzy F(t,z(t)).

Para simplificar a notagao, vamos denotar por Xy o subconjunto fuzzy da condicao
inicial.

Para cada « € [0, 1], dizemos que z : [tg,T] — R™, é uma a-solugdo de (2.7) se é
uma solugao de (2.8).

O conjunto atingivel das a-solugoes serd denotada por A;([Xo]®) := A, to <t < T,

isto é,
A% = Ai([Xo]®) = {z(t,70) : z(., 70) é solugao de (2.8)}.

A s@o os a-niveis de um subconjunto fuzzy A;(Xo) € F(R™) para todo tg <t < T (para
mais detalhes, (ver: Diamond, 1999)). O subconjunto fuzzy A:(Xo) é dito o conjunto
atingivel do problema (2.6).

3. Equacoes Diferenciais com Coeficiente Fuzzy e Con-
dicao Inicial Fuzzy

Nesta segao estudamos as equagoes diferenciais fuzzy que possuem coeficientes e
condicao inicial incertas, essas incertezas sao modeladas por ntimeros fuzzy completamente
correlacionados. As equacgoes diferenciais fuzzy sao obtidas a partir de uma equacao deter-
ministica pela introdugao de incertezas nos coeficientes e na condigao inicial. Mizukoshi
et al. (2007) estudaram este problema supondo que os coeficientes e a condi¢ao inicial séo
dados por nimeros fuzzy nao interativos.

Iniciamos considerando o problema de valor inicial

{x’(t) = fla(t),w)

(te) = 2o, (3.9)

onde f é continua e xg,w € R.
Fazendo a mudanga de varidvel y = (z,w), o problema de valor inicial (3.9) pode

y'(t) F(y(t))
{y(to) = %, (310)

ser reescrito como
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onde y/'(t) = (2'(t),0), F(y(t)) = (f(x(t),w),0) e yo = (zo, w).
Suponha que xy e w sao incertos e modelados pelos nimeros fuzzy completamente

correlacionados Xy and W. O problema (3.10) transforma-se em

y'(1) = F(y(t))
{ (o) (3.11)

= (xg,w) € C,

onde C' ¢ a distribuigao de possibilidade dos niimeros fuzzy completamente correlacionados
XO eW.

3.1. Solugao via principio de extensao

Seja U um aberto de R? tal que existe uma solugao (., o) de (3.10) com yg € U
no intervalo [tg,T], e para todo t € [to,T], y(t,.) seja continua em U. Entdo, podemos
definir o operador

L,: U — R?,

por Li(yo) = y(t,yo), que é a tnica solugao de (3.10) e é continua com relagao a yo.
A solugao do problema (3.11), via principio de extensao, é o operador (L;),, este

operador é obtido pela aplicagdo do principio de extensao (definigdo 2.6) no operador L;.

3.2. Solugao via inclusao diferencial

O problema (3.11), de acordo com a interpretacao de Hullermeier (1997), pode ser

escrito como uma familia de inclusoes diferenciais

{y'(t) = F(y(t)

yto) € (O], (3.12)

Segundo Diamond (1999), a conjunto atingivel A = A;([C]) s@o os a-niveis de
um subconjunto fuzzy A;(C), onde A;(C) C R?, para cada « € [0,1] e cada t € [to, T].

Neste ponto podemos estabelecer seguinte teorema

Teorema 2: Seja U um subconjunto aberto em R? e C a distribuicdo de possibilidade
conjunta dos nimeros fuzzy completamente correlacionados Xy e W. Suponha que F’ seja
continua, que para cada yo = (zo,w) € U existe uma unica solugao y(-, yo) do problema

(3.10) e que y(t, -) seja continua em U. Entdo, para todo ¢ € [ty, T| vale a igualdade

(L) (X0, W) = A (O).
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Em outras palavras, a solugdo via inclusdo diferencial de (3.11) e a solugao via principio
de extensao coincidem.

Prova: Para prova o resultado desejado, basta mostrar que
[(Lt) e (X0, W)™ = A([C]), Va € [0,1].

Como por hipétese F' é continua e para cada yp = (2o, w) € U existe uma tnica
solugao para o problema (3.10) no intervalo [tg, T|. Entao, para cada t € [tg,T], o operador
L; : U — R? definido por Li(yo) = y(t,40) é a tnica solucdo do problema (3.10) e é
continuo com relacdo a yo = (g, w). Dai, o operador (L;) é a tnica solugdo do problema

(3.11), via principio de extenséo e pelo teorema 2.1, temos a igualdade
(L) (X0, W)™ = Ly([C]%), Va €]0,1].
Mas, dado « € [0, 1], podemos escrever
A([C1%) = {(y(t, y0) : y(.,y0) é solucao de (3.10) }

= {L(v0) : yo = (wo,w) € [C]*}
= L([C]*). O

—

Exemplo 1: Considere o modelo malthusiano

() = wa(t)
{x(O) _ (3.13)

onde w ¢é a taxa de intrinseca de crescimento.

O problema (3.13) pode ser reescrito como

/ / —
@ Ew(B) = (wa(t).0) -
(x(0),w(0)) = (o, w).
A solugao deterministica de (3.14) ¢ dada por L;(zg,w) = (zoe®t,w) a qual é

continua.

Suponha que x( e w sejam incertos e modelados pelos nimeros fuzzy completamente
correlacionados X = (2;3;4) e W = (—=5; —3; —1) cuja distribui¢do de possibilidade con-
junta C é

o (,0) = f, (2)- X3 (@) (3.15)
= [y (0). X274 3=y (T, W).
Temos que,
[Xo]*=[a+2,4—q], [ W]*=[2a—5,3—2a] e
[Cl* ={(x,2x+3)eR?:x=(1—s)(a+2)+s(4—a), se€[0,1]}.



34 Cabral & Barros

O problema (3.14) ¢é substituido por

(@'(t),0) = (wz(?),0)
{ (zo,w) € C. (3.16)
O problema (3.16) é interpretado por
(@(0,0) = (wr(t),0)
{ (zo,w) €  [C]~ (3.17)

O conjunto atingivel de (3.17) é
A([C]%) = {z(t, 20, w) : (., T, w) é solugao de (3.16)}

= {(woe™2™0F3 220 +3) : z0 = (1 — s)(a +2) +5(4 —a),s € [0,1]}.

t

Por outro lado, L;(xg, w) = (xge™?, w) é uma funcdo continua. Com isto, o operador

(Lt). € asolucdo de (3.16) via principio de extensdao e, pelo teorema (1), temos a igualdade
[(Le)e (X0, W)I* = Li([C]%) = {(woe™", w) : (w0, w) € [C]7}
= {(zoe™2™%3 220 +3) 1o = (1 — s)(a+2) + s(4 — a),s € [0,1]}.

Consequentemente, A, (C) = (L) (Xo, W).

4. Conclusao

Neste trabalho fizemos uma revisao sobre nimeros fuzzy completamente correla-
cionados e apresentamos um principio de extensao neste ambiente. Relacionamos dois
métodos para estudar as equagoes diferenciais fuzzy com parametros completamente cor-
relacionados, O primeiro método usa uma familia de inclusoes diferenciais de acordo com a
proposta de Hullermeier, e o segundo usa a defuzzificacao da solugao crisp via principio de
extensao. Mostramos que sob certas condigoes as solugoes obtidas por ambos os métodos

sao idénticas.
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