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Resumo. Neste trabalho temos como objetivo principal definir uma solucao fuzzy para
problemas que envolvam difusao. Para tal, a solugdo fuzzy da equacao de difusdo-reagao-
advecgao serd definida como a extengao de Zadeh da solugao deterministica do problema
associado. Aspectos importantes como unicidade e estabilidade dessas solugdes também
sdo estudadas. Serao apresentados também, uma representacio gréfica para esses fluxos

fuzzy.
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1. Introducao

Em 1965, Lofti Zadeh introduziu o conceito de conjuntos fuzzy (Zadeh, 1965). Apds
isso, muita pesquisa foi desenvolvida tanto do ponto de vista tedrico quanto prético (Bar-
ros e Bassanezi, 2006; Nguyen e Walker, 2000). Uma das dreas de grande interesse foi
a modelagem de fenomenos incertos por meio de equagoes diferenciais. Quando a sub-
jetividade é aleatéria, a natureza da incerteza pode ser tratada como ferramenta para
as equagoes diferenciais estocdsticas, no entanto, os modelos variacionais fuzzy podem
contemplar varios tipos de incertezas além das estocdsticas.

Dependendo da escolha da varidvel de estado e/ou dos pardmetros dos modelos
temos, respectivamente, fuzzines demografica quando as varidveis de estado sdo modeladas
por meio de conjuntos fuzzy e/ou fuzzines ambiental quando somente os pardmetros sao
considerados fuzzy. Nos fenémenos biologicos em geral, ambos os tipos de fuzzines estao
presentes (Barros e Bassanezi, 2006).
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As equagoes variacionais fuzzy tém sido estudadas através de métodos distintos.
A primeira tentativa de contemplar subjetividades do tipo nao aleatério em sistemas
variacionais foi com a derivada de Hukuhara (Kaleva, 1987; Seikkala, 1987), porém esta
formulagao nao é capaz de reproduzir o rico comportamento das equagoes diferenciais
deterministicas tais como periodicidade, estabilidade e bifurcagao.

Em 1997, Hullemeier (Hiillermeier, 1997) propds outra maneira de contemplar a
subjetividade nao aleatéria por meio de inclusoes diferenciais. As solugoes fuzzy obtidas
por essa abordagem sao capazes de apresentar periodicidade, estabilidade e bifurcagao, no
entanto, do ponto de vista técnico, obter solugoes por meio de uma familia de inclusoes
diferenciais pode ser extremamente dificil.

Quando as varidveis sao incertas, um modo de se ter um tratamento mais adequado
para os modelos variacionais é passar toda a incerteza para os parametros do modelo
matematico. Neste caso, um método alternativo, que é usado, é aquele que consiste em
fuzzificar as solugbes de um modelo deterministico, usando o principio da extensao de
Zadeh (Mizukoshi et al., 2007).

Nosso objetivo principal, neste trabalho, é explorar propriedades como a unicidade
e estabilidade da solugao fuzzy de uma equagao diferencial fuzzy associada a equagao de
difusao-adveccao com fonte malthusiana, via extensao de Zadeh.

2. Preliminares

Nesta seccao apresentaremos os fundamentos bésicos necessarios para o bom en-
tendimento e aplicagao da teoria dos conjuntos fuzzy nas se¢oes seguintes. Para maiores
informagdes, o leitor pode consultar Barros e Bassanezi (2006). Os subconjuntos fuzzy de
um espago X sdo caracterizados por fungoes desse espago no intervalo [0, 1].

Dessa forma, temos

Definigao 1 Seja X um conjunto ndo vazio. Um subconjunto fuzzy F de X € um sub-

conjunto {(z, pr(x)) : @ € X} ndo vazio de X x [0,1] para alguma funcdo pp : X — [0,1].

A fungdo pp : X — [0,1] é denominada funcao de pertinéncia de F e o valor
assumido para cada x € X é o grau de pertinéncia de x em F. O conjunto formado por
todos os subconjuntos fuzzy de um conjunto X serd denotado por F(X).

Segue diretamente dessa difinicao, que qualquer subconjunto aleatério de X ¢é
também um subconjunto fuzzy de X, uma vez que esse conjunto é bem determinado
pela funcao caracteristica e, portanto, satisfaz a definicdo acima. De fato, se F C X com
fungao caracteristica xr : X — [0,1], entdo o conjunto xr = {(z, xr(x)) : x € X} é um
subconjunto de X x [0, 1] com fung¢ao de pertinéncia p, . () = xr(z) para todo z € X e,
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consequentemente, xp € F(X). Para uma melhor distingdo, o subconjunto fuzzy xr serd
denominado aqui como conjunto crisp de X.

Dado um subconjunto fuzzy F em F(X) definimos, para cada « € (0, 1], o conjunto
[F]* C X como sendo o conjunto dos elementos de X tal que o grau de pertinéncia em F
é ao menos a. O conjunto [F]* C X é denominado a-nivel de F' e, matematicamente, é

definido como
[F1* ={z € X : pa(x) > a} para a € (0,1]

O nivel zero de um subconjunto fuzzy F é definido por

[F]° = Uae(o,l] [F]* = supp(F)

no qual supp(F)={z € X : pp(x) > 0} é o suporte do subconjunto fuzzy F'.

Dois conjuntos fuzzy sao iguais quando as funcoes caracteristicas sao iguais, isto é,
A=B s pa(z) =pp(zr) Ve € X.

A igualdade entre conjuntos fuzzy pode ser também caracterizada por meio dos
a—niveis. Neste caso, os conjuntos sao iguais quando os a—niveis coincidem para todo
a€[0,1].

Em muitos casos, pode ser necessario estender o dominio de uma aplicacao f :
X — Y para os conjuntos fuzzy em F(X). Notemos que para cada subconjunto F' C X
a aplicacao f define o subconjunto f(F) C Y. Supondo agora que F seja um subconjunto
fuzzy X, isto é F € F(X), entdo precisamos determinar como serd a imagem induzida da
aplicacdo f sobre F. A forma como essa imagem é caracterizada pode ser feita através do
principio da extensao de Zadeh conforme a definicao a seguir.

Definigao 2 Sejam f : X — Y wma aplicacdo e F' um subconjunto fuzzy de X. A
extensio de Zadeh f F(X)— F(Y) € aplicagao cuja imagem tem fungao de pertinéncia

sup pr(a) se f7H(y) #0
acf~1(y)
ey (y) =

0 se f~1(y) = 0.

Como vimos anteriormente, um subconjunto F' C X determina o conjunto fuzzy
xr de X cuja funcdo de pertinéncia é a func@o caracteristica de F. A imagem de xp
através da extensao f de uma funcao f coincide com o conjunto fuzzy xs(r) definido por
f(F). Isto é, f(xr) = Xs(F)- De fato, a definicao acima garante que f(xr) tem funcio de
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pertinéncia
1 seye f(F)
i () =
0 seyeY — f(F).

que ¢ a funcio caracteristica de f(F). Logo, f(xr) = Xf(F).- Em particular, para todo
€ X vale f(X{z}) = X{f(2)}-
Um tipo particular de conjunto fuzzy que nos sera ttil é o chamado ntimero fuzzy,

que é uma tentativa de generalizar nimeros reais no contexto fuzzy.

Definigao 3 Um conjunto fuzzy F' C R é chamado nimero fuzzy se satisfaz:
1. Os a—ndveis [F|* sao compactos, conexos e ndo vazios para todo « € [0,1];
2. Existe um unico x tal que pp(x) = 1.

Definigao 4 Seja [u(z,t)]* o a-nivel associado a uma funcao fuzzy G4(x,t) e u$(z,t),

ug (z,t) funcgoes tais que:
[u(z, )] = [ut (z,1), ug (z,1)],
entao definimos diametro de [u(z,t)]* como sendo

diam([u(z,t)]*) = ud(z,t) — ul (x,t)

3. Equacao de difusao-reacao-adveccao fuzzy

A maioria dos fendémenos que envolvem difusao sao descritas por modelos que des-
crevem uma determinada dindmica em R e R? e é o que trataremos a seguir. Considere a

equagao de difusao deterministica

% (z,t) = D%(zx,t) x€R,t>0
u(x,0) = Nod(r) Rx[t=0]

onde D é uma constante de difusdo, Ny é o niimero de individuos no instante inicial e 6(z)
é a funcao de Dirac. Assim, a solu¢ao deterministica é dada por

22

u(x,t) = e~ ine

v/ (47 Dt) ¢

Se Ny é um nimero fuzzy, aplicando o principio da extensao de Zadeh em Ny temos que

o a—nivel associado a solugao fuzzy do problema serd dada por

e 22
[No] efﬁ

[u(z,8)]" = JanDo
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w00 [ wn
Figura 1: Grdfico da solucdo fuzzy envolvendo Figura 2: Grdfico da solugdao fuzzy en-
apenas difusao volvendo difusdo-reacdo

que é representada graficamente pelas figuras 1 e 2.
Podemos provar também que a solucdo fuzzy é estavel utilizando para isso seu

diametro. De fato, temos que

Jim (diam ([pr (No)]")) = lim (Ng; — NG3) \/ﬁef“mﬁ; =
= (N1 — Noz) tlggo ﬁefﬁ =

2
41Dt = O

diam ([No]™) lim;_, oo \/ﬁe

Assim, quando t — oo temos que a solugdo fuzzy converge para a deterministica.
Similarmente podemos provar que quando x — +00 a convergéncia da solugao fuzzy para
a deterministica também é garantida.

Sabemos a respeito da literatura que um modelo regido apenas por difusao é in-
eficiente para intervalos de tempos maiores, sendo eficaz apenas no inicio do processo,
assim podemos incluir em nosso modelo os processos de reagao e adveccao. De fato, seja

o modelo unidimensional de reagao-difusao-advecgao com condigao inicial fuzzy

%(x,t) = %(w,t)—l—a%(w,t)—i—bu(m,t) reR,t>0
u(z,0) € Nod(x) R x [t = 0]

onde Ny é o nimero de individuos existentes no inicio do processo t = 0, assim temos que
a solucao deterministica é dada por

_(m—at)2
u(z,t) = —No_e~"ape +¥

v/ (47 Dt)

que usando extensao de Zadec no fluxo deterministico nos da

[e3 xr—atl 2
(o, )] = e S

\/ (47 Dt)

Dessa forma, se calcularmos o diametro dessa solucao fuzzy temos que
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. . . _ (z—at)?
tim (diam (g (Vo)) = lim (Ng; — Ngg) e S50 =
a2
- N Vi i e
—
a2
= diam ([N()]a) limt_,o ﬁe_ (E4L(Jl:) -+bt +00

Apesar do diametro dessa solu¢do nao convergir para 0 temos propriedades im-
portantes sobre essa solugao que é o fato de que quando nos afastamos da origem para
um t fixo, teremos a solucao fuzzy convergindo para a deterministica. Uma maneira de
minimizar essa problema seria utilizando o modelo logistico ao invés do malthusiano para
descrever a reprodugdo, fato que serd explorado em trabalhos futuros. A figura abaixo

representa uma solugao fuzzy para um problema de reacao-difusdo-advcecgao.

Figura 3: Grdfico da solugao
fuzzy envolvendo difusdo-reagdo- Figura 4: Grdfico da solugdo fuzzy envolvendo

advecgao para a < 0 difusdo-reagdo-advec¢ao para a > 0

Figura 5: Grdfico da solugdo fuzzy Figura 6: Grdfico da solugdo fuzzy envolvendo
unidimensional para t = t* envol- equacgao de difusao-reagao-advecgdo fuzzy para
vendo difusdo-reacao a>0
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No caso bidimensional, temos o mesmo comportamento encontrado nas unidimen-
sionais. E claro, que existe uma impossibilidade de plotarmos os graficos referentes a
solucao fuzzy bidimensional, mas podemos plotar o grafico da distribuicao espacial para
valores de t fixo, para fazer um estudo mais detalhado dessas solugoes. De fato, temos que
os a-niveis da solugao bidimensional fuzzy para o problema

%(az,t) = DAu(:z:,t)—Fa% (x,t) +bu(z,t), 2€R? t>0
u(x,0) = Nod(x)
é dado por
a [NO]a M,bt
[u (x?t)] - 47TDte b

onde x = (z1,x2). Assim, podemos olhar para “alguns cortes” no grafico do fluxo fuzzy
bidimensional que nos dao uma idéia da distribuigao populacional fuzzy, ou seja, conser-

vando a incerteza da condigao inicial.

Figura 7: Grdfico da solucao fuzzy bidi-  Figura 8: Grdfico da solugao fuzzy da equagao
mensional para t = 1 envolvendo di-  de difusdo bidimensional parat = 3 envolvendo

fusdo-reagdo-advecgdo para a < 0 difusdo-reagdo-advec¢ao para a > 0

4. Estabilidade e unicidade da equacao de difusao fuzzy

Considere o problema de valor inicial determinado pela equagao

{ U (z,t) = flu(z,1), € R t>0 1)

u(z,0) = g()
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onde u : U C R®" — R, g : R* — R sao fungoes reais, com U C R™. Neste caso,
consideremos primeiramente f(u(z,t)) = Au(z,t), o que caracteriza nossa equagado como
de difusao.

Em termos de modelos que simulem a realidade, queremos interpretar o problema
acima da seguinte maneira: temos o conheciemnto da lei que rege o crescimento de uma
certa varidvel, através da equacao diferencial parcial de difusdo, mas a condicao inicial néo
é bem determinada, podendo ser conhecida sé parcialmente, carregando consigo um grau
de incerteza. Apesar da lei ser deterministica, a solugao deve carregar as incertezas da
condigao inicial ao longo do tempo. Assim, consideremos o problema com condigao inicial
incerta, associado ao modelo deterministico dado em 4.1:

{%:(x,t) = Au(e,t) TER 20 (12)

u(x,0) € g (z) x €R™
onde §(z) é um nimero fuzzy.

Sabemos que quando a fungao g € C(R™)NL>(R), entao a solugio para o problema
deterministico existe para todo z € R™ e ¢ > 0 e é unica para valores de x em dominios
limitados U C R™. Assim, primeiramente, temos a solu¢ao deterministica dada por

pr(x) = %/ e~ B g (y) dy (4.3)
(4rDt)2 Jrr

Dessa forma, a solucdo do problema é uma fungao continua em z. Apéds, definimos
a extensdo de Zadeh da solugdo ¢¢(g(z)) como a extensdo de Zadeh da fungéo g(z) —
vi(g(z)) — @(t, g(x)). Tal solugao serd denotada por ¢:(g(z)), e escrevemos

. _ 1 - le—ul®
Pr(x) = e /Rn 9(y)dy (4.4)

e seus a—niveis sao dados por

a 1 - lz—yll® 1 - lz—yll®
[erlg(a)))” = [(Mﬂg L o [ (y)dy]

Uma maneira de estudarmos o comportamento do fluxo fuzzy n—dimensional para
a equacao de difusao é utilizar o conceito de diametro de um a—nivel de um nuimero fuzzy,

para tal, provaremos a seguinte proposigao:

Proposicao 1 Seja ¢y (g(x)) um fluzo fuzzy dado por 4.4 e [pi(g(x))]” seu a—nivel.

FEntao,
sup (diam ({91 (9 0)]")) £ ——— [ (diam (g(1))")dy. ¢ > 0
zER? - (47rDt)% n ’
Em particular, tlir&diam([wt (g (2)]%)) = 0, isto €& diam ([¢s (g (x)]")) converge uni-

formemente para zero, quando t — oco.
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Prova:
Como diam ([g (y)]") = g% () —g¢ (z) > 0, entao, podemos chamar f (z) = g2 (z)—
g1 (x). Assim, teremos que provar que

. 1
sup diam ([¢: (g (7))]) < @D0F Jan f(y)dy,t>0

que é verdade no caso deterministico para diam ([¢; (g (x))]") = ¢

+~ N
—~
S
—~
8
~
~—
|
AS)
=
—
kS
—~
S
SN~—"
~—

Assim, segue o resultado.

Dessa forma, temos que nossa solugao se comporta como a deterministica para

t — oo. Agora, vejamos o seguinte teorema de unicidade:

Teorema 1 Seja U C R™ uma regido limitada, assim se um problema de condi¢do inicial

fuzzy for dado por

{%?(x,t) — Au(a )+ f(z), TEUCR, >0 W

u(z,0) € g§(x) U x[t=0]

onde g(x) € C(Ux [t =0]) e f(z) € C(U x (0,00]), entdo o fluxo fuzzy ¢:(g(x)) associado
ao problema 4.8 € unico para uma condi¢do inicial fuzzy §(x) dada.

Prova:

Sejam u e v fluxos fuzzy associados ao problema 4.4, entao defina w = u—v. Assim,
temos que w resolve o problema

(4.6)

% (z,t) = Aw(z,t) z€UCR, t>0
w(z,0) = 0 U x [t=0]

que é um problema deterministico e, pelo principio do maximo, temos que o maximo valor

de w é assumido na fronteira, logo w = 0, assim u = v.

Temos agora uma ferramenta importante no estudo de incertezas, que envolve a
equacao de difusao, pois sabemos que limitando nosso dominio convenientemente teremos
solucao tunica para problemas que envolvam difusao. Além disso, a estabilidade dessa
solugao esta garantida e funciona como na deterministica, conservando o seu grau de
incerteza.
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5. Conclusoes

O estudo das equagoes diferenciais parciais de difusao fuzzy nos trazem um método
alternativo de tratarmos a modelagem de processos difusivos onde temos parametros e/ou
condigoOes iniciais incertas. Nos casos de modelos que simulem a realidade, temos uma
imprecisao em praticamente todos os parametros. Nosso trabalho traz uma alternativa
para o tratamento de um desses parametros, fazendo para isso, a condicao inicial fuzzy e
definindo condigoes para que a solugao fuzzy seja tnica, além de garantir que essas solugoes
sao estaveis. Esperamos que trabalhos futuros sejam feitos no sentido de melhorar essa

teoria, ainda pequena, das equacoes de difusao fuzzy.
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