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Resumo. Este trabalho relata um estudo da dispersao de poluente em um
sistema de reservatorio, cuja modelagem matemaética se deu através do uso
combinado de Loégica Fuzzy e métodos de aproximagao numérica. Utilizando
a equagao diferencial parcial de difusdo-advecgao, condigOes iniciais e de
contorno sao propostas, além de uma possivel leitura dos parametros da

equacao onde foram considerados aspectos de imprecisao ou incerteza.
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1. Introducao

A variabilidade na precisao de parametros utilizados em estudos nas

areas de Biomatematica em geral, e de Ecologia Matematica em particular,
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é um fator de interesse e de preocupacgao por parte de pesquisadores, que
buscam valores significativos para testes e simulagoes de cenarios compativeis
com a realidade (Bassanezi, 2002).

De acordo com varios estudos, tais previsoes estao sempre dependentes
de informacoes que muitas vezes se caracterizam por certo grau de incerteza
e imprecisao (Barros, 2001; Barros e Bassanezi, 2006).

Deste modo, este estudo foi realizado buscando nos conjuntos fuzzy
uma alternativa a este tipo de problema.

Fornecendo uma resposta aproximada, foi possivel modelar e manipular
informacgoes imprecisas, muitas vezes baseadas em informacoes incompletas,
ou, ainda que numericamente confidveis em termos da medida em si, nao

sejam totalmente confidveis em termos de variabilidades multiplas.

2. O Problema

Este estudo foi realizado considerando a situacao evolutiva do reser-
vatério de Salto Grande, localizado na cidade de Americana-SP, regiao que
conta atualmente com um dos mais importantes e diversificados parques in-
dustriais do Brasil.

Abrangendo industrias de papel e celulose, téxtil e de couro, alimenticias
e metalirgicas, quimicas e de refino de petréleo. A regiao é tida como a se-
gunda regiao mais rica do estado e a terceira do pais (Espindola et al., 2004).

O reservatorio de Salto Grande é formado pelo represamento das aguas
do rio Atibaia e outros ribeiroes de menor vazao. Esta inserida na sub-bacia
do rio Atibaia, um dos mananciais de abastecimento ptblico mais impor-
tantes da regiao, pertencente a bacia hidrografica do rio Piracicaba.

Desde 1977, quando as aguas do reservatério podiam ser destinadas
ao abastecimento doméstico (apés tratamento convencional), recreacao, ir-
rigagao, entre outros fins, se observa um processo acentuado de deteriozagao
e consequente redugao de seus usos miltiplos (Espindola et al., 2004).

O grande aporte de matéria organica e inorganica, transportados prin-
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cipalmente pelo rio Atibaia, tem levado a minimizacao de usos multiplos,
afetando a producao de energia, auxiliando no florescimento de algas e surgi-
mento de bactérias, que produzem toxinas e alteram a comunidade aquatica,

causando problemas de satide ptblica e para a biota local.

3. O Modelo Matematico

A equacao utilizada neste estudo é conhecida por Equacao de Difusao-
Adveccao, trata-se de uma equacao diferencial parcial tradicional em diver-
sos e diferentes estudos ligados a situagoes gerais e a andlises em ecologia
matematica (Marchuk, 1986; Meyer e Diniz, 2007).

Incorporando fatores microscépios e macroscopios a equacao conside-
ra fenomenos de dispersao, na concepcao de difusao “efetiva”, como citado
e usado, por exemplo, em Marchuk (1986) e Okubo (1980), o transporte
advectivo (Edelstein-Keshet, 1988), os fenémenos de decaimento (Bassanezi
e Ferreira Jr, 1978) e possiveis fontes de material impactante que possam
ocorrer.

Chamando de ¢ = ¢(x,y;t) a concentragao do poluente como a quan-
tidade de matéria existente em um determinado ponto do plano (z,y) no
instante (t) com (z,y;t) € 2 C R?*x(0,T], o modelo pode ser representado

genericamente por:

% = div|aVd] — div]Vc] — oc + f, (1)

para (z,y) € Q C R% t € (0,T] C R, onde:
1. o termo div[aVc| representa a difusao;

2. divﬂ?c], modela o transporte advectivo, campo que indica direcao e

intensidade da velocidade de transporte e considerando div[V] = 0;

3. o termo o(x,y;t)c(x,y;t) representa a degradagao do poluente; e
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4. f = f(x,y;t) modela a fonte, que pode ser pontual.

A fonte de poluig¢ao no reservatorio seré considerada pontual, localizada
na parte inferior da fronteira I'; da figura 1.
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-‘H"

I;

Figura 1: Dominio 2.

Tomando como condigoes de contorno as condi¢oes de von Neumann

homogénas, tem-se:
oc . .
8_77 =0,Vt, (x,y) € I;,i =1,2i,2s,3, (2)
r;

entendendo que nao ha variacao de poluente na fronteira.

As equagbes (1) e (2) representam o modelo bidimensional para o estudo
da dispersao de poluente no reservatorio em sua formulacao classica, também

denominada formulacao forte do problema.

4. Formulacao variacional e discretizagao

Na formulacao classica do problema se exige que a solucao seja, no
minimo, de classe C?, onde as funcoes, além de serem continuas, devem ter
também as derivadas segundas continuas, o que é uma exigeéncia forte para

a fungao.
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Deste modo, propoe-se a formulagao variacional do problema, que “en-
fraquece” as condicoes de regularidade para a solucao.

Neste sentido, considerando o espaco abaixo, necessario para a for-

mulacao variacional genérica, para uma separacao de varidveis espaciais e
temporal:

V= {v e L*[J,H'(Q)], com % c L*(Q), Vt e J}.

com J=(0,T] e os produtos internos dados por:

(ulv)or = /aQ u(z,y)o(z,y)dy; e (Vu|Vv),q = //Q Vu.Vodu.

Usando estes produtos internos apropriadamente, se obtem a formulacao
fraca dada por:

(% ) o (Ve Vo), + vl(@ ) o (ol = (flo)g, Yo e V. (3)

ox
Para a discretizacao da equacao, a escolha foi pelo Método de Elemen-

tos Finitos, via método de Garlekin, para a discretizacao espacial e Crank-
Nicolson para a discretizacao temporal.

Deste modo, obtém-se aproximacoes para a solugao em variaveis sep-
aradas, c(z,y;t) = >_;¢;j(t).;(x,y), onde o sub-indice j refere-se a dis-
cretizagdo do dominio considerado e {¢;} é uma base para o subespago
Vi, C HY(Q) de dimensao N < occ.

As fungoes da base de V}, sao escolhidas do tipo linear por partes,
satisfazendo:

1 sei=7
@i(Tj,y;) = {

4
0 sei#j (4)
onde (z;,y;) sdo as coordenadas do j-ésimo né da malha.

Assim, Vy; € base de V},, se obtem:
DL {ﬁ (pilei)a + 5 (Vs Vil + 3 (%\%)Q + (901"901')(2}
= 5, { & (ilea — § (V63| Vii)g — o

5 (%), - 5 wileda) )
+<fn+% |%)Q
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A ordem das aproximagoes temporais é, localmente, O (At?).

5. Modelagem dos coeficientes de transporte,

degradacao e difusao

Propondo uma modcelagem através do uso dos conjuntos fuzzy, via
sistema de base de regras, para os coeficiente de difusao «, transporte V; e de
degradagao o o propoésito é o de imcorporar ao modelo classico, caracteristicas
intrinsicas de incerteza e imprecisao desses fenomenos.

Um sistema de base de regras possui basicamente quatro componentes:
um processador de entrada, um conjunto de base de regras liguisticas, um
método de inferéncia e um processador de saida.

Nesta modelagem sao propotos trés controladores: um para o coe-
ficiente de transporte -V; , dependente do vento; outro o coeficiente de
degradagao -0, dependente do tipo de ambiente e da quantidade de matéria e,
finalmente, o terceiro controlador responséavel pela modelagem do coeficiente
de difusao - «, dependente do transporte e da degradagao do poluente.

O sistema de regras liguisticas utilizadas para a modelagem do coefi-
ciente de transporte foi: vento fraco, moderado, forte e muito forte resultando
em transporte pequeno, médio, forte e muito forte.

Para o coeficiente de degradacao se utilizou os termos: ambiente fa-
vordvel, mediano, desfavordvel; quantidade de matéria: pouca, quantidade
média, muita resultando em decaimento baixo, médio bairo, médio, médio
alto, alto.

Finalmente, para o coeficiente da difusao foram utilizadas como en-
tradas as saidas dos dois controladores mencionados anteriormente, trans-
porte e degradacao, resultando em difusao baira, média baixa, média, média
alta, alta.

As varidveis de entrada e saida foram modeladas matematicamente por

conjuntos fuzzy, através de funcoes de pertinéncia triangulares e trapezoidais.
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Para inferéncia, foi adotado o método de Mamdani e, como método de

defuzzificagao, se utilizou o método de Centro de Gravidade.

Assim, a modelagem dos coeficientes foram representadas pelas figuras

2,3 e4:

Funcées de pertinéncia
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. {Mamdani e Centro de Gravidade)
Conjunto de base de regras 5
1.If (verto is mutto_fraco) then (transporte is muito_pedquenc) (1) o
2. If (verto is fraco) then (transporte is pequena) (1)
3. If (vento is moderado) then (ransporte is médio) (1) i
4. If (vento is forte) then (transporte is grande) (1) E
5. If (verto is mutto_forte) then (transporte is muito_grande) (1) Eod
0z
nﬂ n A A &) 100

Figura 2: Modelagem do coeficiente de transporte.

Fung¢des de pertinéncia

Conjunto de base de regras

1.If (quantidade_de_matéria is pouca) and (ambiente is favordvel) then (decaimento is alto) (1)

2. It (quantidade_de_matéria is pouca) and (ambiente is mediano) then (decaimento is medio_alto) (1)
3. If (quantidade_de_matéria is pouca) and (ambiente is desfavordvel) then (decaimento is baixo) (1)
4.1t (quantidade_de_matéria is média) and (ambiente is favordvel) then (decaimento is médio_alta) (1)
5. If (quantidade_de_matéria is média) and (ambiente is mediano) then (decaimento is médio) (1)

6. If (quantidade_de_matéria is média) and (ambiente is desfavoravel) then (decaimento is baixo) (1)
7.1 (quantidade_de_matéria is multa) and (ambiente is favorédvel) then (decaimento is média) (1)

18. If (quantidade_de_matéria is muita) and (ambiente is mediano) then (decaimento is médio_baixo) (1)
9. If (guantidade_de_matéria is muta) and (ambiente is destavordvel) then (decaimento is baixa) (1)

Figura 3: Modelagem do coeficiente de degradacao.
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Func¢des de pertinéncia
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Conjunto de base de regras Solugao

1. If (transporte is muto_pequena) and (decaimento is baixo) then (difuséo is aita) (1)

2. If (transporte is muito_pequeno) and (decaimento is medio_baixo) then (difuséo is atta) (1)
3. If (transporte is muito_pequena) and (decaiments is medio) then (difusfo is media_ata) (1)
4. If (fransporte is muito_pecueno) and (decaimento is medio_ato) then (difuséo is media_atta) (1)
5. If (transporte is muito_pequeno) and (decaimento is alto) then (cifuséo is media) (1)

6. If transporte is pequeno) and (decaimento is baixo) then (difuséo is alta) (1)

7. 1f ttransporte is pequena) and (decaimento (s medio_baixo) then (difuséo is media_alta) (1)
8. If (transporte is pequeno) and (decaimento is medio) then (difuséo is media_atta) (1)

9. If (transporte is pequeno) and (decaimento is medio_alto) then (difusao is media) (1)

10. If (ransporte is pequeno) and (decaimento is atta) then (difusao is mecia) (1)

1111 (transporte is medio) and (decaimento is baixo) then (difusao is media_atta) (1)

12, If (transporte is media) and (decaimento is medio_baixo) then (difusao is media_ata) (1)

13. If (transporte is medio) and (decaimento is medio) then (cifuséo is media) (1)

14, If (transporte is media) and (decaimenta is medio_alto) then (cifuséo is media) (1)

15. It (transporte is media) and (decaimento is alto) then (difuséo is media) (1)

16. f (transporte is grancle) and (decaimento is baixo) then (difuséo is media_stta) (1)

17, If (transporte is grande) and (decaimento is medio_baixo) then (difuséo is media) (1)

18, If (transporte is grande) and (decaimento is medio) then (difuséo is media_baixa) (1)

19, 1t (transporte is grande) and (decaimento is medio_atto) then (difus&o is media_baica) (1)

20, If (transporte is grande) and (decaimento is ao) then (difusdo is baixa) (1)

21.f (transporte is mutto_grande) and (decaimento is baixo) then (difusdo is media) (1)

29 Iy is muitn arande) and 0 is medlin baivn) then (ditusin is mecds baiva) (1)
23, If (fransporte ks muito_grande) and (decaimento is medio) then (difusao is media_baixa) (1)
24, If (transporte ks muito_grande) and (decaimento is medio_afto) then (difuso is baixa) (1)

25, If (transporte is muito_grande) and imento Is alta) then (difusao is baixa) (1)

Figura 4: Modelagem do coeficiente de difusao.

6. Resultados

Nas simulacoes realizadas, foi considerada a dispersao do poluente no
reservatorio por uma fonte pontual, representando o ingresso de poluente
no dominio, além de uma quantidade inicial ¢y = ¢(x,y,0) de poluente no
reservatorio.

Os valores utilizados foram: dominio genérico, retangular, de 12 x 1
km; ¢ = 0,5 unidades de poluente por unidade de area; f = 0,0875; Ax =
Ay = At = 0, 05; vento moderado V; = 0, 325.

A tabela abaixo indica os valores utilizados para a modelagem do coe-
ficiente do decaimento.

Recorrendo a um algoritmo, em ambiente Matlab®, foram realizadas
as simulacoes computacionais para um periodo de 5 dias.

Foram gerados nove cendrios, variando-se os valores atribuidos para o
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Tipo de ambiente | Quantidade de Matéria | Degradacao
pouca 0,2 0,00297
desfavoravel 0,25 | mediana 0,6 0,00264
muita 0,75 0,00143
pouca 0,2 0,00604
mediano 0,6 mediana 0,6 0,00469
muita 0,75 0,00303
pouca 0,2 0,00914
favoravel 0,87 mediana 0,6 0,00613
muita 0,75 0,00450

tipo de ambiente e quantidade de matéria. Manteve-se nessas simulagoes o
vento caracterizado por moderado.

A fonte pontual foi considerada no terceiro n6 da malha.
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Figura 5: Simulagbes com condigoes de fronteira de von Neumann ho-

mogeneas.
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Os cenarios 1, 2 e 3 apresentam a dispersao do poluente, considerando-
se vento moderado, pouco material impactante em ambiente desfavoravel,

mediano e favoravel, respectivamente.

Nos cenérios 4, 5 e 6, se observa o comportamento do poluente, ainda
em situagao de vento moderado, mas para uma quantidade mediana de ma-
terial poluente no meio, em ambiente desfavoravel, mediano e favoravel, re-

spectivamente.

Finalmente, os cendrios 7, 8 e 9 retratam o comportamento do polu-
ente, onde se considerou muito material impactante no meio, em ambiente

desfavoravel, mediano e favoravel, respectivamente.

7. Conclusoes

Nas simulacoes dos cenarios apresentados na figura 5 se pode observar
um comportamento qualitativamente semelhante, onde as condi¢oes do ambi-
ente melhoram, de ambiente desfavoravel passando por mediando e chegando
a um ambiente favoravel ao processo de degradagao, em que sao menores as

concentracoes de poluente no reservatorio.

Também foi verificada a influéncia da quantidade de poluente no meio,
pois quanto menor essa quantidade, melhores sao as condigoes locais no to-

cante a poluicao.

Conforme observado, as simulagoes realizadas buscaram investigar o
comportamento do poluente num sistema de represamento, que traz por si
sO, caracteristicas singulares, quando comparadas a um rio, por exemplo.
Num sistema de reservatorio a correnteza é praticamente nula, além de fun-
cionar, muitas vezes, como um sistema de tratamento da dgua, pois muito
do material impactante que ingressa num reservatorio, acaba se sedimen-
tando no fundo. Por isso, considerar as caracteristicas do ambiente foi tao

importante para esse tipo de sistema.
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