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Prefácio:

“...Conforme a complexidade de um sistema aumenta, nossa habilidade
de fazer afirmações precisas e significativas sobre seu comportamento
diminui, até um limiar em que a precisão e relevância tornam-se prati-
camente caracteŕısticas mutuamente exclusivas.”

Prinćıpio da Incompatibilidade L. Zadeh.

“Quando as leis da matemática se referem à realidade, elas não são
certas. E se são certas, não se referem à realidade”.

Einstein.
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Biomatemática 19 (2009), 1–10 ISSN 1679-365X

Uma Publicação do Grupo de Biomatemática IMECC – UNICAMP
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Resumo. Neste trabalho aplicamos a metodologia de controladores fuzzy,
do tipo Mamdani, para descrever a dinâmica de sistemas evolutivos parcial-
mente conhecidos. Estados de equiĺıbrios são estudados a partir da base de
regras e a estabilidade é investigada usando o método direto de Lyapunov.
Finalmente, um modelo epidemiológico do tipo SIS é estudado a partir da
metodologia proposta.
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1 Introdução

Modelos clássicos de Dinâmica Populacional e/ou Epidemiologia, em

geral, são dados por um sistema de equações diferenciais. Neste caso, os

parâmetros dos modelos são frequentemente tomados como valores médios

obtidos a partir de um conjunto de dados, de tal maneira que o modelo passa

a ser deterministicamente conhecido. No entanto, admitindo-se incerteza

devido ao conhecimento parcial, o que é comum em fenômenos biológicos

(Krivan e Colombo, 1998), uma alternativa é modelar tal conhecimento a

partir de um conjunto de regras da forma se-então. Mais diretamente falando,

o comum é adotar uma equação

dy

dt
= f(y) (1)

para representar o sistema dinâmico, onde o campo f representa a variação,

a partir da qual a evolução do sistema é estudada. A questão que se coloca

é: como podemos analisar o sistema (1) se o mesmo for parcialmente conhe-

cido? A idéia é adotar um modelo lingúıstico capaz de captar as informações

dispońıveis do modelo, via de regra, junto a um especialista. Em Barros

e Bassanezi (2006) e Dias (2006) é proposta uma metodologia para estimar

soluções de equações diferenciais utilizando controladores fuzzy (Klir e Yuan,

1995), na qual as variáveis de estado são as entradas e as sáıdas, são as

variações do estado. Como estamos diante de um sistema dinâmico, ainda que

parcialmente conhecido, é natural investigarmos a existência de equiĺıbrios

bem como estabilidade dos mesmos.

2 Equiĺıbrio e estabilidade de sistemas basea-

dos em regras

O conceito de equiĺıbrio de um sistema baseado em regras é o mesmo

de equações diferenciais, isto é, estados cuja variação é nula. Porém, neste

caso, a investigação de tal equiĺıbrio é realizada a partir da base de regras.
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Uma condição necessária e suficiente para a existência de pontos de

equiĺıbrio é que haja mudança de sinal nos consequentes de uma base de

regras ordenada, cujas funções de pertinência são cont́ınuas (Silva, 2005).

O estudo de estabilidade do equiĺıbrio será realizado pelo método direto

de Lyapunov, o qual se utiliza de uma função V (x) positiva definida, numa

vizinhança U do equiĺıbrio x. Tal método diz que, num equiĺıbrio x devemos

ter V (x) = 0, V (x) > 0 para x em U − {x} (Hale e Koçak, 1991). Assim,

• se V ′(x) < 0 em U −{x}, então o equiĺıbrio é assintoticamente estável.

• se V ′(x) > 0 em U − {x}, o equiĺıbrio será instável.

Em Margaliot e Langholz (1999) também é utilizada a função de Lya-

punov no estudo de sistemas baseados em regras fuzzy. Porém, neste artigo

citado, diferentemente do nosso, essa função é utilizada para ajudar a cons-

truir a base de regras e não para estudar a estabilidade de equiĺıbrios, como

se faz tradicionalmente em sistemas dinâmicos. A nosso ver, a metodologia

sugerida em Margaliot e Langholz (1999) torna-se um tanto limitada, já que

o sistema fica “calibrado” por uma função de Lyapunov arbitrariamente es-

colhida. Ou seja, o modelo matemático deve se adequar a essa função, de tal

forma que a adoção de outra função de Lyapunov possivelmente resultaria

em um modelo diferente do primeiro. Isso, do ponto de vista de modelagem,

poderia descaracterizar o fenômeno em questão.

Note que para um sistema baseado em regras fuzzy não temos em mãos

o campo de direções f que aparece em (1). Dessa forma, o estudo de es-

tabilidade por meio do sinal dos autovalores do sistema linearizado torna-se

inviável. Esse foi o motivo que nos levou a explorar o método direto de

Lyapunov, já que a função V (x), mesmo nas equações diferenciais clássicas,

pode ser escolhida independentemente do conhecimento do campo f .
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3 Um exemplo

Para ilustrar nossa metodologia vamos estudar o sistema SIS (susce-

t́ıvel-infectado-suscet́ıvel) com dinâmica vital e população total constante .

Essa hipótese faz com que S +I = N e, do ponto de vista de dinâmica, basta

investigarmos a evolução de uma das classes, (suscet́ıveis, por exemplo) que

a outra é obtida pelo complementar (I = N−S). Assim, adotaremos S como

variável de estado e entrada do sistema fuzzy enquanto a variação espećıfica

(1/S)dS/dt é a sáıda do sistema.

O modelo epidemiológico SIS pressupõe que indiv́ıduos não adquirem

imunidade, isto é, cada infectado que se recupera passa a ser suscet́ıvel

imediatamente (Keshet, 1988). Essa hipótese faz com que as regras sejam

norteadas pelo seguinte racioćınio: quando o número de suscet́ıveis é pe-

queno, surgem poucos casos novos de infectados, o que contribui para que

a classe de suscet́ıveis não diminua. Além disso, como a população total é

constante e todos os indiv́ıduos nascem suscet́ıveis, a população de suscet́ıveis

aumenta. Por outro lado, à medida que o número de suscet́ıveis vai crescendo,

novos casos da doença vão surgindo, de forma que a variação na classe de

suscet́ıveis (embora ainda positiva) diminua. Quando o número de suscet́ıveis

é suficientemente grande (neste caso denominado como ”alto”), o número de

novos casos de infecção também cresce e isso faz com que a variação na classe

dos indiv́ıduos suscet́ıveis passe a ser negativa.

Resumidamente escolhemos as regras fuzzy abaixo para nosso sistema:

Se S for baixo (B) então (1/S)dS/dt é altoPositivo (AP ).

Se S for médioBaixo (mB) então (1/S)dS/dt é baixoPositivo (bP ).

Se S for médioAlto (mA) então (1/S)dS/dt é baixoPositivo (bP ).

Se S for alto (A) (1/S)dS/dt é baixoNegativo (bN).

Cada termo: baixo, médioBaixo, alto, ... é modelado por um conjunto

fuzzy (Barros e Bassanezi, 2006) com as funções de pertinência ilustradas
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nas Figuras 1 e 2.
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Figura 1: Funções de pertinência para S.
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Figura 2: Funções de pertinência para (1/S)dS/dt.

Com as funções de pertinência escolhidas (cont́ınuas) para os conjuntos

fuzzy da base de regras, de acordo com Silva (2005), o estado de equiĺıbrio S

existe e é obtido pela intersecção entre os conjuntos fuzzy médioAlto e Alto,

antecedentes das terceira e quarta regras. Isso é consequência da troca de
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sinais nos consequentes dessas regras - baixoPositivo e baixoNegativo. Assim,

S = 67, 5 (veja Figura 1). Mais ainda, como esses consequentes passam de

positivo para negativo (veja Figura 2), a sáıda F (s) do sistema fuzzy é tal

que, para s numa vizinhança U−{S}, F (s) > 0 se s < S e F (s) < 0 se s > S

(veja Figura 3).

Figura 3: Vizinhança U em que a sáıda F (s) do sistema fuzzy troca de sinal.

Agora, claramente, V (s) = (1/2)(s−S)2 é uma função positiva definida

e V ′(s) = ∇V (s).F (s) = (s−S)F (s) < 0 para todo s em U−{S}. Logo, V (s)

é uma função de Lyapunov e S é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente

estável. Consequentemente, a doença tende a se estabilizar no equiĺıbrio (S,

N-S).

Simulações numéricas foram realizadas para obtermos S e I como fun-

ções de t, usando software Matlab e o método de Euler. Usando o método de

Runge-Kutta os resultados são similares. Podemos visualizar a estabilidade

assintótica do ponto de equiĺıbrio na figura 4, considerando como condições

iniciais S(0)=80 e I(0)=20.
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Figura 4: Evolução temporal dos suscet́ıveis e infectados com condições ini-

ciais S(0)=80 e I(0)= 20.

4 Comentários finais

Aqui propomos uma metodologia para se estudar estabilidade de equiĺı-

brios para sistemas cujo campo de direções é parcialmente conhecido e dado

por uma base de regras fuzzy. O método de inferência fuzzy adotado foi

aquele conhecido na literatura por inferência de Mamdani (Amendola et al.,

2005). Queremos ressaltar que o método de inferência de Takagi-Sugeno

(Massad et al., 2008) também poderia ser utilizado e, nesse caso, poder-se-ia

ter explicitamente a sáıda do controlador, representando o campo de direções

da equação diferencial, e áı a metodologia aqui proposta ficaria semelhante

à que se encontra na literatura de equações diferenciais, com a observação

que o equiĺıbrio seria obtido via base de regras. O estudo da estabilidade

dos estados de equiĺıbrio poderia ser feito por meio da linearização da sáıda

do sistema fuzzy, uma vez que o método de Takagi-Sugeno fornece explicita-

mente tal sáıda.

No caso do modelo SIS com população total constante e dinâmica vital,

analisado acima, a metodologia utilizada pode facilitar a estimativa de im-
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portantes parâmetros epidemiológicos, que determinam sob quais condições

a doença se propaga na população. A obtenção desses parâmetros nos mo-

delos determińısticos clássicos envolve o conhecimento de taxas nem sempre

fáceis de serem medidas (como a taxa de contato, por exemplo). A partir de

taxas demográficas e valores conhecidos para uma doença espećıfica (como

taxa de recuperação), podemos estimar o valor de reprodutibilidade basal a

partir das funções de pertinência, que nos modelos determińısticos envolve o

conhecimento das taxas de natalidade, recuperação e contato.

Essa mesma metodologia pode ser aplicada num sistema bidimensional,

como os modelos SIR e SIRS.
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parcialmente conhecido. Dissertação de Mestrado.
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Sistemas P-fuzzy Unidimiensionais com
Condição Ambiental

L. R. dos Santos1,
DMA, IMECC – Unicamp, Campinas/SP.

R. C. Bassanezi2,
CMCC – UFABC, Santo André/SP.

Resumo. O objetivo deste trabalho é propor um Sistema Dinâmico P-fuzzy
para modelar a dinâmica populacional de uma espécie que leve em conta
fatores extrínsecos da espécie envolvida. Estes fatores são representados por
uma Condição Ambiental, que é definida e acoplada ao Sistema P-fuzzy uni-
dimensional. Simulações e experimentos computacionais feitos com o auxílio
da Fuzzy Logic Toolbox do software Matlab são realizados e seus resultados
são comentados.

Palavras-chave: Lógica Fuzzy, Sistemas P-fuzzy, Condição Ambien-
tal.

1 Introdução

Denominamos Sistema Dinâmico P-fuzzy ao sistema iterativo




xk+1 = F (xk)

x0 ∈ Rn
(1)

1lrsantos@ime.unicamp.br
2rodney.bassanezi@ufabc.edu.br, rodney@ime.unicamp.br
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em que F (xk) = xk + ∆(xk). Aqui ∆(xk) ∈ Rn é chamado variação e
é obtido através da saída defuzzificada de um Sistema Baseado em Regras
Fuzzy (SBRF) (Barros e Bassanezi, 2006). Um sistema p-fuzzy é nada mais
do que uma equação de diferenças xk+1 − xk = ∆(xk)] (veja: Silva, 2005;
Cecconelo, 2006; Peixoto et al., 2007) e sua arquitetura pode ser vista na
Figura 1.

Controlador
Fuzzy

Modelo Matemático
xk+1= +xk ∆xk

∆xkkx

Figura 1: Arquitetura de um Sistema P-fuzzy.

Silva (2005) mostrou que é possível para extender para estes sistemas as
noções de existência e equilíbrio de soluções mostrando as condições para elas.
Cecconelo (2006) criou um algoritmo para procura de ponto de equilíbrio
destes sistemas, quando há condições de existência de soluação única.

2 Motivação para Condição Ambiental

Quando se está estudando a dinâmica de uma determinada população,
muitos modelos, em particular os clássicos, levam em conta apenas fatores
intrínsecos da espécie durante a formulação do modelo (Bassanezi e Fer-
reira Jr., 1988). Por fatores intrínsecos entendemos tamanho ou densidade
da população (vide modelo de Malthus), mortalidade e natalidade, fatores
genéticos, etc. Os próprios sistemas p-fuzzy levam em conta apenas estes
mesmos fatores.

No entanto, devido a complexidade dos fenômenos biológicos, quase
sempre, há fatores extrínsecos, ou externos, que são determinantes na dinâ-
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mica de uma população e que não são constantes (veja Sæther et al., 2000).
Chamaremos estes fatores genericamente de Condição Ambiental. Estão en-
globados fatores como temperatura do ambiente, chuva ou molhamento, seca,
poluição, entre outros. Podemos considerar aqui também

É fato que, ao se trabalhar com os modelos clássicos de equações diferen-
ciais ou de diferenças, os parâmetros são escolhidos de tal forma que melhor
representem as condições ambientais. Isto nem sempre é feito de maneira
satisfatória, em particular, quando os parâmetros são escolhidos como cons-
tantes, mesmo que estes parâmetros variem com o tempo. Isso quase sempre
é feito por conta da ausência de dados ou no caso de existirem, da dificuldade
de modelá-los e representá-los de forma correta.

Quase sempre este tipo de fenômeno requer uma abordagem não-autô-
noma, quando se utiliza de um modelo baseado em equações diferenciais. Isso
pode ser deduzido a partir da constatação de que as condições ambientais
são de certa forma, dependentes do tempo.

Tomemos como exemplo uma determinada espécie que tenha seu cresci-
mento diferenciado de acordo com a época do ano. Suponha que este cresci-
mento é maior na temporada de calor. Isso significa que uma condição ambi-
ental (temperatura média), que por sua vez é sazonal, influencia na capaci-
dade reprodutiva dos indivíduos e portanto, as taxas de crescimento serão
diferenciadas de acordo com a época que se está observando.

Uma tentativa de modelar um fenômeno sazonal, porém de forma di-
ferente desta descrita acima, foi feita por Solberg et al. (1999). Em seu tra-
balho, é modelada a variação populacional de uma população cuja densidade
está relacionada com variações bruscas do clima, em regiões como o Ártico,
e que estão sujeitas a condições extremas de variação. Estas variações, no
entanto são consideradas estocásticas.

No modelo que propomos, ao invés de considerarmos essas variações
constantes, ou ainda estocásticas, utilizaremo-nos de uma SBRF para deter-
miná-las. Serão apresentados dois modelos, um levando-se em conta apenas
uma espécie e o segundo, modificando-se o modelo presa-predador de Kol-
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mogorov (Edelstein-Keshet, 2005).

3 O modelo Unidemensional com Condição Am-
biental

3.1 Modelagem

O modelo unidimensional, por ser mais simples, tem o objetivo de
mostrar quão robusto é o sistema e além disso auxiliar no processo de en-
tendimento da variação sazonal. Neste caso, utilzaremos um SBRF que não
só nos dê a variação em função da própria população mas também leve em
conta o período (tempo).

A base de regras deste controlador pode ser construida com auxílio de
um especialista em uma aplicação do modelo. Este poderá ajudar na qualifi-
cação e quantificação da influência da condição ambiental no sistema. Como
nossa modelagem será feita através de sistemas p-fuzzy discretos, iremos em
cada interação atualizar os valores do fator ambiental. Isso ficará mais claro
adiante.

Neste caso, estamos propondo um modelo teórico e para tal, utilizare-
mos as seguintes hipóteses:

(i) A densidade populacional da espécie será representada pela variável
população (x), que utiliza-se dos termos lingüísticos Tx = {Baixa (B),
Média Baixa (MB) e Média Alta (MA) e Alta (A)} para representar
subjetivamente seus estados enquanto a variável variação populacional
(∆x) terá seus estados modelados pelos termos T∆x = {Baixa Nega-
tiva (BN), Baixa Positiva (BP ), Média Positiva (MP ) e Alta Positiva
(AP )}

(ii) A taxa de variação da espécie (∆x) depende, como nos modelos tradi-
cionais, da densidade populacional da própria espécie porém, o cresci-
mento (ou decrescimento) desta taxa também sofrerá influência da
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sazonalidade. Explico melhor, a taxa de crescimento da esṕecie se mod-
ificará de acordo com o tempo (estação) em que se encontra;

(iii) Haverá um crescimento maior nas estações mais quentes e chuvosas.
Nas estações mais frias, a espécie diminui sua taxa de natalidade,
chegando ao ponto de haver inclusive crescimento negativo (apenas mor-
talidade) com conseqüente diminuição da quantidade de indivíduos da
espécie.

(iv) As noções de frio, quente, seco e chuvoso, entre outras, são determi-
nantes para o crescimento de muitas espécies. Neste sentido elas estarão
neste modelo sendo apresentadas pela variável lingüística Condição
Ambiental (κ), cujos termos lingüísticos que as modelam serão Tκ =

{Favorável (F ), Pouco Favorável (PF ), Desfavorável (DF )}. Desta
forma, a Condição Ambiental favorecerá em algum grau a taxa de cresci-
mento da espécie em questão.

(v) A variável κ dependerá do estágio do sistema interativo (k). Isso faz
sentido, conforme exposto no item (i), já que κ influenciará na variação
∆x que será variável dependendo da época do ano em que estamos nos
situando.

(vi) De acordo com condição ambiental podemos considerar que mesmo que
a população chegue a zero, ela poderão novamente aumentar, desde
que o ambiente seja favorável. Em princípio esta hipótese pode parecer
estranha, mas basta pensar que muitos tipos de pragas ficam no inverno
em estado latente ou de hibernação, indicando que não há infestação
por conta de um ambiente desfavorável, porém assim que as condições
melhoram, esta latência desaparece, dando lugar a infestação ocorrendo
novamente.

A partir de um sistema p-fuzzy unidimensional (veja Equação (1) com
x ∈ R) e das hipóteses acima, vamos inserir a condição ambiental no sis-
tema. Rearranjaremos nosso esquema, com base na Figura 1 que descreve a
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arquitetura de um sistema p-fuzzy, de forma que comporte a variável κ. A
arquitetura está representada na Figura 2.

Desta maneira nosso sistema terá agora duas entradas , a população
(x) e condição ambiental (κ) em cada instante (k), e uma saída, variação
populacional (∆x(x, κ)). As funções de pertinência de cada uma das variáveis
estão representadas na Figura 3.

∆xk

xk

τ(k)

xk+1 = xk + ∆x(xk, κ(τ(k))k)

Condição Ambiental

Sistema P-fuzzy

κ(τ(k))

Figura 2: Arquitetura do Sistema P-fuzzy unidmensional com condição am-
biental

As funções de pertinência para os termos lingüísticos das variáveis x

(entrada) e ∆x (saída) estão colocadas nas Figuras 3(a) e 3(c).
As funções de pertinência que representam os termos lingüísticos da

variável de entrada κ, conforme a Figura 3(b), representam as situações de
favorecimento para o crescimento populacional da espécie em questão. É
possível observar, através da que essas funções têm como domínio o conjunto
D = [0; 180], i. e. , κ : {1, . . . , 180} → [0; 1].

Conforme expusemos nas hipóteses (i) e (v), κ depende de k. Para
nosso modelo estamos considerando um período de 180 iterações, no qual,
nas primeiras 60 iterações temos κ, com grau de pertinência no conjunto
Favorável. Com o passar do tempo, teremos pertinência no conjunto Pouco
Favorável e a partir da iteração 120 teremos um ambente desfavorável.

É claro que nosso sistema poderá ter mais do que 180 iterações. Como
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estaremos saindo do domínio, consideraremos um ambiente cíclico, isto é,
faremos para κ uma iteração correspondente k, que será uma função τ :

N→ {1, . . . , 180} definida por

τ(k) =





q | q ≡ k (mod 180), se k ∈ {1, . . . , 180}
180− q | q ≡ k (mod 180), se k ∈ {181, . . . , 360}
...

q | q ≡ k (mod 180), se k ∈ {N ≡ 180 (mod 180), . . . , K}
(2)

em que k, q, N, K ∈ N e K é a quantidade de iterações total desejadas para
a simulação numérica.

0 50 100 150 200 250 300
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Dens. populacional

G
ra

u 
de

 p
er

tin
ên

ci
a

B MB M MA A AL

(a) Função de pertinência da va-
riável x.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Dens. populacional

G
ra

u 
de

 p
er

tin
ên

ci
a

F PF DF

(b) Função de pertinência da va-
riável κ.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Variacao

G
ra

u 
de

 P
er

tin
en

ci
a

BN BP MP APAN MN

(c) Função de pertinência da variável ∆x.

Figura 3: Funções de pertinência das entradas e saídas do sistema p-fuzzy
para dinâmica populacional com condição ambiental.

3.2 Contruindo a Base de Regras

Para a construção da base de regras do nosso sistema p-fuzzy levamos
em conta o que foi colocado nesta subseção hipóteses exaradas acima. A base
é constituida de 18 regras que satisfarão a seguinte estrutura:

“Se x é Ar e κ é Br, então ∆x é Cr”.

em que Ar ∈ Tx, Br ∈ Tκ e Cr ∈ T∆x e r ∈ {1, . . . , 18} representa a regra
em questão. Para facilidade de notação, colocamos as 18 regras em forma
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de tabela (veja Tabela 1). Basta então verificarmos qual o termo lingüístico
de cada entrada e localizarmos o termo que representa a saída. Assim, se
x é Média Baixa (MB) e κ é Favorável (F ), então a variação ∆x será Alta
Positiva (AP ).

x\κ Fav. (F ) Pouco Fav. (PF ) Desfav. (DF )

Baixa (B) MP BP BN
Média Baixa (MB) AP MP BN
Média (M) AP AP MN
Média Alta (MA) AP MP MN
Alta (A) MP BP AN
Altíssima (AT ) BN MN AN

Tabela 1: Base de regras para o sistema P-Fuzzy descrito na Equação (3)

Observando a base de regras da Tabela 1, podemos inferir que:

• Quanto mais favorável o ambiente, maior a taxa de crescimento popu-
lacional;

• Se o ambiente for favorável, independente da população, teremos sem-
pre crescimento positivo;

• O ambiente desfavorável faz com que a taxa de variação da população
seja negativo (mortalidade maior que natalidade);

Podemos assim, escrever o sistema p-fuzzy com condição ambiental da
seguinte forma 




xk+1 = xk + ∆x(xk, κ(τ(k))k)

(x0, κ(τ(0))0 ∈ R× [0; 180]
, (3)

em que ∆x(xk, κ(τ(k)k) é dado por um SBRF e τ(k) obedece a Equação (2).
Observemos que nossa SBRF representa uma função ∆ : R × [0; 180] → R.
Do ponto de vista variacional, temos uma função do tipo não-autônoma, isto
é, variando conforme o tempo (iteração). Além disso temos a função τ que
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está implicitamente colocada mas que de fato apenas está fazendo com que
o domínio de κ seja respeitado.

3.3 Experimentos Numéricos

Para que nosso sistema iterativo possa ser implementado, utilizaremos
a Fuzzy Logic Toolbox do software Matlabr (Hanselman e Littlefield, 2003),
que é um conjunto de funções para se lidar com modelagem Fuzzy.

Para melhor compreensão, mostramos abaixo os passos do algoritmo
que foi implementado levando em conta as Equações (2) e (3) e considerando
ainda:

• xk a população na iteração k;

• κ(τ(k)) a condição ambiental no instante τ(k);

• K o número final de iterações do sistema p-fuzzy;

• k0 o instante inicial para a função τ . Esta constante tem por objetivo
determinar qual é a Condição Ambiental inicial (κ0) da simulação. Ex-
plico melhor, observando a Figura 3(b), veremos que para que o ambi-
ente inicial seja por exemplo, exclusivamente Desfavorável, é necessário
que k0 ∈ [135; 180];

• τ(k) (Equação (2)) faz a transformação entre o instante da iteração e
o correspondente para a condição ambiental;

• F função que representa o SBRF com a base de regras fuzzy da Tabela 1.
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Algoritmo 1 Passos para solução do sistema p-fuzzy unidimensional com
condição ambiental.
Entrada: x0, K, k0, τ(k0)

Para k de 1 até K Faça
∆x ← F(xk, κ(τ(k)k))

xk+1 ← xk + ∆x

Fim
Saída: xK

As seções abaixo mostram os resultados de nossa modelagem. Observe-
se que, conforme era de se esperar, temos um ambiente cíclico, que depende
não só da dinâmica populacional, mas também, e principalmente da Condição
Ambiental. Ressalte-se que através das simulações, foi possível também afi-
nar a base de regras.

As simulações foram feitas variando-se 3 parâmetros na entrada do
sistema: o ponto inicial x0, a condição ambiental inicial k0 e a quantidade
de iterações total K. Na legenda de cada figura estão exarados os valores de
cada parâmetro.

3.3.1 Experimentos Parte I

No primeiro experimento, vamos utilizar como ponto inicial x0 = 40 e
K = 300, ou seja, teremos 300 iterações. Em cada um dos gráficos represen-
tados na Figura 4 foram feitas variações apenas na condição ambiental incial,
conforme se encontra mostrado nas legendas. Neste experimento, observa-se
que, por conta da quantidade de iterações, ao final delas, o sistema estará
com praticamente a mesma densidade populacional. Isso vem ao encontro
da idéia de que a sazonalidade é um fator importantíssimo na determinação
da variação de uma população e representa bem este fenômeno. Além disso
consegue-se verificar que em um ambiente desfavorável a densidade popula-
cional quase fica nula, porém com a mudança de estação, a população cresce
normalmente.
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(c) k0 = 170 (κ Desfavorável)

Figura 4: Soluções do sistema p-fuzzy com x0 = 40, K = 300 e condição
ambiental variando.

3.3.2 Experimentos Parte II

Neste segundo experimento, trocamos o ponto inicial para x0 = 150

(Figura 5) para x0 = 250 (Figura 6) e continuamos com K = 300 (iterações).
Novamente em cada um dos gráficos representados, foram feitas variações
apenas na condição ambiental inicial. Aqui novamente a sazonalidade fica
bem evidenciada e temos então um ambiente periódico como queríamos. Com
a população inicial mais alta, vemos que mesmo nos perídos desfavoráveis,
ainda temos uma densidade populacional considerável.

0 50 100 150 200 250 300
0

50

100

150

200

250

Interacao (k)

P
op

ul
ac

ao

(a) k0 = 0 (κ Favorável).

0 50 100 150 200 250 300
0

50

100

150

200

250

Interacao (k)

P
op

ul
ac

ao

(b) k0 = 90 (κ Pouco Favorável)

0 50 100 150 200 250 300
0

50

100

150

200

250

Interacao (k)

P
op

ul
ac

ao

(c) k0 = 170 (κ Desfavorável)

Figura 5: Soluções do sistema p-fuzzy com x0 = 150, K = 300 e condição
ambiental variando.
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Figura 6: Soluções do sistema p-fuzzy com x0 = 250, K = 300 e condição
ambiental variando.

3.3.3 Experimentos Parte III

A idéia neste teceiro experimento é mostrar que com mais iterações,
temos realmente uma modelagem periódica. A Figura 7 mostra uma peri-
odicidade advinda da condição ambiental. Por conta disso, por exemplo, na
Figura 7(a), temos que no final das interações a população está baixa, o que
não ocorre nas outras duas simulações.
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Figura 7: Soluções do sistema p-fuzzy com x0 = 40, K = 600 e condição
ambiental variando.

4 Conclusão

Neste trabalho mostramos que é possível utilizar uma SBRF para mo-
delar o comportamento da densidade populacional de uma espécie quando
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se que levar em conta as mudanças das condições ambientais que ocorrem
quando se quer levar em conta o tempo como fator determinante da vari-
ação populacional desta espécie. Os experimentos mostram que as condições
ambientais servem como instrumento para a construção de sistemas p-fuzzy
periódicos.
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Resumo. Neste trabalho, propomos a integração de duas ferramentas ma-
temáticas - a Teoria de Probabilidades e a Teoria de Conjuntos Fuzzy - no
tratamento de incertezas. A integração entre as duas teorias é realizada
por meio de um modelo probabiĺıstico, elaborado para tratar incertezas de
variabilidade presentes no domı́nio das funções de pertinência da variável de
entrada de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy. Para o modelo proba-
biĺıstico, fazemos uso do Método de Monte Carlo associado à distribuição
Weibull.

Palavras-chave: Modelo Fuzzy; Modelo Probabiĺıstico; Método de

Monte Carlo; Distribuição Weibull.

1. Introdução

Em epidemiologia, as incertezas podem ser agrupadas segundo duas

classes: a variabilidade, originada da heterogeneidade da população ou da es-

tocasticidade e a do conhecimento parcial, que resulta de erros sistemáticos de

1maristela@uems.br
2laeciocb@ime.inicamp.br
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medida ou do desconhecimento de parte do processo considerado, conforme

Massad et al. (2008). Portanto, ainda segundo os autores, as duas classes

de incertezas devem ser tratadas por métodos diferentes e mais apropriados

a cada uma. Segundo Barros e Bassanezi (2006), a incerteza proveniente

da aleatoriedade de eventos está bem desenvolvida, ocupando um lugar de

destaque na galeria da Matemática por meio da Teoria da Probabilidade.

Porém, Massad et al. (2008) reportam que essa teoria não consegue, na

maioria das vezes, abordar o problema da ignorância e da subjetividade.

Nesses casos, a lógica fuzzy pode ser considerada como uma das ferramentas

matemáticas mais poderosas para lidar com tais incertezas, imprecisões e

verdades parciais.

Em geral, os modelos matemáticos que tratam de fenômenos epidemio-

lógicos, incorporando incertezas em suas variáveis, utilizam a teoria da Pro-

babilidade ou a Teoria de Conjuntos Fuzzy, a depender do tipo de incerteza.

No entanto, ao desenvolver um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF),

a variável de entrada do sistema pode apresentar, além da incerteza prove-

niente de conhecimentos parciais, tratada pela lógica fuzzy, a incerteza de

variabilidade no domı́nio das suas funções de pertinência. A primeira está

presente na definição do “evento”, e a segunda na chance de ocorrência de

“seus elementos”. Ou seja, cada termo (ou evento fuzzy) tem fronteira não

clara. Por outro lado, “seus elementos” (suporte) não são equiprováveis se-

gundo uma distribuição aleatória, de acordo com Missio (2008).

Nesse sentido, uma vez detectadas caracteŕısticas de incertezas de va-

riabilidade em uma variável fuzzy, faz-se necessário integrar ao modelo fuzzy

um modelo estocástico, para tratar esse tipo de incerteza.

O uso integrado de modelos fuzzy e estocásticos no tratamento das

duas classes de incertezas pode ser encontrado em Missio (2008). Nesse tra-

balho, realizou-se um estudo da evolução espaço-temporal da febre aftosa

em bovinos por meio de um modelo compartimental tipo SIR (Suscet́ıvel,

Infectado, Recuperado), envolvendo o sistema de Equações Diferenciais Par-

ciais (EDP) (1). As variáveis de estado do sistema são representadas por
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S = S(x, y; t), I = I(x, y; t) e R = R(x, y; t), com (x, y) ∈ Ω ⊂ R2 e

t ∈ (0, T ) para algum T > 0 fixo.





∂S

∂t
= div(DS(C,P).∇S)− λ(β, I)S

∂I

∂t
= div(DI(C,P,FD).∇I) + λ(β, I)S − µI

∂R

∂t
= div(DR(C,P).∇R) + µI,

(1)

satisfazendo as condições iniciais S(x, y; 0) = S0, I(x, y; 0) = I0(x, y) e

R(x, y; 0) = 0.

Os parâmetros DS = DS(C;P), DI = DI(C,P ,FD) e DR = DR(C,P)

representam, respectivamente, os coeficientes de difusão das populações de

suscet́ıveis, infectados e recuperados. São dependentes da população (P),

das caracteŕısticas ambientais (C) e da fase da doença (FD), sendo as duas

últimas consideradas variáveis incertas. A força de infecção da febre aftosa é

representada pelo parâmetro λ = βI, com β indicando a taxa de transmissão

da doença. O parâmetro constante µ representa a taxa de passagem de

infectado para recuperado.

No modelo, foram consideradas incertezas do ponto de vista epide-

miológico, socioeconômico e ambiental, incorporadas pelos parâmetros de

dispersão e de transmissão do sistema de EDP. Os parâmetros incertos foram

estimados fazendo-se uso de modelos fuzzy, mais especificamente, SBRF. O

acoplamento de modelos fuzzy e probabiĺısticos foi necessário, uma vez que,

as incertezas eram oriundas da subjetividade e da aleatoriedade.

Neste estudo, com base em Missio (2008), propomos um modelo es-

tocástico para tratar aspectos de incertezas probabiĺısticas presentes no do-

mı́nio das funções de pertinência da variável de entrada de um SBRF.

Para o modelo probabiĺıstico, fazemos uso de uma distribuição de pro-

babilidade e do método de Monte Carlo, a fim de se escolher um valor de

entrada da variável fuzzy para alimentar o SBRF. Este método gera uma

amostra de valores aleatórios por meio de uma distribuição de probabilidade
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devidamente escolhida. A média amostral obtida é utilizada como entrada

no SBRF. Adotamos esse método por ser uma técnica simples e confiável

quanto à geração de números aleatórios, com a possibilidade de repetir o

experimento em um número considerável de vezes, visando minimizar o erro

na estimativa.

2. Objetivos

2.1 Desenvolver um modelo probabiĺıstico para tratar incertezas de varia-

bilidade presentes em uma variável fuzzy.

2.2 Fazer a integração entre SBRF e modelos probabiĺısticos, envolvendo o

Método de Monte Carlo associado à função de distribuição Weibull.

3. Metodologia

Como motivação para realizar a integração da Teoria da Probabilidade

com a Teoria de Conjuntos Fuzzy, utilizamos a variável fuzzy tempo de in-

fecção da população, denotada por τ . Essa é a variável de entrada do SBRF

elaborado por Missio (2008) para modelar a variável fuzzy fase da doença,

denotada por FD, de forma que FD = FD(τ).

A variável τ , conforme definida em Missio (2008), indica o peŕıodo da

infecção em que a população infectada pela febre aftosa se encontra. Esta

variável divide o tempo máximo de aproximadamente 15 dias em que o in-

div́ıduo fica doente em pequenos intervalos, tornando posśıvel determinar

os diversos momentos que podem acontecer alterações dos sinais cĺınicos da

população infectada. Ou seja, com relação aos sinais cĺınicos, a doença pode

ser classificada qualitativamente em diferentes fases, dependendo do tempo

de infecção. Por exemplo, no peŕıodo entre 5 e 6 dias de infecção as lesões

são bastantes severas, podendo-se dizer que a doença se apresenta numa fase

aguda.
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Neste sentido, Missio (2008) classificou qualitativamente a variável τ

pelos termos lingǘısticos tempo0 (τ0), tempo1 (τ1), tempo2 (τ2), tempo3

(τ3), ..., tempo14 (τ14) e tempo15 (τ15). A variável de sáıda FD do SBRF

é representada pelos conjuntos fuzzy inicial, moderada leve, moderada, mode-

rada aguda e aguda. As funções de pertinência dos conjuntos fuzzy assumidos

pelas variáveis τ e FD estão ilustradas nas respectivas Figuras 1 e 2. O eixo

horizontal das funções de τ varia entre 0 e 15 dias, tendo em vista que nesse

intervalo de tempo ocorre a recuperação da população de infectados.
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Figura 1: Funções de pertinência dos con-
juntos fuzzy assumidos pela variável τ .
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Figura 2: Função de pertinência dos con-
juntos fuzzy assumidos pela variável FD

Para compor a base de regras do SBRF, Missio (2008) fez a associação

entre os termos subjetivos das variáveis τ e FD, estabelecendo regras do tipo:

Se τ = τ3 então FD é moderada leve. O SBRF utilizado para modelar a

variável FD é estruturado pelo esquema da Figura 3.

Ao realizarmos a leitura da variável lingǘıstica τ , quando posto em ação

o SBRF FD = FD(τ), temos a ńıtida caracteŕıstica de incertezas de natureza

fuzzy e probabiĺıstica. O conjunto fuzzy tempo5 da população de infectados

exemplifica mais precisamente um evento fuzzy, onde a incerteza fuzzy está

presente na definição do evento (ver Figura 4). E para dar entrada ao SBRF

é necessário obter a chance desses “eventos” ocorrerem, caracterizando uma

incerteza de variabilidade (probabiĺıstica). Ou seja, os “eventos” não são
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Figura 3: Estrutura do Sistema Baseados em Regras Fuzzy para modelar a variável FD.

equiprováveis segundo uma distribuição aleatória.

Sendo assim, considerando o experimento “tempo de infecção da popu-

lação”, a chance de ocorrência de um dos eventos deste está intrinsecamente

associada à probabilidade de que tal evento ocorra. Isto remete à idéia de

que o tempo de infecção da população τ pode ser definido como uma variável

aleatória. A Figura 4 ilustra o SBRF para modelar a variável FD, destacando

o experimento “tempo de infecção da população” e seus eventos “tempo0,

tempo1, [...], tempo15”, os quais envolvem incertezas que são tratadas por

meio de ferramentas fuzzy e probabiĺısticas, respectivamente.
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Para qualquer simulação computacional de um sistema f́ısico que en-

volva aleatoriedade, deve ser inclúıdo um método para geração de sequências

de números aleatórios. Um destes métodos amplamente utilizado em procedi-

mentos de seleção amostral (para gerar aleatoriamente valores para variáveis

incertas) é a simulação de Monte Carlo. Assim, no contexto desse artigo, o

método consiste basicamente em gerar sucessivas amostras de valores alea-

tórios, de acordo com uma distribuição de probabilidade.

Levando-se em conta o fato relevante de que o tempo de infecção da

população τ é limitado pelo intervalo [0, 15], optou-se por uma função de dis-

tribuição de probabilidade espećıfica que é usada extensivamente na análise

de dados de vida: a distribuição Weibull truncada.

A distribuição Weibull, nomeada em 1939 pelo seu criador, o f́ısico

sueco Ernest Hjalmar Wallodi Weibull, é uma distribuição de probabilidade

cont́ınua e limitada, muito versátil para aplicações práticas e elimina os in-

convenientes que outras distribuições podem provocar, dado que nunca ocor-

rem valores negativos para os tempos de vida. É uma generalização da dis-

tribuição exponencial usada em estudos de tempo de vida de equipamentos,

análise de sobrevivência e em outras áreas, devido à sua versatilidade e sim-

plicidade, segundo Dantas (2004).

Uma variável aleatória tem distribuição Weibull com parâmetros α > 0

e η > 0 se sua densidade de probabilidade é descrita por:

f(v) =





α

η

(
v

η

)α−1

exp

{
−

(
v

η

)α}
, v ≥ 0

0, caso contrário

(2)

onde α > 0 é o parâmetro de forma, conhecido também como inclinação

da distribuição Weibull, e η > 0 é o parâmetro de escala da distribuição,

e controla as dimensões que a curva assume. A função de distribuição é

representada por

F (v) = 1− exp

{
−

(
v

η

)α}
. (3)
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O valor esperado do tempo de infecção da população τ , pela distribuição

Weibull, é dado pela expressão:

E(τ) = ηΓ

(
1 +

1

α

)
, (4)

com Γ(y) =

∫ ∞

0

vy−1exp{−v}dv representando a função gama.

A taxa de falha de um sistema cujo tempo de vida tem função de

distribuição F (v), com densidade de probabilidade f(v), é dada por

h(v) =
f(v)

1− F (v)
.

Essa taxa, que é uma função do tempo, é aproximadamente igual à proba-

bilidade de que ocorra falha num intervalo de tempo 4v, após o instante v,

dado que não houve falha até esse instante, conforme Dantas (2004).

No contexto aqui tratado, a expressão “taxa de falha” é vista de maneira

positiva, indicando a taxa de sucesso em relação ao tempo em que o indiv́ıduo

deixa de ser doente. Assim, a partir de f(v) e de F (v), obtém-se a taxa de

falha da distribuição Weibull:

h(v) =
f(v)

1− F (v)
=

α
η

(
v
η

)α−1

exp
{
−

(
v
η

)α}

exp
{
−

(
v
η

)α} .

Simplificando, tem-se

h(v) =
α

η

(
v

η

)α−1

. (5)

A fim de estimar um valor razoável para o parâmetro de forma α,

observa-se a partir do modelo (1), que
∂R

∂t
∼= µI. Como no ińıcio a popu-

lação de infectados I cresce com o tempo t (t ∈ [0, T ]), é de se esperar que
∂R

∂t
também cresça com t. Consequentemente, a taxa de falha (em que há

recuperação da doença) cresce com o tempo. Ou seja, h(t) =
α

η

(
t

η

)α−1

é

crescente. Portanto α ≥ 1.
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Considerando que no ińıcio do processo da epidemia a população de

recuperados, mensurada pela função R(t), apresenta uma pequena concavi-

dade para cima (ver Caṕıtulo 7 em Missio (2008)), adotamos
∂R

∂t
∼= t. Assim,

partindo do pressuposto de que a taxa de falha deve ter um comportamento

semelhante à curva dos recuperados, que cresce com o tempo t no ińıcio do

processo de evolução da epidemia, admite-se que a taxa de falha pode ser

aproximada por uma função linear da forma h(t) = lt. Então, de (5) tem-se

α− 1 = 1 e, portanto, α = 2.

Com isso, o parâmetro de forma, indicando a inclinação da distribuição

Weibull, é estimado em α = 1 quando t = 1, e α = 2 quando t > 1. Desta

forma, tem-se que a geração de valores aleatórios segue uma distribuição

exponencial no primeiro dia de evolução do sistema, ou seja, existe uma

probabilidade maior de ocorrer valores aleatórios mais próximos de zero.

Por outro lado, quando t > 1, há maior probabilidade de ocorrer a geração

de valores aleatórios mais próximos do limite superior de τ .

Lembrando que a variável tempo de infecção da população τ é definida

no intervalo de 0 a 15 dias, τ assume um conjunto limitado. Desta forma,

utilizando-se o Método de Monte Carlo, faz-se a geração de valores aleatórios

v, por meio da distribuição uniforme e, em seguida, ocorre a geração de

valores τ por meio de uma Weibull truncada, com base na seguinte trans-

formação:

τ = η
(
−log

(
(1− v)e−(a

η )
α

+ ve−( b
η )

α))1/α

. (6)

Os parâmetros a e b indicam, respectivamente, os limites inferior e

superior da variação de τ ∈ [0, 15]. Assim, estimamos a = 0, pois 0 é o limite

inferior de τ . Por outro lado, considerando o tempo (em dias) de evolução

do sistema representado por t ∈ [0, 15], ao estimar o parâmetro b é natural

ter a variável tempo de infecção da população τ < 1 no primeiro dia (t = 1);

τ < 2 no segundo dia (t = 2) e, assim sucessivamente até τ ≤ 15 no décimo

quinto dia (t = 15). O tempo de infecção de cada individuo é sempre limitado

superiormente por τ = 15, tendo em vista que os animais se recuperam da
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doença nesse peŕıodo. Face a isso, τ pode assumir qualquer valor inferior ou

igual a 15. Assim, adotamos o parâmetro b = t, para t ∈ [0, 15].

Considerando que o tempo médio de doença é em torno de 10 dias e que

η cresce com b, sendo b o valor máximo a ser assumido por τ , o valor esperado

do tempo de infecção da população τ é estimado em E(τ) = 10

(
b

15

)
. Então

ηΓ

(
1 +

1

α

)
= 10

(
b

15

)
.

Essa expressão possibilita estimar o parâmetro de escala de maneira

que a distribuição esteja truncada em b. Ou seja, adotando-se η dessa forma,

tem-se a probabilidade nula de estimar τ > t.

4. Resultados

A fim de aferir a proposta de interligação da Teoria de Conjuntos Fuzzy

e Teoria de Probabilidade realizamos, o acoplamento dos modelos proba-

biĺıstico e fuzzy. Para tal, constrúımos um algoritmo, utilizando o Matlab -

versão 7.0, que possibilita simular o Método de Monte Carlo, conectando-o

com o Sistema Baseado em Regras Fuzzy, modelado no Fuzzy Logic Toolbox

contido no ambiente Matlab.

Considerando que o tempo de infecção da população τ é limitado pelo

intervalo [0, 15] dias, o valor de entrada da variável τ para o SBRF é estimado

diariamente a partir de t = 0 (t ∈ [0, 15]) de evolução da epidemia, pelo

Método de Monte Carlo, por meio do seguinte algoritmo.

1. Gera-se uma amostra de m valores aleatórios, através da distribuição

uniforme;

2. Faz-se uma transformação desta amostra, por meio da função de dis-

tribuição Weibull truncada (6), para se obter uma nova amostra de τ

no intervalo [0, t], considerando os valores dos parâmetros a, b, α e η, a

cada unidade de tempo t, conforme descrição anterior;
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3. Finalmente, o valor de entrada para alimentar o SBRF é dado pela

média amostral τ da nova amostra obtida em 2.

O tamanho da amostra (m) gerada tem grande importância na de-

terminação da qualidade dos resultados, uma vez que, quanto maior for a

amostra, mais a distribuição amostral se aproxima das funções originais.

Porém, se o processo requerer um tempo elevado de execução, poderemos

fazer uso do Teorema Central do Limite, aproximando a distribuição amostral

média pela distribuição normal.

Cada valor τ representando o tempo de infecção da população, que é a

média dos valores aleatórios simulados, obtido pelo Método de Monte Carlo,

é enviado para o controlador fuzzy. Desta forma, a variável fase da doença

FD é inferida a partir da base de regras estabelecidas em Missio (2008).

Utilizamos o método de inferência de Mamdani; este associa a t-norma min

para o conectivo lógico “e” e a t-conorma max para o conectivo “ou”, segundo

Barros e Bassanezi (2006). A resposta clássica (não fuzzy) é obtida através da

defuzzificação, utilizando-se o Método do Centro de Massa, que é o método

mais utilizado, de acordo com Missio (2008). A Figura 5 apresenta a curva

obtida pelo mapeamento realizado pelo modelo fuzzy, mais especificamente

pelo SBRF, integrado ao modelo probabiĺıstico.

Ao observar a curva que descreve a variável FD, obtida pelo SBRF

integrado ao modelo probabiĺıstico e ilustrada na Figura 5, pode-se intuir

que existe uma aproximação dessa com a curva que representa a evolução

teórica da febre aftosa em um indiv́ıduo infectado, representada pela curva

do virus na Figura 6.

É sabido que para comparar duas curvas, deve-se conhecê-las em todos

os pontos, e aqui está se supondo que a função que representa a curva da

evolução teórica da febre aftosa em um indiv́ıduo infectado não é conhecida.

Todavia, Dias (2006) mostra que um SBRF tem a capacidade de aproximar

funções cont́ınuas, ou seja, que toda função cont́ınua definida em um intervalo

fechado pode ser aproximada por um sistema baseado em regras fuzzy à

medida que o número de regras aumente indefinidamente.
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Figura 5: Curva obtida pelo mapea-
mento do modelo fuzzy integrado ao modelo
probabiĺıstico para a variável FD.
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Figura 6: Evolução teórica da febre afto-
sa em um indiv́ıduo infectado, extráıda de
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5. Conclusões

Considerando a aproximação entre as curvas, ilustradas nas Figuras 5

e 6, suficientemente satisfatória, conclui-se que o SBRF integrado ao modelo

probabiĺıstico, por meio do Método de Monte Carlo via função de distribuição

Weibull, demonstrou possuir boa capacidade para determinar a variável fase

da doença dos indiv́ıduos infectados, com base em caracteŕısticas de evolução

do v́ırus e das alterações dos sinais cĺınicos dos animais infectados.

Adotamos o Método de Monte Carlo no modelo probabiĺıstico, por

se caracterizar como uma técnica simples e confiável em gerar números

aleatórios, com a possibilidade de repetir o experimento em um número con-

siderável de vezes para minimizar o erro na estimativa. Para cada variável

incerta do modelo (isto é, que tem uma faixa de valores posśıveis), foi preciso

optar por uma distribuição de probabilidade, e esta foi a principal dificuldade

de utilização desta técnica. No entanto, ao selecionar aleatoriamente valores

de forma independente, o Método de Monte Carlo contribui para uma visão

também probabiĺıstica de uma variável de entrada fuzzy para um SBRF.

Portanto, mesmo percebendo diferenças significativas entre as teorias

fuzzy e probabiĺıstica, pode-se comprovar a existência de grandes possibi-
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lidades delas se complementarem. Esta junção resulta em uma ferramenta

realmente útil a ser aplicada em modelos similares ao utilizado nesse trabalho.
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Biomatemática 19 (2009), 39–56 ISSN 1679-365X

Uma Publicação do Grupo de Biomatemática IMECC – UNICAMP
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1. Introdução

Considerada pelo Ministério da Saúde (2008) como um dos principais

problemas de saúde pública no mundo, a dengue é uma doença infecciosa

aguda de curta duração, causada por um arbov́ırus, do gênero Flaviv́ırus

(Companhia de Tecnologia de Saneamento Ambiental, 2008). Pode se a-

presentar através de quatro diferentes sorotipos, os quais geram as mesmas

manifestações (ibidem).

Os vetores da dengue são os mosquitos do gênero Aedes. No Brasil, o

principal é o Aedes aegypti, um artrópode essencialmente urbano, que neces-

sita de sangue para realizar a reprodução e que apresenta grande atividade

em ambientes de clima quente e úmido. Como o humano, em geral, propicia

condições para a reprodução do mosquito (disponibilizando recipientes que

podem acumular água e se tornarem criadouros), acaba por ser o animal mais

próximo do seu habitat, se tornando a maior v́ıtima de suas picadas (Consoli

e Oliveira, 1994).

A dengue já atingiu todas as regiões do Brasil, de maneira que medidas

de controle de seu vetor precisam ser tomadas para a contenção de epidemias.

Para tanto, estudos sobre o espalhamento da doença se mostram de grande

relevância, auxiliando no planejamento de tais esforços.

Estudos de epidemiologia matemática envolvendo modelagem compar-

timental já foram realizados (Maidana e Yang, 2007; Takahashi, 2004; Thomé,

2007). O presente trabalho também apresenta um modelo compartimental,

proposto por Gomes (2009), destacando-se pela escolha de domı́nio real bi-

dimensional, influência de fatores ambientais variáveis (tratados como in-

certos) e resolução através de método que permite a visualização gráfica do

espalhamento da doença.

O domı́nio espacial sobre o qual se realiza o estudo é o distrito sul da

cidade de Campinas. Por anos, seus ı́ndices de incidência de dengue foram os

mais elevados do munićıpio. Tal fato despertou a atenção de pesquisadores

da Faculdade de Ciências Médicas da UNICAMP, que, com o aux́ılio da
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FAPESP, realizam estudos segundo projeto desenvolvido (Cordeiro, 2006).

Dados já coletados servem de entrada para o modelo aqui proposto, definindo

diversos parâmetros do problema.

2. Objetivos

– Criar um modelo matemático que represente a evolução da dengue,

com aplicação no distrito sul da cidade de Campinas, levando em con-

sideração as populações envolvidas (humanos e Aedes aegypti);

– Empregar ferramentas matemáticas que permitam:

(i) agregar ao modelo informações de natureza imprecisa (inerente a

fenômenos biológicos), de maneira tratável matematicamente (através

da Teoria dos Conjuntos Fuzzy) e

(ii) solucionar o modelo proposto – no caso, numericamente, através

dos métodos dos Elementos Finitos e de Crank-Nicolson;

– Construir um programa em ambiente MATLAB para a resolução do

modelo, utilizando os métodos citados;

– Visualizar a evolução da doença em ambiente MATLAB;

– Analisar diferentes cenários a partir de diferentes parâmetros (condições

iniciais ou coeficientes).

3. Metodologia

3.1 Modelagem matemática

As populações envolvidas no fenômeno dengue na região de estudo são,

essencialmente, os humanos e o mosquito Aedes aegypti. Como o v́ırus só é

transmitido para uma pessoa através da picada do artrópode contaminado,
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é necessária a existência do mosquito vetor para a perpetuação da doença

entre os humanos. Portanto, é essencial o estudo do vetor.

O modelo compartimental criado divide as populações de humanos em

suscet́ıveis (S), infectantes (I) e recuperados (R) e a de Ae. aegypti em

aquáticos (A), adultos suscet́ıveis (MS) e adultos infectantes (MI). O com-

partimento de mosquitos aquáticos compreende a população do artrópode

em sua fase aquática, englobando os estados de ovo, larva e pupa. A fase

alada corresponde à fase adulta. A cada instante, cada indiv́ıduo pertence

a exatamente um compartimento, não podendo assumir mais de um ou nen-

hum estado. O termo infectante, para humanos, significa que o indiv́ıduo

está infectado (doente) e ao mesmo tempo apto a transmitir o v́ırus. Para os

artrópodes, significa simplesmente que carrega o v́ırus e que pode contaminar

outros seres pela picada.

A passagem do compartimento de suscet́ıveis para o de infectantes obe-

dece o prinćıpio de ação das massas (Hamer, 1906), de acordo com o qual a

propagação de uma epidemia depende da taxa de contato entre indiv́ıduos

suscet́ıveis e infectantes. Portanto, depende da quantidade existente dessas

duas populações.

O modelo é formulado para a simulação do espalhamento da dengue

no ińıcio do peŕıodo de chuvas em Campinas, correspondendo aos meses

de dezembro, janeiro e fevereiro. Como é um peŕıodo relativamente curto de

tempo, não se leva em conta a reprodução da população humana. Entretanto,

como o ciclo de vida dos mosquitos é bem menor, de cerca de um mês,

admite-se crescimento malthusiano, influenciado por fatores ambientais a

serem comentados adiante. Mais algumas hipóteses do modelo formulado se

apresentam a seguir:

– Uma vez que tenha adquirido o v́ırus da dengue, um mosquito o carrega

pelo resto de sua vida;

– Mosquitos suscet́ıveis e infectantes geram mosquitos suscet́ıveis (a trans-

missão transovariana é desprezada), não havendo outra maneira de



Um modelo evolutivo para a dengue... 43

adquirir o v́ırus além da picada em um humano infectante;

– O tempo é insuficiente para se considerar a perda de imunidade dos

humanos recuperados;

O modelo proposto se apresenta através do sistema de equações dife-

renciais parciais (1).

∂MS

∂t
− div(αM∇MS) = γA− µSMS − β1IMS

∂MI

∂t
− div(αM∇MI) = β1IMS − µIMI

∂A

∂t
= κM − γA− µAA

∂S

∂t
− div(αH∇S) = −β2SMI

∂I

∂t
− div(αH∇I) = β2SMI − σI

∂R

∂t
− div(αH∇R) = σI

(1)

As variáveis MS, MI , A, S, I e R correspondem aos valores das densi-

dades de cada compartimento em cada ponto dos domı́nios espacial e tempo-

ral. β1 e β2 são os coeficientes correspondentes às taxas, respectivamente, de

contato efetivo entre humanos infectantes e mosquitos suscet́ıveis e de contato

efetivo entre humanos suscet́ıveis e mosquitos infectante, gerando contami-

nação. µ1, µ2 e µA são as taxas de mortalidade espećıficas nas populações

de mosquitos alados suscet́ıveis, mosquitos alados infectantes e mosquitos

aquáticos, nesta mesma ordem. κ está relacionado à oviposição do mosquito

e γ à sua passagem da fase aquática para a alada. 1/σ é o tempo que um

humano passa no compartimento de infectantes após adquirir o v́ırus. Os
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termos na forma −div(αP∇P ) do lado esquerdo das equações correspondem

à dispersão de cada população P . Os coeficientes de dispersão (αM para os

mosquitos e αH para os humanos) são maiores para os artrópodes, indicando

que estes se locomovem mais em busca de recursos (sangue e recipientes com

água para a reprodução, alimentos, etc.), enquanto que os humanos têm suas

moradias fixas (embora se locomovam diariamente por causa de trabalho,

escola, lazer, etc, gerando contatos não-locais, não considerados neste tra-

balho).

3.2 Fatores ambientais

Variáveis ambientais como temperatura, precipitação pluviométrica,

oferta de alimentos, predadores e locais proṕıcios à reprodução são fatores

que influenciam na dinâmica do Aedes aegypti. Como o humano, em geral,

propicia condições para a reprodução do mosquito (disponibilizando recipi-

entes que podem acumular água e se tornarem criadouros), acaba por ser o

animal mais próximo do habitat do mosquito, se tornando a maior v́ıtima de

suas picadas (Consoli e Oliveira, 1994).

A temperatura ideal para a proliferação do Aedes aegypti estaria em

torno de 30 a 32 oC de acordo com Companhia de Tecnologia de Saneamento

Ambiental (2008). Como o peŕıodo a ser considerado para as simulações é

em torno do verão em Campinas, considera-se que a temperatura é ótima

para o mosquito durante todo o peŕıodo.

A chuva, entretanto, não é fixa. Dessa maneira, é considerado que ela

pode variar, influenciando coeficientes do sistema de equações, relacionados

à oviposição (mais chuva em geral significa mais ovos), à transformação de

aquáticos em alados (se há pouca água, os ovos não eclodem, de maneira que

os mosquitos podem ficar semanas neste estado, até que chova e ele possam

se desenvolver e se transformar em alados), à mortalidade de aquáticos (se o

mosquito se apresentar na forma de larva ou pupa, a falta de água é fatal) e

à dispersão do mosquito (se há chuva e não há animais para picar ou recipi-
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entes por perto, o mosquito se locomove mais para suprir as necessidades da

reprodução).

A disponibilidade de recipientes é outro fator importante na reprodução

dos mosquitos, influenciando a oviposição (se há poucos recipientes para a

reprodução, a oviposição é baixa) e a dispersão (a falta de recipientes em

peŕıodo de chuvas faz com que os mosquitos se locomovam mais em busca

desse recurso).

A quantidade de humanos também é considerada influente na atividade

do Ae. aegypti, uma vez que, em geral, são os animais mais pertos do seu

habitat. São, portanto, importantes para o suprimento de sangue para a

maturação dos ovos e, consequentemente, influenciam na oviposição e na

dispersão.

Outros fatores ambientais (predadores, alimentos, etc) são considera-

dos favoráveis à reprodução do mosquito, de maneira que, para o problema,

são utilizadas as seguintes variáveis ambientais: densidade de recipientes Q,

densidade de humanos H e precipitação pluviométrica C.

Apesar de poderem ser representadas numericamente, neste trabalho

escolhe-se tratá-las como variáveis fuzzy, uma vez que nenhuma delas é conhe-

cida com exatidão. Seus valores são previsões ou estimativas e ainda costu-

mam ser rotuladas linguisticamente com adjetivos como “alta”, “médio-alta”

ou “baixa”. E, além da propriedade de conhecimento parcial, a variável refe-

rente à precipitação pluviométrica é aqui considerada de natureza aleatória.

Portanto, para a escolha do valor de C, são realizados sorteios através do

Método da Transformação Integral (Bussab e Morettin, 2007), em que a

função de distribuição acumulada de C são os dados de precipitação plu-

viométrica dos últimos 21 anos.

Para o tratamento dessas variáveis consideradas fuzzy, recorre-se à Teo-

ria dos Conjuntos Fuzzy. Constrói-se um Sistema Baseado em Regras Fuzzy

(Barros e Bassanezi, 2006; Massad et al., 2008), com premissas do tipo “se

a precipitação pluviométrica C é alta, a densidade de humanos H é alta e a

densidade de recipientes Q é alta então o coeficiente de oviposição κ é alto, o
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coeficiente de dispersão αM é baixo, o coeficiente de transformação γ é alto e

a mortalidade µA de aquáticos é baixa”. Utilizando-se, como entradas, dados

de chuva e de densidade de recipientes e de humanos, através do método de

inferência de Mamdani são obtidos valores determińısticos para κ, αM , γ e

µA.

3.3 Método numérico

Embora se possa demonstrar a existência de solução para o sistema de

equações diferenciais parciais (1), esta não é conhecida, de maneira que faz-se

necessária a utilização de métodos numéricos para a obtenção de valores de

MS, MI , A, S, I e R.

São empregados os métodos dos Elementos Finitos e o de Crank-Nicol-

son. O método dos Elementos Finitos, de acordo com a abordagem de

Galerkin (Fairweather, 1978), consiste em procurar soluções da equação in-

tegral obtida a partir do produto interno de L2(Ω) realizado nos termos da

equação com uma função de teste v de um espaço apropriado M. Este

espaço possui dimensão finita e o novo problema passa a ser encontrar as

aproximações das variáveis do sistema, escritas como combinação linear dos

termos da base – funções lineares, neste trabalho. Tais termos são definidos

pela malha irregular de triângulos que aproxima o domı́nio espacial, gerada

pelo software livre Gmsh. As condições de contorno utilizadas são de von

Neumann homogêneas.

O método de Crank-Nicolson trata a variável temporal, resolvendo o

problema a cada passo no tempo, dividido em nt intervalos de igual tamanho.

3.4 Acoplamento das ferramentas

Após a discretização do domı́nio espacial através do software Gmsh

(resultando em uma malha de 1221 pontos e 2227 triângulos), é realizado o

acoplamento das ferramentas. O processo resulta em um programa imple-

mentado em ambiente MATLAB 7.0, que realiza 900 iterações (passos no
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tempo), equivalente à simulação da evolução da dengue em 90 dias.

O acoplamento das ferramentas utilizadas obedece o esquema da Figura

3.4. É realizado, inicialmente, o sorteio da variável C (precipitação plu-

viométrica), através do Método da Transformação Inversa. O valor obtido,

em conjunto com as variáveis Q e H definidas de acordo com dados forneci-

dos por especialista, servem de entrada para o SBRF. Como sáıda, são obti-

dos os valores para os coeficientes κ, αM , γ e µA, do sistema de equações.

Fornecendo as condições iniciais MS0, MI0, A0, S0, I0 e R0, através dos

métodos numéricos são obtidos os valores atualizados MS, MI , A, S, I e

R. No passo seguinte, os valores de sáıda para as densidades populacionais

servem de entrada para outra resolução através dos métodos numéricos re-

ferentes ao espaço e ao tempo. Esta última etapa é repetida a cada passo

no tempo, até o fim de 150 iterações. Esta quantidade de passos equiva-

le ao peŕıodo de 15 dias, ao final do qual se realiza um novo sorteio para

a precipitação pluviométrica, redefinindo-se os parâmetros de dispersão do

mosquito e de sua reprodução através do método de inferência de Mamdani.

Devido à dispersão dos humanos, apesar de ser pequena, a cada final de 15

dias a movimentação é levada em conta, redefinindo a variável H = S+I +R

em cada ponto do domı́nio espacial. Novamente, até o fim de outras 150 it-

erações, o sistema de EDPs é resolvido utilizando-se os métodos numéricos,

quando outro valor para a chuva é sorteado e H é novamente redefinido. Tal

processo segue até o total de 900 passos no tempo.

4. Resultados

Como citado anteriormente, o programa que resolve o problema da

evolução da dengue é implementado em ambiente MATLAB 7.0. Para a ma-

nipulação das variáveis fuzzy, são constrúıdos Sistemas Baseados em Regras

Fuzzy, através do Toolbox Fuzzy do MATLAB (Amendola et al., 2005).

Valores de quantidade de recipientes encontrados e de população hu-

mana referentes a cada região coberta por um centro de saúde diferente foram
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Figura 1: Esquema representativo do algoritmo de simulação acoplando as

ferramentas estudadas.
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fornecidos por pesquisadores e são utilizados para determinar parâmetros e

condições inicias do problema.

Notou-se que tais valores para as pequenas regiões, mais ao norte do

distrito, eram semelhantes entre si, se diferindo das três grandes regiões a

leste, a oeste e a sul. Com base nesta observação, o domı́nio espacial foi

dividido em quatro grandes áreas, cada uma com um valor diferente para

a quantidade de recipientes e de humanos. Dentro de uma mesma região,

entretanto, são consideradas quantidades constantes de um ponto para outro

da malha, de maneira a facilitar as definições dos valores de tais variáveis e

permitir que o trabalho seja posśıvel de ser realizado.
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Figura 2: Condição inicial para a densidade de humanos suscet́ıveis S0 para

as três simulações.

Neste artigo são apresentadas três simulações. Os valores das pre-

cipitações pluviométricas foram diferentes para os três casos, sendo que na

simulação 1 foram utilizados os valores de dezembro de 2006 e janeiro e

fevereiro de 2007. Tais valores foram escolhidos para se calibrar os parâmetros

de transmissão, com o intuito de se obterem valores próximos às estimativas

de 60 e 450 casos de dengue nos meses de janeiro e fevereiro de 2007, respec-

tivamente. Para as demais simulações, os valores foram definidos por sorteio

através do Método da Transformação Integral. Com relação às condições ini-
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ciais, só a simulação 3 se diferia, apresentando dois focos de dengue (em torno

dos pontos (x, y) = (2.7, 2.75) e (x, y) = (1.9, 4.0)), enquanto as outras apre-

sentavam quatro (em torno dos pontos (x, y) = (2.7, 2.75), (x, y) = (1.9, 4.0),

(x, y) = (5.3, 6.3) e (x, y) = (10, 14)).

Os resultados se apresentam na forma de gráficos com o valores das

densidades das populações ao longo do domı́nio espacial no tempo final t = 90

dias; gráficos com o valores das densidades das populações em função dos

passos no tempo no ponto 604 ((x, y) = (5.30, 6.32)) e tabelas com os valores

da precipitação pluviométrica a cada peŕıodo de 150 passos (valores obtidos

por sorteio para as simulações 2 e 3 e por histórico para a simulação 1) e do

número de casos de dengue em humanos a cada mês.

Tabela 1: Valores das somatórias das precipitações diárias para peŕıodos

quinzenais e média quinzenal (para cada simulação).

Simulação 1 Simulação 2 Simulação 3

Peŕıodo 1 89.4 mm 24.0 mm 182.8 mm

Peŕıodo 2 109 mm 161.5 mm 63.0 mm

Peŕıodo 3 264.4 mm 140.4 mm 158.9 mm

Peŕıodo 4 211.3 mm 114.6 mm 106.6 mm

Peŕıodo 5 74.2 mm 204.8 mm 207.8 mm

Peŕıodo 6 128 mm 149.3 mm 133.4 mm

Média 146.05 mm 132.43 mm 142.08 mm

Tabela 2: Valores totais de pessoas infectadas a cada mês de acordo com

cada simulação.

Simulação Dezembro Janeiro Fevereiro

1 34 ind. 29 ind. 477 ind.

2 27 ind. 14 ind. 20 ind.

3 2 ind. 1 ind. 1 ind.
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Figura 3: Humanos infectantes em

t = 90 (simulação 1).
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Figura 4: Humanos infectantes em

t = 90 (simulação 2).
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Figura 5: Humanos infectantes em t = 90 (simulação 3).

Como se pode observar nas Figuras 3 a 4 e na Tabela 2, a chuva de

fato influenciou fortemente nos resultados das simulações. Os valores dos

números de casos de dengue em humanos a cada mês foram drasticamente

alterados da simulação 1 para a simulação 2, que apresentavam os mesmos

valores para as condições iniciais e para os parâmetros não relacionados à

chuva. Isso foi devido não apenas à diferença na média quinzenal de pre-

cipitação pluviométrica, como foi posśıvel observar em outras simulações aqui

não apresentadas. A sua distribuição também foi determinante, permitindo,
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Figura 6: Mosquitos a-

quáticos no ponto 604 ao

longo do tempo (simula-

ção 1).
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Figura 7: Mosquitos

suscet́ıveis no ponto 604

ao longo do tempo (si-

mulação 1).
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Figura 8: Mosquitos in-

fectantes no ponto 604

ao longo do tempo (si-

mulação 1).

em alguns casos, que a infecção se tornasse forte desde o ińıcio e, em ou-

tros casos, que o espalhamento fosse fraco. Mesmo com médias quinzenais

para precipitação idênticas, se houvesse mais chuva nos primeiros peŕıodos,

o número final de casos era maior.

Incluindo-se na análise a simulação 3 (Figura 5 e Tabela 2), nota-se

que, mesmo com uma média de precipitação mais elevada, a infecção não

teve força o suficiente para resultar em números de casos altos como das

outras simulações. Isso foi devido à menor quantidade de focos e à localização

deles, em região não proṕıcia à reprodução do mosquito vetor (com menos

recipientes e humanos). Um fato que se mostra interessante é o deslocamento

do foco, para uma região vizinha com condições mais proṕıcias para o seu

espalhamento.

As Figuras 6 a 8 apresentam os gráficos da evolução no tempo das densi-

dades de mosquitos aquáticos, de mosquitos suscet́ıveis e de mosquitos infec-

tantes no ponto 604 do domı́nio espacial, obtidas da simulação 1. Percebe-se

claramente a influência da chuva nas populações de mosquitos aquáticos e

de suscet́ıveis, de maneira que, a cada mudança de valor de precipitação plu-

viométrica (a cada 150 passos), surge um “bico”em cada gráfico, indicando

uma tendência diferente para os valores das populações. Para as três divisões

de compartimentos para o mosquito, as condições no ponto 604 se mostram
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favoráveis para o crescimento.

5. Conclusões

A partir do estudo das populações e de fatores envolvidos no fenômeno

dengue, foi posśıvel realizar a modelagem compartimental para o espalha-

mento de dengue no distrito sul da cidade de Campinas, resultando em

um sistema de equações diferenciais parciais. As informações a respeito das

variáveis ambientais (densidade de humanos, densidade de recipientes e pre-

cipitação pluviométrica) foram obtidas por diferentes fontes e tratadas como

incertas, pela Teoria dos Conjuntos Fuzzy e por método probabiĺıstico para

o sorteio de uma das variáveis (precipitação pluviométrica). Sistemas Basea-

dos em Regras Fuzzy, utilizando método de inferência de Mamdani, foram

criados para inferir valores determińısticos, os quais alimentam os modelos

de sistemas de EDPs. Analisando os resultados, concluiu-se que a variação

na média quinzenal e na distribuição da precipitação pluviométrica ao longo

dos peŕıodos se mostrou determinante na força da infecção (espalhamento da

dengue). Diferenças nas condições iniciais também causaram forte influência

no fenômeno, de maneira que, quando focos de dengue foram colocados em

regiões menos proṕıcias à reprodução do mosquito vetor, a dengue não se

estabeleceu ou se espalhou em outra região vizinha mais proṕıcia.
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1. Introdução

A variabilidade na precisão de parâmetros utilizados em estudos nas

áreas de Biomatemática em geral, e de Ecologia Matemática em particular,
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é um fator de interesse e de preocupação por parte de pesquisadores, que

buscam valores significativos para testes e simulações de cenários compat́ıveis

com a realidade (Bassanezi, 2002).

De acordo com vários estudos, tais previsões estão sempre dependentes

de informações que muitas vezes se caracterizam por certo grau de incerteza

e imprecisão (Barros, 2001; Barros e Bassanezi, 2006).

Deste modo, este estudo foi realizado buscando nos conjuntos fuzzy

uma alternativa a este tipo de problema.

Fornecendo uma resposta aproximada, foi posśıvel modelar e manipular

informações imprecisas, muitas vezes baseadas em informações incompletas,

ou, ainda que numericamente confiáveis em termos da medida em si, não

sejam totalmente confiáveis em termos de variabilidades múltiplas.

2. O Problema

Este estudo foi realizado considerando a situação evolutiva do reser-

vatório de Salto Grande, localizado na cidade de Americana-SP, região que

conta atualmente com um dos mais importantes e diversificados parques in-

dustriais do Brasil.

Abrangendo indústrias de papel e celulose, têxtil e de couro, aliment́ıcias

e metalúrgicas, qúımicas e de refino de petróleo. A região é tida como a se-

gunda região mais rica do estado e a terceira do páıs (Esṕındola et al., 2004).

O reservatório de Salto Grande é formado pelo represamento das águas

do rio Atibaia e outros ribeirões de menor vazão. Está inserida na sub-bacia

do rio Atibaia, um dos mananciais de abastecimento público mais impor-

tantes da região, pertencente à bacia hidrográfica do rio Piracicaba.

Desde 1977, quando as águas do reservatório podiam ser destinadas

ao abastecimento doméstico (após tratamento convencional), recreação, ir-

rigação, entre outros fins, se observa um processo acentuado de deteriozação

e consequente redução de seus usos múltiplos (Esṕındola et al., 2004).

O grande aporte de matéria orgânica e inorgânica, transportados prin-
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cipalmente pelo rio Atibaia, tem levado à minimização de usos múltiplos,

afetando a produção de energia, auxiliando no florescimento de algas e surgi-

mento de bactérias, que produzem toxinas e alteram a comunidade aquática,

causando problemas de saúde pública e para a biota local.

3. O Modelo Matemático

A equação utilizada neste estudo é conhecida por Equação de Difusão-

Advecção, trata-se de uma equação diferencial parcial tradicional em diver-

sos e diferentes estudos ligados a situações gerais e a análises em ecologia

matemática (Marchuk, 1986; Meyer e Diniz, 2007).

Incorporando fatores microscópios e macroscópios a equação conside-

ra fenômenos de dispersão, na concepção de difusão “efetiva”, como citado

e usado, por exemplo, em Marchuk (1986) e Okubo (1980), o transporte

advectivo (Edelstein-Keshet, 1988), os fenômenos de decaimento (Bassanezi

e Ferreira Jr, 1978) e posśıveis fontes de material impactante que possam

ocorrer.

Chamando de c = c(x, y; t) a concentração do poluente como a quan-

tidade de matéria existente em um determinado ponto do plano (x, y) no

instante (t) com (x, y; t) ∈ Ω ⊂ R2×(0,T], o modelo pode ser representado

genericamente por:

∂c

∂t
= div[α∇c]− div[~V c]− σc + f, (1)

para (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, t ∈ (0, T ] ⊂ R, onde:

1. o termo div[α∇c] representa a difusão;

2. div[~V c], modela o transporte advectivo, campo que indica direção e

intensidade da velocidade de transporte e considerando div[~V ] = 0;

3. o termo σ(x, y; t)c(x, y; t) representa a degradação do poluente; e
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4. f = f(x, y; t) modela a fonte, que pode ser pontual.

A fonte de poluição no reservatório será considerada pontual, localizada

na parte inferior da fronteira Γ1 da figura 1.

Figura 1: Domı́nio Ω.

Tomando como condições de contorno as condições de von Neumann

homogênas, tem-se:

∂c

∂η

∣∣∣∣
Γi

= 0,∀ t, (x, y) ∈ Γi, i = 1, 2i, 2s, 3, (2)

entendendo que não há variação de poluente na fronteira.

As equações (1) e (2) representam o modelo bidimensional para o estudo

da dispersão de poluente no reservatório em sua formulação clássica, também

denominada formulação forte do problema.

4. Formulação variacional e discretização

Na formulação clássica do problema se exige que a solução seja, no

mı́nimo, de classe C2, onde as funções, além de serem cont́ınuas, devem ter

também as derivadas segundas cont́ınuas, o que é uma exigência forte para

a função.
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Deste modo, propõe-se a formulação variacional do problema, que “en-

fraquece” as condições de regularidade para a solução.

Neste sentido, considerando o espaço abaixo, necessário para a for-

mulação variacional genérica, para uma separação de variáveis espaciais e

temporal:

V =

{
v ∈ L2

[
J,H1(Ω)

]
, com

∂v

∂t
∈ L2(Ω), ∀ t ∈ J

}
.

com J=(0,T] e os produtos internos dados por:

〈u|v〉0,Γ =

∫

∂Ω

u(x, y).v(x, y)dγ; e (∇u |∇v)0,Ω =

∫ ∫

Ω

∇u.∇vdµ.

Usando estes produtos internos apropriadamente, se obtem a formulação

fraca dada por:
(

∂c

∂t

∣∣∣∣v
)

Ω

+ α (∇c|∇v)Ω + V1

(
∂c

∂x

∣∣∣∣v
)

Ω

+ σ (c|v)Ω = (f |v)Ω,∀ v ∈ V . (3)

Para a discretização da equação, a escolha foi pelo Método de Elemen-

tos Finitos, via método de Garlekin, para a discretização espacial e Crank-

Nicolson para a discretização temporal.

Deste modo, obtêm-se aproximações para a solução em variáveis sep-

aradas, c(x, y; t) =
∑

j cj(t).ϕj(x, y), onde o sub-́ındice j refere-se à dis-

cretização do domı́nio considerado e {ϕj} é uma base para o subespaço

Vh ⊂ H1(Ω) de dimensão N < ∞.

As funções da base de Vh são escolhidas do tipo linear por partes,

satisfazendo:

ϕi(xj, yj) =

{
1 se i = j

0 se i 6= j
(4)

onde (xj, yj) são as coordenadas do j-ésimo nó da malha.

Assim, ∀ϕi ∈ base de Vh, se obtem:
∑

j cn+1
j

{
1

∆t
(ϕj|ϕi)Ω + α

2
(∇ϕj|∇ϕi)Ω + V1

2

(
∂ϕj

∂x
|ϕi

)
Ω

+ σ
2

(ϕj|ϕi)Ω

}

=
∑

j cn
j

{
1

∆t
(ϕj|ϕi)Ω − α

2
(∇ϕj|∇ϕi)Ω − V1

2

(
∂ϕj

∂x
|ϕi

)
Ω
− σ

2
(ϕj|ϕi)Ω

}

+
(
fn+ 1

2 |ϕi

)
Ω
.

(5)
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A ordem das aproximações temporais é, localmente, O (∆t2).

5. Modelagem dos coeficientes de transporte,

degradação e difusão

Propondo uma modcelagem através do uso dos conjuntos fuzzy, via

sistema de base de regras, para os coeficiente de difusão α, transporte V1 e de

degradação σ o propósito é o de imcorporar ao modelo clássico, caracteŕısticas

intŕınsicas de incerteza e imprecisão desses fenômenos.

Um sistema de base de regras possui basicamente quatro componentes:

um processador de entrada, um conjunto de base de regras ligúısticas, um

método de inferência e um processador de sáıda.

Nesta modelagem são propotos três controladores: um para o coe-

ficiente de transporte -V1 , dependente do vento; outro o coeficiente de

degradação -σ, dependente do tipo de ambiente e da quantidade de matéria e,

finalmente, o terceiro controlador responsável pela modelagem do coeficiente

de difusão - α, dependente do transporte e da degradação do poluente.

O sistema de regras ligúısticas utilizadas para a modelagem do coefi-

ciente de transporte foi: vento fraco, moderado, forte e muito forte resultando

em transporte pequeno, médio, forte e muito forte.

Para o coeficiente de degradação se utilizou os termos: ambiente fa-

vorável, mediano, desfavorável ; quantidade de matéria: pouca, quantidade

média, muita resultando em decaimento baixo, médio baixo, médio, médio

alto, alto.

Finalmente, para o coeficiente da difusão foram utilizadas como en-

tradas as sáıdas dos dois controladores mencionados anteriormente, trans-

porte e degradação, resultando em difusão baixa, média baixa, média, média

alta, alta.

As variáveis de entrada e sáıda foram modeladas matematicamente por

conjuntos fuzzy, através de funções de pertinência triangulares e trapezoidais.
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Para inferência, foi adotado o método de Mamdani e, como método de

defuzzificação, se utilizou o método de Centro de Gravidade.

Assim, a modelagem dos coeficientes foram representadas pelas figuras

2, 3 e 4:

Figura 2: Modelagem do coeficiente de transporte.

Figura 3: Modelagem do coeficiente de degradação.
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Figura 4: Modelagem do coeficiente de difusão.

6. Resultados

Nas simulações realizadas, foi considerada a dispersão do poluente no

reservatório por uma fonte pontual, representando o ingresso de poluente

no domı́nio, além de uma quantidade inicial c0 = c(x, y, 0) de poluente no

reservatório.

Os valores utilizados foram: domı́nio genérico, retangular, de 12 × 1

km; c0 = 0, 5 unidades de poluente por unidade de área; f = 0, 0875; ∆x =

∆y = ∆t = 0, 05; vento moderado V1 = 0, 325.

A tabela abaixo indica os valores utilizados para a modelagem do coe-

ficiente do decaimento.

Recorrendo a um algoŕıtmo, em ambiente Matlabr, foram realizadas

as simulações computacionais para um peŕıodo de 5 dias.

Foram gerados nove cenários, variando-se os valores atribúıdos para o
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Tipo de ambiente Quantidade de Matéria Degradação

pouca 0,2 0,00297

desfavorável 0,25 mediana 0,6 0,00264

muita 0,75 0,00143

pouca 0,2 0,00604

mediano 0,6 mediana 0,6 0,00469

muita 0,75 0,00303

pouca 0,2 0,00914

favorável 0,87 mediana 0,6 0,00613

muita 0,75 0,00450

tipo de ambiente e quantidade de matéria. Manteve-se nessas simulações o

vento caracterizado por moderado.

A fonte pontual foi considerada no terceiro nó da malha.

Figura 5: Simulações com condições de fronteira de von Neumann ho-

mogêneas.
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Os cenários 1, 2 e 3 apresentam a dispersão do poluente, considerando-

se vento moderado, pouco material impactante em ambiente desfavorável,

mediano e favorável, respectivamente.

Nos cenários 4, 5 e 6, se observa o comportamento do poluente, ainda

em situação de vento moderado, mas para uma quantidade mediana de ma-

terial poluente no meio, em ambiente desfavorável, mediano e favorável, re-

spectivamente.

Finalmente, os cenários 7, 8 e 9 retratam o comportamento do polu-

ente, onde se considerou muito material impactante no meio, em ambiente

desfavorável, mediano e favorável, respectivamente.

7. Conclusões

Nas simulações dos cenários apresentados na figura 5 se pode observar

um comportamento qualitativamente semelhante, onde as condições do ambi-

ente melhoram, de ambiente desfavorável passando por mediando e chegando

a um ambiente favorável ao processo de degradação, em que são menores as

concentrações de poluente no reservatório.

Também foi verificada a influência da quantidade de poluente no meio,

pois quanto menor essa quantidade, melhores são as condições locais no to-

cante à poluição.

Conforme observado, as simulações realizadas buscaram investigar o

comportamento do poluente num sistema de represamento, que traz por si

só, caracteŕısticas singulares, quando comparadas a um rio, por exemplo.

Num sistema de reservatório a correnteza é praticamente nula, além de fun-

cionar, muitas vezes, como um sistema de tratamento da água, pois muito

do material impactante que ingressa num reservatório, acaba se sedimen-

tando no fundo. Por isso, considerar as caracteŕısticas do ambiente foi tão

importante para esse tipo de sistema.
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matemática. Coleção Imecc, Textos Didáticos, Vol. 5, Campinas - SP:
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Resumo. Este trabalho apresenta uma aplicação dos sistemas p-fuzzy para
o estudo da dinâmica populacional da cidade de Sorocaba. Alternativamente
aos modelos determińısticos, os sistemas p-fuzzy são úteis na modelagem de
fenômenos cujo comportamento é parcialmente conhecido, já que incorpo-
ram informações subjetivas tanto nas variáveis quanto nas variações e suas
relações com as variáveis. A dinâmica do processo é otida por meio de
um controlador fuzzy to tipo Mamdani. Para este estudo foram elaboradas
diferentes bases de regras, considerando a variação absoluta e relativa da
população. Os resultados obtidos são comparados aos dados censitários e à
projeção de um modelo determińıstico.
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1. Introdução

Estudos recentes tem procurado estabelecer relações entre dinâmica

populacional (como por exemplo, tamanho da população, crescimento, etc)
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e mudanças ambientais. Muitas teorias, subscritas por demógrafos, afirmam

que a população é uma de muitas variáveis que afetam o meio ambiente e

que o rápido crescimento da população agrava outras condições como guer-

ras, tecnologias poluentes, distorções poĺıticas, entre outras. Pesquisadores

têm procurado compreender as nuances da relação entre população e am-

biente tentando responder questões que incluem como especificar mudanças

populacionais relacionadas a mudanças espećıficas no meio-ambiente e como

as condições e mudanças ambientais, por sua vez, afetam a dinâmica popu-

lacional (Sherbinin et al., 2007).

As relações entre a dinâmica populacional e o ambiente são, de fato,

complexas e dif́ıceis de separar. Embora o estudo da dinâmica popula-

cional utilizando equações relacionais ou diferenciais venha sendo desen-

volvido desde o século XIX, há uma dificuldade inerente a esses modelos

em retratar a complexidade do fenômeno e fazer predições precisas, já que os

parâmetros envolvidos são obtidos de observações e experimentos estando,

assim, sujeitos a imprecisões (Edelstein-Keshet, 1988).

Com o advento da lógica fuzzy, introduzida por Zadeh (Zadeh, 1965),

há uma grande quebra de paradigma, quando o pensar em termos absolu-

tos é substitúıdo pelo pensar relativo. Essa mudança na forma de pensar,

abre novas e refinadas formas de olhar antigas questões, particularmente

constituiu-se uma nova abordagem para o estudo da dinâmica populacional.

A lógica fuzzy fornece um quadro conceitual no qual as fronteiras ŕıgidas

e as verdades ou negações absolutas são vistas, quando justificável, como ca-

sos particulares ao invés de únicas possibilidades. O processo de modelagem

fuzzy permite expressar incertezas e sujetividades já que podem ser usadas

informações qualitativas (lingúısticas) e quantitativas. É caracterizado como

um procedimento de fácil compreensão, apropriado para descrever sistemas

com razoáveis quantidades de conhecimento, além de ser baseado em lin-

guagem natural, o que permite maior facilidade na comunicação dos modelos

(Gomide e Gudwin, 1994).

Uma ferramenta útil para modelagem de fenômenos cujo comporta-



Dinâmica populacional com sistemas p-fuzzy 71

mento é parcialmente conhecido são os sistemas p-fuzzy (Cecconelo, 2006).

Dentro desse contexto, é proposto neste trabalho um estudo da dinâmica

populacional da cidade de Sorocaba através dos sistemas p-fuzzy.

Sorocaba é uma cidade situada no interior do estado de São Paulo,

possuindo uma área de aproximadamente 450Km
2
. É considerada a terceira

cidade mais populosa do interior paulista, com cerca de 560.157 habitantes e

uma das 50 maiores cidades do Brasil (IBGE, 2007). Tendo sido precursora

da industrialização paulista estabelece-se atualmente como um importante

pólo de desenvolvimento industrial o que vislumbra um crescimento acentu-

ado nas próximas décadas. Dessa forma, o estudo do crescimento popula-

cional pode balizar as atividades de planejamento e definições de poĺıticas

públicas.

Este artigo está organizado da seguinte forma: a seção 2 apresenta

os principais conceitos da teoria fuzzy necessários ao escopo deste trabalho;

a seção 3 apresenta a metodologia de elaboração das bases de regras para

dinâmica populacional dos sistemas p-fuzzy e sistemas iterativos e finalmente,

a seção 4 mostra as projeções obtidas com os modelos gerados a partir das

bases de regras constrúıdas e analisa seus comportamentos comparando os

resultados com os dados censitários e os do modelo de Verhulst.

2. Controladores e sistemas p-fuzzy

Nesta seção são apresentados brevemente alguns conceitos da teoria

de conjuntos fuzzy, necessários para a compreensão do texto, uma descrição

mais aprofundada pode ser encontrada em (Barros e Bassanezi, 2006).

Uma função de pertinência é uma curva que define o grau, de zero a

um, com que cada ponto no espaço de sáıda é mapeado no conjunto fuzzy

A. Usualmente é denotada por:

µA : X → [0, 1], (1)

onde X é dito conjunto universo, que é sempre um conjunto clássico. Para
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cada x ∈ X, o valor µA(x) expressa o grau de pertinência do elemento x de

X no conjunto fuzzy A, sendo que µA(x) = 0 representa a não pertinência e

µA(x) = 1 representa a pertinência total de x ao conjunto fuzzy X.

Um subconjunto fuzzy é definido como um conjunto de pares ordenados

A = {(x, µA(x)); x ∈ X} (2)

onde µA(x) é a função de pertinência de x em A. A forma da função de

pertinência é definida convenientemente.

As operações padrões de conjuntos fuzzy são: intersecção (operador

and), união (operador or) e complementar de subconjuntos fuzzy (operador

not). Dados dois ou mais conjuntos fuzzy, estas operações conectam esses

conjuntos de modo que produzem um único subconjunto fuzzy, isto é, um

agregado dos subconjuntos dados. Essas operações são essenciais na natureza

da lógica fuzzy e estão definidas a seguir.

Sejam A e B subconjuntos fuzzy de X .

Interseção entre A e B é o subconjunto fuzzy de X cuja função de

pertinência é dada por:

µA∩B(x) = min(µA(x), µB(x)) (3)

União entre A e B é o subconjunto fuzzy de X cuja função de pertinência é

dada por:

µA∪B(x) = max(µA(x), µB(x)) (4)

O Complementar de A é o subconjunto fuzzy Ā de X cuja função de per-

tinência é dada por:

µĀ = 1− µA(x) (5)

Esse conceitos são fundamentais para definir a metodologia dos con-

troladores fuzzy ou sistemas baseados em regras fuzzy. A construção destes

sistemas pode ser descrita em quatro etapas: fuzzificação, base de regras,

inferência e defuzzificação.
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A primeira etapa, fuzzificação, é o processo no qual as variáveis de en-

trada e sáıda são definidas em termos de conjuntos fuzzy. É neste momento,

que são constrúıdas as funções de pertinência das variáveis que transformam

os valores numéricos de uma variável em uma pertinência gradual nos con-

juntos fuzzy, que descreve a propriedade da variável.

Na etapa seguinte são elaboradas as bases de regras, que são um con-

junto de regras lingúısticas na forma: Se <antecedente> Então <conse-

quente>, que descrevem a relação entre as variáveis de entrada e sáıda. Os

termos lingúısticos usados nas regras são vagos e imprecisos (por exemplo,

muito baixo, médio), contudo podem ser definidos na forma de conjuntos

fuzzy.

A etapa de inferência, é o mecanismo pelo qual as informações sub-

jetivas definidas pela base de regras são avaliadas matematicamente. Neste

trabalho utilizou-se o método de inferência de Mamdani (Barros e Bassanezi,

2006) que é baseado na regra de composição de inferência max-min, ou seja,

as regras são conectadas pelo operador lógico or e então modeladas pelo ope-

rador máximo e, em cada regra, os operadores and e then são modeladas pelo

operador mı́nimo.

Finalmente, a etapa de defuzzificação, consiste em transformar a vari-

ável de sáıda fuzzy em variável real. Neste trabalho usou-se o método do

Centro de Gravidade e o método do máximo dos máximos.

Os controladores fuzzy são responsáveis pela dinâmica dos sistemas p-

fuzzy como é mostrado a seguir.

Denominamos de sistema parcialmente fuzzy, ou sistema p-fuzzy, ao

sistema iterativo {
xk+1 = f(xk)

x0 ∈ Rn
(6)

onde f(xk) é quase linear, isto é, f(x) = x + ∆(x), ∆(xk) ∈ Rn e ∆(xk) é

obtido por um sistema baseado em regras fuzzy.

Os sistemas p-fuzzy incorporam informações subjetivas tanto nas variá-

veis quanto nas variações e suas relações com as variáveis, sendo assim uma
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ferramenta útil para modelar fenômenos cujo comportamento é parcialmente

conhecido. São basicamente constitúıdos de variáveis lingúısticas de entrada

e sáıda, que são variáveis de estado que, quantitativamente, são expressas

por conjuntos fuzzy e um controlador fuzzy (Barros e Bassanezi, 2006). A

estrutura de um sistema p-fuzzy é mostrada na Figura 1.

Figura 1: Arquitetura de um sitema p-fuzzy

3. Dinâmica populacional para Sorocaba através

de sistemas p-fuzzy

Nesta seção são descritos os procedimentos para elaboração das bases

de regras que serão utilizadas nos sistemas p-fuzzy 6 e sistemas iterativos do

tipo

xk+1 = (1 + ∆(xk)) xk (7)

para dinâmica populacional de espécies isoladas com crescimento inibido,

utilizando como base o modelo de Verhulst

dP

dt
= P

(
r − r

P∞
P

)
(8)

onde r é a taxa de crescimento da população e P∞ é a capacidade de suporte

da população estudada.
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Tanto o sistema p-fuzzy quanto o sistema iterativo utilizam contro-

ladores fuzzy que são constrúıdos a partir de um sistema baseado em re-

gras fuzzy que têm como variáveis de entrada “População” (P ) e de sáıda

“Variação” (∆P ) (Cecconelo, 2006). Neste trabalho estudou-se duas formas

de construir essa base de regras: utilizando a variação absoluta
(

dP

dt

)
da

população e a sua variação relativa
(

dP/dt
P

)
.

Para a variável População adotou-se o seguinte conjunto de termos

linǵısticos, P = {Baixa (B), Média Baixa (MB), Média (M), Média Alta

(MA), Alta (A), Alt́ıssima (AL)}, tanto no estudo de variação absoluta

quanto relativa.

Na criação da base de regras da variação absoluta, deve-se observar que

o gráfico de dP

dt
em função de P é uma parábola e portanto, a variação da

população foi baseada no comportamento da parábola conforme a Figura 2.

Figura 2: Parábola usada para balizamento da base de regras da variação

absoluta

Sendo assim, através do conjunto de termos da População, a Variação

absoluta foi dividida da seguinte forma: ∆P = {Baixa negativa (Bn), Baixa

positiva (Bp), Média positiva (Mp), Alta positiva (Ap)}.
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Com base então nestes conjuntos de termos lingúısticos e o gráfico apre-

sentado na Figura 2, formou-se a seguinte base de regras (Cecconelo, 2006):

1 - se a população é baixa então a variação é baixa positiva;

2 - se a população é média baixa então a variação é média positiva;

3 - se a população é média então a variação é alta positiva;

4 - se a população é média alta então a variação é média positiva;

5 - se a população é alta então a variação é baixa positiva;

6 - se a população é alt́ıssima então a variação é baixa negativa.

As funções de pertinência para as variáveis População e Variação ab-

soluta são apresentadas nas Figuras 3 e 4.

Figura 3: Funções de pertinência

da variável População, em mil-

hares de habitantes

Figura 4: Funções de pertinência

da variável Variação Absoluta

O método de inferência usado foi o de Mamdani e o de defuzzificação,

o Centro de Gravidade.

No caso da variação relativa, pode-se observar que o gráfico de
(

dP

dt
/P

)

por P , é uma reta (Figura 5).

Em virtude disto, utilizou-se o conjunto ∆Prel = {Baixa negativa (Bn),

Baixa positiva (Bp), Média Baixa positiva (MBp), Média positiva (Mp),



Dinâmica populacional com sistemas p-fuzzy 77

Figura 5: Reta usada para balizamento da base de regras da variação relativa

Média Alta positiva (MAp), Alta positiva (Ap)}, para que este pudesse se

adaptar ao conjunto População. Nota-se ainda que a relação entre a pop-

ulação e a sua variação relativa é inversa, fornecendo então o seguinte con-

junto de base de regras (Cecconelo, 2006):

1 - se a população é Baixa então a variação é Alta positiva;

2 - se a população é Média Baixa então a variação é Média Alta positiva;

3 - se a população é Média então a variação é Média positiva;

4 - se a população é Média Alta então a variação é Média Baixa positiva;

5 - se a população é Alta então a variação é Baixa positiva;

6 - se a população é Alt́ıssima então a variação é Baixa negativa.

Porém, para o estudo de caso feito com a cidade de Sorocaba, observou-

se que a base de regras deveria ser mudada para melhor se adaptar aos dados

censitários. Sendo assim uma nova base de regras foi criada, simplesmente

trocando as variações nos dois primeiros itens da base de regras anterior,

obtendo:

1 - se a população é Baixa então a variação é Média Alta positiva;
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2 - se a população é Média Baixa então a variação é Alta positiva ;

Os demais itens continuaram iguais aos anteriores. Na próxima seção

será discutida a razão da mudança proposta.

As funções de pertinência neste caso são dadas pelas Figuras 6 e 7:

Figura 6: Funções de pertinência

da variável População, em mil-

hares de habitantes

Figura 7: Funções de pertinência

da variável Variação Relativa

Para o estudo de caso com variação relativa foram utilizados os métodos

de inferência de Mamdani e o máximo dos máximos como método de defuzzi-

ficação.

4. Resultados e discussões

A metodologia descrita na seção anterior foi aplicada para a população

de Sorocaba a fim de analisar sua evolução numérica. Foram constrúıdos

quatro modelos:

• Modelo 1: Sistema p-fuzzy com variação absoluta.

• Modelo 2: Sistema iterativo utilizando a primeira base de regras para

variação relativa.

• Modelo 3: Sistema iterativo utilizando a base de regras modificada para

variação relativa.
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• Modelo 4: Utilizando a base de regras para variação absoluta com o

sistema iterativo.

A Tabela 1 mostra os dados censitários, as projeções do modelo deter-

mińıstico de Verhulst obtidos em Roveda et al. (2008) e as projeções para

cada um dos modelos de 1 a 4.

Tabela 1: Dados obtidos para os modelos de 1 a 4. Valores em milhares de

habitantes
Ano Censo Verhulst Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4

1960 136 136 136 136 136 136

1970 175 192 199 185 188 172

1980 269 269 274 243 266 225

1991 379 376 356 322 390 320

1996 431 434 397 367 441 393

2000 493 483 436 408 483 471

Os valores censitários até 1996 foram utilizados para calibrar os mode-

los, enquanto a população de 2000 foi utilizada como teste.

Pode-se observar que o modelo 3 dentre os propostos é o mais razoável

para projetar populações futuras já que o valor projetado é de 483 milhões,

apresentando um erro relativo de 2,02%. Os demais apresentaram erros re-

lativos superiores.

É interessante notar que o modelo mais razoável para fazer projeções

advém do sistema cuja base de regras para variação relativa foi modificada

para expressar uma caracteŕıstica da cidade em estudo. Desse modo, pode-

se concluir que comportamentos espećıficos são facilmente traduzidos com

pequenas variações na elaboração da base de regras.

Observe ainda que ao comparar a modelagem subjetiva do modelo 3

com a modelagem determińıstica de Verhulst, ambas apresentam resultados

semelhantes, inclusive prevendo o mesmo valor para o ano de 2000. No

entanto, cabe salientar que a modelagem subjetiva é mais simples do ponto
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de vista matemático do que as equações diferenciais e o modelo pode ser

melhorado aumentando o conjunto de base de regras.
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Resumo. Neste trabalho analisamos algumas propriedades dos fluxos fuzzy
obtidos pela extensão se Zadeh dos fluxos determińısticos de equações com
crescimento inibido. Damos também a definição do que seria um ponto de in-
flexão fuzzy para fluxos fuzzy. Além disso, apresentamos uma representação
gráfica para fluxos fuzzy.
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1. Introdução

Após o artigo seminal de 1965 (Zadeh, 1965) em que Lofti Zadeh intro-

duziu o conceito de conjunto fuzzy, muita pesquisa foi desenvolvida tanto do
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ponto de vista teórico quanto prático (Barros e Bassanezi, 2006; Pedrycz e

Gomide, 2007; Klir e Yuan, 1995; Nguyen e Walker, 2000; Diamond e Kloe-

den, 1994). Uma das áreas de grande interesse foi a modelagem de fenômenos

incertos por meio de equações diferenciais. No caso em que a natureza da

incerteza é aleatória, usa-se como ferramenta as equações diferenciais es-

tocásticas. No entanto, os modelos variacionais fuzzy podem contemplar

vários tipos de incertezas (subjetividades - fuzziness) além das estocásticas.

Dependendo da escolha da variável de estado e/ou dos parâmetros dos

modelos temos, respectivamente, fuzziness demográfica quando as variáveis

de estado são modeladas por meio de conjuntos fuzzy e/ou fuzziness ambi-

ental quando somente os parâmetros são considerados fuzzy. Nos fenômenos

biológicos em geral, ambos os tipos de fuzziness estão presentes Barros e

Bassanezi (2006).

As equações variacionais fuzzy têm sido estudadas através de métodos

distintos. A primeira tentativa de contemplar subjetividades do tipo não

aleatório em sistemas variacionais foi com o uso da derivada de Hukuhara

(Kandel e Byatt, 1981; Kaleva, 1987; Seikkala, 1987; Ouyang e Wu, 1989).

Este processo no entanto não teve muito sucesso porque, num modelo sim-

ples como o de Malthus, com taxa de crescimento negativo, a solução fuzzy é

instável, não se mostrando uma boa generalização do determińıstico, o qual

sabemos ser assintoticamente estável. Recentemente, Bede e Gal (2005) in-

troduziram um novo conceito de derivada fuzzy para contornar alguns prob-

lemas inerentes à derivada de Hukuhara.

Outra maneira de se contemplar a subjetividade não aleatória é por

meio das inclusões diferenciais (Hullemeier, 1997). Tal procedimento, no

entanto, tem-se mostrado muito complicado, mesmo quando aplicado em

situações simples.

Quando as variáveis de estado são incertas, um modo de se ter um trata-

mento mais adequado para os modelos variacionais é passar toda a incerteza

para os parâmetros do modelo matemático. Neste caso, um método alter-

nativo, que temos usado, é aquele que consiste em fuzzificar as soluções de
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um modelo determińıstico, usando o prinćıpio da extensão de Zadeh (Ober-

guggenberger e Pittschmann, 1999; Mizukoshi et al., 2007).

Nosso objetivo neste trabalho é estudar um aspecto simples porém in-

teressante de modelos variacionais com crescimento inibido quando a condição

inicial é fuzzy. Neste caso, as soluções são obtidas via fuzzificação das soluções

determińısticas.

Quando se aplica uma equação de crescimento inibido determińıstica

como modelos de crescimento em peso de animais de corte, o tempo de abate

ideal é exatamente o ponto de inflexão da solução. De fato, se o animal

for abatido antes há uma perda, pois não foi atingido todo o potencial de

ganho de peso. Se for abatido depois corre-se o risco de perder dinheiro na

relação custo versus ganho de peso, pois a partir do ponto de inflexão ocorre

uma diminuição no ritmo de crescimento. Na prática os criadores abatem o

animal num tempo maior do que o tempo de inflexão.

Neste trabalho daremos uma interpretação para o tempo de inflexão de

modelos fuzzy crescimento inibido, interpretação esta que corrobora o que se

vê na prática.

2. Conceitos Básicos

Nesta seção apresentaremos os fundamentos básicos necessários para

a aplicação da teoria dos conjuntos fuzzy nas seções adiante. Para maiores

informações sobre o assunto o leitor pode consultar, por exemplo, Barros e

Bassanezi (2006) ou Pedrycz e Gomide (2007).

Os subconjuntos fuzzy de uma dado espaço X são caracterizados por

funções desse espaço no intervalo unitário [0, 1]. Mais precisamente, temos

Definição 2.1. Seja X um conjunto não vazio. Um subconjunto fuzzy A

de X é um subconjunto não vazio {(x, µA(x)) : x ∈ X} de X × [0, 1] para

alguma função µA : X → [0, 1].

A função µA : X → [0, 1] e denominada função de pertinência de A e
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o valor assumido para cada x ∈ X é o grau de pertinência de x em A. O

conjunto formado por todos os subconjuntos fuzzy de um conjunto X será

denotado por F(X).

Segue diretamente dessa definição que qualquer subconjunto de X é

também um subconjunto fuzzy de X uma vez que esse conjunto é bem deter-

minado pela sua função caracteŕıstica e portanto satisfaz a definição acima.

Portanto, temos que se A ⊂ X com função caracteŕıstica χA : X → {0, 1},
então o conjunto χA = {(x, χA(x)) : x ∈ X} é um subconjunto de X × [0, 1]

com função de pertinência µχA
(x) = χA(x) para todo x ∈ X e consequente-

mente χA ∈ F(X). Para uma melhor distinção, o subconjunto fuzzy χA será

denominado aqui como um subconjunto crisp de X.

Dado um subconjunto fuzzy A em F(X) definimos, para cada α ∈ (0, 1],

o conjunto [A]α ⊂ X como sendo o conjunto dos elementos de X tal que o

grau de pertinência em A é ao menos α. O conjunto [A]α ⊂ X é denominado

α - ńıvel de A e matematicamente é definido como

[A]α = {x ∈ X : µA(x) ≥ α} para α ∈ (0, 1]

O ńıvel zero de um subconjunto fuzzy A é definido por

[A]0 =
⋃

α∈(0,1]

[A]α = supp(A)

no qual supp(A) = {x ∈ X : µA(x) > 0} é o suporte do subconjunto fuzzy

A.

Dois conjuntos conjuntos fuzzy são iguais quando as funções carac-

teŕısticas são iguais, isto é,

A = B ⇐⇒ µA(x) = µB(x) ∀x ∈ X.

A igualdade entre conjuntos fuzzy pode também ser caracterizada por meio

dos α - ńıveis. Neste caso, os conjuntos são iguais quando os α - ńıveis

coincidem para todo α ∈ [0, 1].
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Em muitos casos pode ser necessário estender o domı́nio de uma aplica-

ção f : X → Y para os subconjuntos fuzzy em F(X). Notemos que para

cada subconjunto A ⊂ X a aplicação f define o subconjunto f(A) ⊂ Y .

Supondo agora que A seja um subconjunto fuzzy X, isto é A ∈ F(X), então

precisamos determinar como será a imagem induzida pela aplicação f sobre

A. A forma como essa imagem é caracterizada pode ser feita através do

Prinćıpio da Extensão proposto por Zadeh conforme definição a seguir.

Definição 2.2. Sejam f : X → Y uma aplicação e A um subconjunto fuzzy

de X. A extensão de Zadeh f̂ : F(X) → F(Y ) é a aplicação cuja imagem é

dada por:

µf̂(A)(y) =





sup
a∈f−1(y)

µA(a) se f−1(y) 6= ∅,

0 se f−1(y) = ∅.
Vale observar que se A ⊂ X e, portanto, χA ∈ F(X), então o subcon-

junto fuzzy f̂(A) induzido pela aplicação f̂ coincide com o subconjunto fuzzy

χf(A) induzido por f . De fato, pois sendo χA ∈ F(X) tal que, χA(x) = 1

se x ∈ A e χA(x) = 0 se x ∈ X − A temos que, µf̂(A)(y) = 1 se y ∈ f(A)

e µf̂(A)(y) = 0 se y ∈ Y − A. Portanto, temos que µf̂(A)(y) = µχf(A)
(y) e,

consequentemente, f̂(A) = χf(A).

Um tipo particular de conjunto fuzzy que nos será muito útil é o

chamado número fuzzy, o qual é tentativa de generalizar números reais no

contexto fuzzy.

Definição 2.3. Um subconjunto fuzzy A ⊂ R é chamado número fuzzy se

satisfaz

• Seus ńıveis [A]α são compactos e não vazios para todo α ∈ [0, 1];

• Existe um único x tal que µA(x) = 1.

Nas figuras abaixo temos dois exemplos de números fuzzy bem conhe-

cido, os números fuzzy triangulares e gaussianos.
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x

µ(x)

1

Figura 1: Número fuzzy triangular.

x

µ(x)

1

Figura 2: Número fuzzy gaussiano.

3. Equações Autônomas com Condição Inicial

Fuzzy

Considere o seguinte problema de valor inicial determinado pela equação

{
x′(t) = f(x(t)),

x(0) ∈ X0,
(3.1)

no qual x : I → R, f : R → R são funções numéricas, com I ⊂ R, e X0 um

número fuzzy.

Em termos de modelos reais, podemos interpretar o problema acima

da seguinte maneira: temos conhecimento da lei que rege o crescimento de

uma certa variável através da equação diferencial, mas a condição inicial não

é bem determinada, carregando consigo um grau de incerteza. Apesar da lei

ser determińıstica, a solução deve carregar as incertezas da condição inicial

ao longo do tempo.

Em termos matemáticos, Mizukoshi et al. (2007) apresentaram uma

interpretação da solução de uma equação diferencial com condição inicial

fuzzy baseada no prinćıpio de extensão de Zadeh. Primeiramente, a idéia

consiste em considerar o problema determińıstico associado:
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{
x′(t) = f(x(t)),

x(0) = x0.
(3.2)

Sabemos que quando a função f é continuamente diferenciável, a solução

do problema acima é única e depende continuamente da condição inicial, isto

é, a solução ϕ(t, x0) do problema (3.2) é uma função cont́ınua de x0. Logo,

definimos a solução do problema (3.1) como a extensão de Zadeh da função

x0 → ϕt(x0) = ϕ(t, x0). Tal solução é denotada por ϕ̂t(X0)

Por exemplo, considere a equação loǵıstica determińıstico:

{
x′ = ax− bx2,

x(0) = x0.
(3.3)

Temos que K = a/b é a capacidade suporte do meio. A solução de (3.3) é

dada por:

x(t) =
Kx0

(K − x0)e
−at + x0

.

Se 0 < x0 < K/2, então um esboço da solução é dado pela Figura 3.

t

ϕ
t
(x

o
)

(t∗, x∗)

Figura 3: Solução da equação loǵıstica determińıstica.
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O tempo t∗ onde se dá a inflexão para a equação loǵıstica é determinado

pela equação:

K − x0

x0

= eat∗ . (3.4)

Assim, t∗ depende continuamente da condição inicial x0

t∗ = g(x0) =
1

a
ln

K − x0

x0

e temos que t∗ → 0 quando x0 → K/2, e t∗ →∞ quando x0 → 0.

Consideremos agora o modelo com condição inicial fuzzy associado:

{
x′ = ax− bx2,

x(0) ∈ X0.
(3.5)

Aqui X0 é um número fuzzy triangular centrado em x0 e de raio ε > 0,

satisfazendo supp(X0) ⊂ (0, K/2), isto é,

[x0 − ε, x0 + ε] ⊂ (0, K/2). (3.6)

A representação gráfica da solução de uma equação autônoma com

condição inicial fuzzy pode ser feita por meio dos α - ńıveis, conforme pro-

posto em Cecconello (2006). A Figura 4 é a representação gráfica para a

equação loǵıstica.
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Figura 4: Representação gráfica da solução fuzzy loǵıstica.

A interpretação para a figura acima é baseada nas propriedades da

solução estendida ϕ̂t(X0) e nas propriedades dos fluxos determińısticos uni-

dimensionais.

Primeiramente, a unicidade da solução com relação à condição inicial

implica que o grau de pertinência de ϕt(x) no conjunto fuzzy ϕ̂t(X0) é igual

ao grau de pertinência de x em X0 (Mizukoshi et al., 2007). Além disso, pela

monotonocidade da solução determińıstica com relação à condição inicial,

temos que [X0]
α = [aα, bα] implica que [ϕ̂t(X0)]

α = [ϕt(aα), ϕt(bα)] para

todo α ∈ [0, 1] e t ≥ 0. Notemos ainda que, para todo β > α temos [Xo]
β ⊂

[X0]
α e como consequência temos [ϕ̂t(Xo)]

β ⊂ [ϕ̂t(X0)]
α.

A Figura 4 é portanto, a evolução dos α - ńıveis da solução fuzzy ϕ̂t(X0).

Quanto maior for o valor de α mais escuro é o sombreado, istoé, maior é o

grau de pertinência de ϕt(x) ao conjunto fuzzy ϕ̂t(X0).

4 Ponto de Inflexão Fuzzy

Vamos introduzir nesta seção o conceito de tempo de inflexão para

fluxos fuzzy.
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4.1 Equação Loǵıstica Fuzzy

Como vimos, para cada t ≥ 0, a solução fuzzy ϕ̂t(X0) da equação

loǵıstica obtida pela extensão de Zadeh do fluxo determińıstico ϕt(x0) possui

como suporte o intervalo [ϕt(xo − ε), ϕt(xo + ε)].

A questão que surge neste caso é saber em que instante ti ≥ 0 tem-

se a amplitude máxima desse suporte. Em outras palavras, quando se tem

a maior amplitude da incerteza acarretada por uma incerteza inicial X0.

Denominaremos o tempo ti de maior amplitude do suporte por tempo de

inflexão fuzzy.

Os resultados a seguir respondem esse questionamento.

Teorema 4.1. Sejam t∗ o ponto de inflexão da solução determińıstica, ti o

tempo correspondente à maior amplitude da solução fuzzy da equação loǵıstica.

Se [xo − ε, xo + ε] ⊂ (0, K/2) então t∗ < ti e ti → t∗ quando ε → 0.

Prova: Sejam x1(t) e x2(t) as respectivas soluções dos problemas deter-

mińısticos

{
x′ = ax− bx2,

x(0) = x0 − ε,
{

x′ = ax− bx2,

x(0) = x0 + ε.

Desde que x2(t) > x1(t) para todo t ≥ 0, para encontrarmos ti basta

acharmos o ponto de máximo da função f(t) = x2(t)− x1(t). De fato,

f ′(t) = [x2(t)− x1(t)][a− b(x1(t) + x2(t))].

Logo, os pontos cŕıticos de f são os pontos t satisfazendo x1(t)+x2(t) = a/b.

Resolvendo esta equação, verificamos que existe uma única solução ti a qual

é ponto de máximo de f e satisfaz a equação

(K − x0)
2 − ε2

x2
0 − ε2 = e2ati . (4.1)
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As equações (3.4) e (4.1) mostram que ti → t∗ quando ε → 0. Além

disso, também implicam que

e2a(t∗−ti) =
[x2

0 − ε2](K − x0)
2

[(K − x0)
2 − ε2]x2

0

= γ (4.2)

A condição (3.6) implica que ε < x0 e dáı conclúımos que

0 < x2
0 − ε2. (4.3)

Novamente a condição (3.6) garante que ε < K/2− x0 < K − x0 e portanto

0 < (K − x0)
2 − ε2. (4.4)

Segue de (4.2), (4.3) e (4.4) que γ > 0. Além disso, x0 < K/2 implica

que γ < 1.

Portanto, e2a(t∗−ti) = γ com 0 < γ < 1 de onde podemos concluir então

que 2a(t∗ − ti) = ln γ < 0, isto é, t∗ < ti.

A expressão (4.1) nos permite relacionar o tempo de inflexão fuzzy com

os tempos de inflexão das soluções determińısticas x1(t) e x2(t).

Teorema 4.2. Seja t∗−ε e t∗ε os pontos de inflexão do modelo loǵıstico com

condições iniciais xo−ε e xo+ε, respectivamente. Então o tempo de inflexão

fuzzy é dado por

ti =
t∗−ε + t∗ε

2

Prova: Da expressão (3.4), temos que:

t∗−ε =
1

a
ln

K − xo + ε

xo − ε

t∗ε =
1

a
ln

K − xo − ε

xo + ε
.



92 Cecconello, Brandão, Bassanezi

Agora, por (4.1) temos as seguintes igualdades:

ti =
1

2a
ln

(K − xo)
2 − ε2

x2
o − ε2

=
1

2a
ln

[(
(K − xo) + ε

xo − ε

)(
(K − xo)− ε

xo + ε

)]

=
1

2

[
1

a
ln

K − xo + ε

xo − ε
+

1

a
ln

K − xo − ε

xo + ε

]

=
1

2
(t∗−ε + t∗ε).

Logo, está provado o teorema.

Vale notar que se [x0 − ε, x0 + ε] ⊂ [K/2, K] então a função f(t) =

x2(t) − x1(t) é decrescente. Neste caso, temos que a maior amplitude do

suporte da solução fuzzy ϕ̂t(X0) ocorre em t = 0.

4.2 Outros Modelos de Crescimento Inibido

A discussão apresentada anteriormente para a equação loǵıstica, pode

ser levada para modelos unidimensionais de crescimento inibido que apre-

sentam ponto de inflexão, como por exemplo, o modelo de von Bertalanffy,

modelode Gompertz, modelo de Montrol, etc.

De maneira geral, tais modelos são dados por uma equação autônoma{
x′(t) = f(x(t)),

x(0) = x0.
(4.5)

com f : I → R satisfazendo: f(0) = f(K) = 0 e f(x) > 0 para todo

x ∈ (0, K).

Se a função f é côncava, então o Teorema do Valor Médio garante a

existência de um ponto de máximo x∗ ∈ (0, K) que é o valor onde ocorre a

inflexão para o fluxo determińıstico ϕt(x0) gerado por (4.5).

Como veremos a seguir, sob as condições aqui discutidas, as soluções

das equações de crescimento inibido fuzzy associadas apresentam ponto de

inflexão fuzzy quando a condição inicial é incerta.
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Teorema 4.3. Sejam f : I → R em (4.5) côncava, f(0) = f(K) = 0,

f(x) > 0 para todo x ∈ (0, K) e x∗ o ponto de inflexão para o fluxo ϕt(x0).

Se a condição inicial fuzzy X0 é tal que [X0]
0 = [x0 − ε, x0 + ε] ⊂ (0, x∗)

então existe um tempo único de inflexão fuzzy ti ∈ (t∗ε, t
∗
−ε) para o fluxo fuzzy

ϕ̂t(X0).

Prova: Tal como para a equação loǵıstica, definimos x1(t) e x2(t) como as

respectivas soluções dos problemas determińısticos

{
x′ = f(x),

x(0) = x01 = x0 − ε;

{
x′ = f(x),

x(0) = x02 = x0 − ε.

Seja g : R+ → R definida por g(t) = x2(t)− x1(t). Desde que g(t) > 0 para

todo t ≥ 0, então o tempo de inflexão fuzzy existe se a função g admitir um

ponto de máximo. Para mostrar isso, provemos primeiramente que existe

ti > 0 tal que g′(ti) = 0.

x

f
(x

)

x
∗

t

ϕ
t
(x

o
)

t
∗

ε t
∗

−ε
t
∗

x
∗

Figura 5: Solução de (4.5) para f(x) côncava.

Com efeito, temos que g′(0) = f(x02) − f(x01) > 0 uma vez que f é

côncava e [X0]
0 ⊂ (0, x∗). Por outro lado, desde que x1(t) → K quando t →

∞, existe τ > 0 tal que x2(τ) > x1(τ) ≥ x∗ e, novamente pela concavidade de

f , temos que g′(τ) < 0. Assim, a continuidade de g′(t) garante que existe um
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único ti > 0 tal que g′(ti) = f(x2(ti))−f(x1(ti)) = 0, de onde conclúımos que

x2(ti) > x∗ > x1(ti). Como ϕt(x) é crescente, isso implica que ti ∈ (t∗ε, t
∗
−ε).

Uma vez que g(ti) é crescente para t < ti e decrescente para t > ti

então ti é um ponto de máximo para g(t) e portanto temos a existência de

um tempo de inflexão fuzzy.

Vale notar que, como para equação loǵıstica, se [X0]
0 ⊂ [x∗, K] então

a função g(t) = x2(t) − x1(t) é decrescente. Neste caso, temos que a maior

amplitude do suporte da solução fuzzy ϕ̂t(X0) ocorre em t = 0.

A determinação do tempo de inflexão fuzzy, cuja existência é garantida

pelo teorema acima, depende de cada caso especificamente, isto é, depende

da equação (4.5) considerada.

Exemplo 4.1. Consideremos o modelo de von Bertalanffy dado pela equação
{

x′(t) = αxγ − βx,

x(0) = x0.
(4.6)

De acordo com o Teorema 4.3 existe, ti > 0 onde a amplitude do suporte

da solução fuzzy ϕ̂t(X0) é máxima, isto é, o modelo de von Bertalanffy admite

um tempo de inflexão fuzzy.
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Figura 6: Representação gráfica da solução fuzzy para o modelo de von Berta-
lanffy.
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Na Figura 6 acima temos a representação gráfica da solução ϕ̂t(X0) para

α = 0.6325, β = 0.2 e γ = 0.75. A condição inicial é o número triangular

fuzzy X0 = (0.1/5/9.9).

A tempo de inflexão para a solução determińıstica ϕt(x0) com condição

inicial x0 = 5 é t∗ = 14.9197 enquanto que o tempo onde ocorre a inflexão

fuzzy é ti = 18.0760. Como no caso da solução loǵıstica, temos t∗ < ti. No

entanto, aqui não vale a igualdade do Teorema 4.2, uma vez que, (t∗−ε +

t∗ε)/2 = 17.5369.

5. Conclusões

Além da questão puramente matemática, os Teoremas 4.1 e 4.2 corrobo-

ram com algumas questões práticas. Quando se usa modelos de crescimento

inibido determińıstico na modelagem do crescimento em peso de animais cri-

ados em cativeiro para a alimentação humana (peixes, aves e mamı́feros de

corte), procura-se fazer o abate num tempo próximo ao ponto de inflexão de-

termińıstico t∗ para se obter um aproveitamento ótimo (máximo rendimento

com menor custo). Na verdade, na prática, o abate é feito logo após o tempo

de inflexão determińıstico t∗. O modelo com condição inicial fuzzy nos diz

que, numa situação de incerteza, a melhor escolha para o tempo de abate

é de fato dada pelo modelo fuzzy conforme os resultados demonstrados. O

tempo de abate deve ser ti e este tempo é obtido conforme o grau de con-

fiança que tenhamos nos dados iniciais. Quanto menor o valor de ε maior é

conhecimento dos dados iniciais, menor é a incerteza, mais próximo o modelo

fica do determińıstico e podemos tomar o tempo de abate muito próximo do

ponto de inflexão da solução determińıstica. Por outro lado, se ε é grande,

isto é, o desconhecimento dos dados iniciais é grande e o grau de incerteza é

alto, então ti nos dá uma segurança como tempo de abate diante da incerteza

dos dados iniciais.
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1. Introdução

As células são as unidades estruturais e funcionais dos organismos

vivos, formando diferentes tecidos e órgãos. Representam a menor porção

de matéria viva dotada de autoduplicação independente através de mitose,

processo por meio do qual uma célula-mãe origina duas células-filha com as

mesmas informações genéticas armazenadas nos cromossomos (Blasco, 2007).

Na fase de embrião, todos os tecidos do corpo humano são gerados

por células-tronco (CTs) embrionárias dotadas de extrema plasticidade. Já

os tecidos vivos adultos são constitúıdos majoritariamente por células es-

pecializadas (CEs), nas quais caracteŕısticas espećıficas são desenvolvidas

através da super-expressão de determinados setores de seu genoma e da

sub-expressão de outros (Cookson, 2005). Porém, sabe-se hoje que nos teci-

dos adultos também é posśıvel encontrar reservatórios de células-tronco não-

especializadas e sabe-se que a função dessas CTs é auxiliar na reposição

celular (Soares, 2005). Após a mitose, CTs filhas podem manter suas carac-

teŕısticas de plasticidade ou, sob certos est́ımulos bioqúımicos, se diferenciar

para assumir funções especializadas dentro do tecido.

A duplicação do material genético da célula-mãe, que ocorre nas eta-

pas iniciais da mitose, por ser um processo complexo e minucioso carrega

certa probabilidade de erro. E nem sempre todos os erros ocorridos du-

rante a mitose podem ser corrigidos. Isso implica na incorporação gradual

de mutações ao acervo genético das células-filhas, sobretudo daquelas que

pertencem a linhagens que já passaram por um grande número de divisões

celulares. Aı́ reside uma importante via de conexão entre o envelhecimento

e o comportamento celular maligno (Pinho, 2000). Para preservar a inte-

gridade genética, com o tempo as CEs perdem a capacidade de se dividir e

entram em senescência (Prieur e Peeper, 2008).

Os telômeros são estruturas protéicas especializadas presentes nas ex-

tremidades dos cromossomos e responsáveis por sua proteção. Devido às

limitações inerentes ao processo de replicação do DNA, cada divisão celular
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acarreta a perda de uma pequena parte de seqüência telomérica herdada pelas

células-filhas (Weinberg, 1998; Cano, 2006). Dessa forma, o número de di-

visões celulares por que já passou determinada linhagem de células somáticas

normais fica marcado no encurtamento dos telômeros.

A perda telomérica não é imediatamente um problema para a célula,

mas o acúmulo de perdas pode levar à instabilidade cromossômica (Pinho,

2000; Weinberg, 1998). Para evitar que células com alta probabilidade de

apresentar anomalias genéticas continuem se dividindo, o processo de mitose

deixa de acontecer quando o comprimento dos telômeros atinge um limite

cŕıtico. Leonard Hayflick (1965) mostrou que células cultivadas in vitro se

reproduziam cerca de 50 vezes antes de morrer. Células-tronco são exceções

para essa regra, sendo capazes de se dividir indefinidamente sem o encurta-

mento dos telômeros e assim mantendo sua qualidade genética.

Neste trabalho introduzimos dois modelos computacionais para a sim-

ulação de tecidos vivos, em cada um dos quais é levado em consideração o

número de mitoses acumuladas em cada linhagem celular.

2. Objetivos

Este trabalho tem como objetivo comparar as capacidades de manutenção

e regeneração em um modelo sem a introdução das CTs e em um modelo

com a introdução das CTs. Dessa forma discutiremos o papel das células-

tronco na manutenção estrutural e funcional dos tecidos celulares adultos,

assim como na preservação de sua qualidade genética contra o acúmulo de

mutações resultantes de erros durante a duplicação do material genético.

3. Metodologia

Em nossa modelagem usaremos tempo discreto, com o incremento ∆t

correspondendo à duração t́ıpica de uma mitose celular. A população de

células pertencentes a linhagens com n mitoses (n-ésimo estágio) no instante
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t será representada por Pn(t), com n ∈ {0, 1, . . . , H}, sendo H o limite de

Hayflick fixado em 50.

No modelo sem células-tronco (designado como SCT) variações na pop-

ulação podem acorrer apenas devido às mitoses e à mortalidade das células.

Cada mitose de uma célula-mãe no n-ésimo estágio diminui Pn em uma

unidade e aumenta Pn+1 em duas unidades. Por simplicidade, vamos admitir

que a taxa de mitose celular, representada por α, não dependa de n. Após ser

atingido o limite de Hayflick as células entram em senescência e não se divi-

dem mais. Também vamos adotar a hipótese simplificadora da mortalidade

espontânea acontecer com taxa β igual para todas as populações celulares

em todos os estágios, inclusive para aquelas já em senescência. Todas as

taxas são mantidas constantes ao longo do tempo. Seguindo essa prescrição,

a dinâmica populacional é descrita pelo conjunto a seguir de equações de

evolução.

P0(t + 1) = (1− β − α)P0(t),

P1(t + 1) = (1− β − α)P1(t) + 2αP0(t),
...

Pn(t + 1) = (1− β − α)Pn(t) + 2αPn−1(t),
...

PH−1(t + 1) = (1− β − α)PH−1(t) + 2αPH−2(t),

PH(t + 1) = (1− β)PH(t) + 2αPH−1(t).

(3.1)

O conjunto de equações (3.1) pode ser escrito em forma matricial por

meio de uma matriz de transição triangular inferior, com elementos não-nulos

somente na diagonal principal e na diagonal logo abaixo.

Nosso segundo modelo (designado como CCT) toma como ponto de

partida o modelo SCT, inclusive preservando o mecanismo de divisão celular

das células especializadas, mas utiliza também células-tronco para auxiliar na

reposição celular. Supomos que as células-tronco entram em ação quando a

população celular total da amostra de tecido, P (t) =
∑H

n=0 Pn(t), cai abaixo

de determinada valor cŕıtico Pcr, abaixo do qual o tecido não teria condições
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de manter adequadamente suas propriedades estruturais ou funcionais. A

divisão das células-tronco mantidas dentro da amostra, seguida da especial-

ização das células-filha, introduz novas células no estágio 0. O aporte de

novas células é proporcional a [Pcr − P (t)]/Pcr, o déficit fracional de células

em relação à população cŕıtica, e a um parâmetro funcional γ espećıfico de

cada tipo celular, que leva em conta a disponibilidade de células-tronco e out-

ras caracteŕısticas sistêmicas que vamos supor constantes. A nova equação

de evolução para P0 será

P0(t + 1) = (1− β − α)P0(t) + γ
Pcr − P (t)

Pcr

, (3.2)

enquanto todas as populações nos estágios superiores evoluem da mesma

forma prescrita em (3.1).

Na seção de resultados compararemos a eficiência dos modelos SCT e

CCT para a preservação da população celular. Veremos que a introdução

das células-tronco garante um peŕıodo de sobrevivência estável muito mais

longo para o tecido.

Além do papel de manter o número de células do tecido compat́ıvel

com suas funções estruturais e funcionais, veremos que a introdução das CTs

tem impacto significativo na preservação da qualidade genética da amostra.

Vamos assumir que o número de mutações acumuladas em cada linhagem

seja proporcional ao número de mitoses por que passou essa linhagem. Um

parâmetro da qualidade genética da amostra, cuja evolução será seguida, é

dado pelo inverso do número médio de mitoses presentes nas linhagens das

células do tecido:

Q(t) =

[
1

P (t)

H∑
n=1

nPn(t)

]−1

. (3.3)

4. Resultados

Para a simulação dos modelos foi constrúıdo um programa na linguagem

PASCAL. A opção pela participação ou não de células-tronco é feita facil-
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mente com a fixação do parãmetro γ na equação (3.2). γ = 0 nos coloca

no modelo SCT. Para o modelo CCT foi utilizado o valor γ = 0, 5. A con-

figuração incial do sistema consistia de 3000 células, todas no estágio 0, ou

seja, sem mitoses passadas e sem perdas teloméricas.

Figura 1: Dinâmica populacional de células num tecido sem a ativação de

células-tronco. Parâmetros α = 0, 15 e β entre 0, 15 e 0, 45.

A Figura 1 mostra curvas de população total obtidas para o modelo

SST. As taxas de mortalidade variam entre 0, 15 e 0, 45, com taxa de mi-

tose fixada em 0, 15. Taxas de mortalidade superiores à de mitose via de

regra produzem a extinção bastante rápida da amostra, ao passo que taxas

de mortalidade inferiores (não mostrado na figura) produzem explosões pop-

ulacionais igualmente inviáveis para o equiĺıbrio do tecido. O equiĺıbrio das

taxas implica em um peŕıodo de população celular estável, mas que vai envel-

hecendo rapidamente a medida que os telômeros encurtam em cada divisão

celular. Quando as células começam a entrar em senescência a amostra não

consegue mais se renovar e o decĺınio é rápido.

A Figura 2 mostra resultados das simulações do modelo CCT. Uti-

lizamos os mesmos valores de α e β empregados no modelo SCT e fixamos
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γ = 0, 5. Inicialmente as curvas são idênticas às obtidas na Figura 1, com

a população inicial de 3000 células decaindo naquelas mesmas escalas de

tempo dependentes de β já observadas. Porém, ao cruzar o valor Pcr (fix-

ado em 1500) de ativação das células-tronco, as populações rapidamente se

estabilizam e a partir dáı permanecem próximas, ligeiramente abaixo, desse

valor de ativação. O sistema se mantém em equiĺıbrio estável, com o débito

de células mortas sendo compensado pelas células novas introduzidas via es-

pecialização de células-tronco recém-divididas e ainda pela mitose cont́ınua

das células comuns.

Figura 2: Dinâmica populacional de células num tecido com a ativação de

células-tronco. Parâmetros Pcr = 1500, γ = 0, 5, α = 0, 15 e β entre 0, 15 e

0, 45.

Células criadas a partir de CTs adultas não acumulam perdas teloméricas

em suas linhagens e portanto delas se espera maior qualidade genética. A

Figura 3 mostra as curvas obtidas para Q(t) nos modelos SCT e CCT,

usando-se taxa de mitose α = 0, 10 e taxa de mortalidade β = 0, 20.

No modelo sem células-tronco a qualidade genética diminui continua-

mente. Uma queda inicial nessa variável também é identificada no modelo
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Figura 3: Evolução da qualidade genética Q(t) nos modelos SCT e CCT.

Taxa de mitose α = 0, 10, taxa de mortalidade β = 0, 20.

com células-tronco, mas quando a divisão celular das CTs é acionada pela

primeira vez o decĺınio é interrompido e até ligeiramente revertido, com Q(t)

rumando em seguida para um valor de estabilidade.

5. Conclusões

Os modelos SCT e CCT se prestaram à análise comparativa do papel

das células-tronco em tecidos celulares adultos, sobretudo no que se refere à

regeneração estrutural e à preservação do material genético contra o acúmulo

de mutações espontâneas.

Para qualquer escolha de taxas de mitose e de mortalidade celular o

modelo SCT, com reposição celular restrita à mitose das células já difer-

enciadas, demonstrou ter um ciclo de vida bastante curto. Isso se deve ao

acionamento do limite de Hayflick em decorrência da crise telomérica. A

inclusão de um reservatório de células-tronco no tecido, sendo elas notáveis
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excessões para o limite proliferativo de Hayflick, estende enormemente sua

capacidade de regeneração estrutural.

Outra conclusão importante e possivelmente menos óbvia deste tra-

balho é que o decaimento natural na qualidade genética de uma amostra

celular pode ser evitado com a inclusão de uma quantidade de células-tronco,

que passam a dividir com as células especializadas normais a tarefa de di-

visão celular. Tecidos adultos com reservatórios de CTs podem manter sua

estabilidade genética por mais tempo.

Os dois aspectos abordados neste trabalho, queda na reposição celular

e na qualidade genética, são apontados como essenciais no processo de en-

velhecimento. E resulta que ambos podem ser minimizados com a adequada

participação de células-tronco adultas.

Segundo De Pinho (2000), os efeitos das mutações acumuladas combina-

dos a outros fatores podem explicar o fato da incidência de câncer apresentar

crescimento exponencial em pessoas entre 40 e 80 anos. Além disso, Weinberg

(1998) sugere que os tecidos que sofrem perda celular constante e possuem

altas taxas de mitose são mais suscept́ıveis ao câncer devido às mutações

ocorridas durante a divisão celular. Portanto a inclusão de células-tronco no

modelo não apenas pode retardar o envelhecimento, mas também diminuir a

probabilidade de aparecimento de tumores e outras anomalias genéticas.
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Resumo. Apresentamos um estudo da dinâmica da varicela e sua relação
com o herpes-zóster por meio de um modelo matemático SIR + IR

(Bassanezi e Ferreira Jr, 1978; Edelstein-Keshet, 1988; Yang, 2001) . Pela
análise deste modelo, e através de simulações numéricas, chegamos a con-
clusão que a presença do herpes-zóster na população de humanos pode ser
uma explicação plauśıvel para os surtos periódicos de varicela, garantindo
assim a não extinção do v́ırus varicela-zoster.
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1. Introdução

A varicela, doença causada pelo v́ırus varicela-zoster, se manifesta com

febre e aparecimento de bolhas, “catapora”, que coçam. Mesmo que se

manifeste fracamente ela confere ao indiv́ıduo imunidade permanente CIVES

(2006); BEPA (2006).
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A varicela é uma doença altamente transmisśıvel, podendo sua trans-

missão ocorrer em qualquer tempo e lugar sendo favorecida no entanto, como

toda doença de transmissão direta, pelo maior número de contatos entre as

pessoas suscet́ıveis e as infecciosas CDC (2006); BEPA (2006). Em geral,

o sistema imunológico controla a replicação viral e, na maioria dos casos, o

indiv́ıduo evolui para a cura, mesmo sem tratamento espećıfico, principal-

mente em crianças saudáveis CDC (2006); CIVES (2006). Assim, não requer

hospitalização nem cuidados especiais e é bem comum em nosso páıs. Devido

a isso, por muito tempo foi considerada uma doença sem relevância e, até

hoje, não é de notificação compulsória.

Mas, nos adultos os sintomas são mais sérios e a doença mais perigosa.

A taxa de letalidade entre adultos está, entre 15 e 45 vezes maior que a mesma

entre crianças CDC (2006); CIVES (2006). Há também a forma congênita

muito perigosa podendo ocorrer má formação entre outras complicações em

recém nascidos de mães que tiveram a doença na gravidez. Vale lembrar

ainda o grande risco dos imunodeficientes e que estes dados são referentes

a pessoas saudáveis, o que não é muito comum em nosso páıs. Devido a

tudo isso, a varicela começa a ser vista pelas autoridades de saúde como ela

realmente é: um sério problema para a humanidade que agrava com o tempo.

Assim, ao estudar a varicela e compreender melhor sua dinâmica vimos

que sérias complicações podem vir dela. Destacamos que durante o episódio

da varicela, geralmente na infância, alguns v́ırus invadem os gânglios nervosos

espinhais e, ou, dos nervos cranianos, onde permanecem na forma latente,

sem se multiplicar e sem causar danos ou sintomas. E muitos anos depois,

tipicamente após os 50 anos de idade, o envelhecimento do sistema imunitário

leva à moderada imunodepressão, e o v́ırus é reativado. Contudo a imunidade

adquirida pelo indiv́ıduo é ainda suficiente para impedi-lo de causar novo

episódio de varicela sistêmica. Em vez disso, ele limita-se a multiplicar-

se nos nervos sensitivos nos quais foi reativado. O resultado é o episódio

de herpes-zóster, “cobreiro”, seguido de enfraquecimento, comichão, fortes

dores e feixes de bolhas sobre um lado do corpo CDC (2006). O indiv́ıduo
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com herpes-zóster pode transmitir o varicela-zoster, causando a varicela em

pessoas suscet́ıveis BEPA (2006).

2. Objetivos

– Propor um modelo baseado na Lei da Ação das Massas em epi-

demiologia, SIR + IR, para descrever a dinâmica da varicela e sua

relação com o Herpes-zóster;

– Realizar simulações numéricas do modelo para extrair informações so-

bre a doença e assim entender como o Herpes-zóster é importante na

permanência da varicela na população;

– Dar uma explicação plauśıvel para a não extinção do v́ırus varicela-

zoster.

3. Metodologia

Para descrever a dinâmica da transmissão da varicela, consideramos a

população humana total, N(t), dividida em cinco sub-populações (ou com-

partimentos) e a consideramos grande o suficiente para que possamos con-

siderar cada uma das sub-populações como uma variável cont́ınua. A saber:

• S(t) é o número de pessoas sadias mas, sujeitas à infecção caso entre

em contato com alguém infectado, por varicela ou herpes-zóster, num

instante de tempo t.

• Iv(t) é o número de infecciosos com varicela, podendo transmitir o v́ırus

varicela-zoster a pessoas suscet́ıveis, num instante de tempo t.

• Rv(t) é o número de pessoas que desenvolveram a varicela, foram cu-

radas e adquiriram imunidade permanente, num instante de tempo t.
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• Iz(t) é o número de infecciosos com herpes-zóster, podendo transmitir

o v́ırus varicela-zoster a pessoas suscet́ıveis, num instante de tempo t.

• Rz(t) denota o número de pessoas que desenvolveram herpes-zóster e

foram removidas desta categoria, no instante de tempo t.

Assim, a população total será dada por:

N(t) = S(t) + Iv(t) + Rv(t) + Iz(t) + Rz(t).

Consideramos também que o modelo com dinâmica vital apresenta:

• λ uma taxa de natalidade;

• µ uma taxa de mortalidade natural;

• β a taxa de transmissão da doença pelos infecciosos com varicela, Iv;

• φ a taxa de transmissão pelos infecciosos com zóster, Iz;

• γv a taxa de recuperação da infecção por varicela;

• γz a taxa de recuperação da infecção por herpes-zóster;

• α é a taxa em que os indiv́ıduos da sub-população Rv tornam-se infec-

ciosos por herpes-zóster.

Descrevemos a dinâmica da transmissão da varicela dentro deste con-

texto populacional, com a escala de tempo de anos, e consideramos que a

população não muda de tamanho, no tempo de observação que iremos avaliar,

5 anos. Assumiremos que a taxa µ é igual a taxa λ, e que todos os indiv́ıduos

naçem sadios. Assim, temos um fluxo de entrada, positivo e constante, no

compartimento dos suscet́ıveis, µN. Indiv́ıduos suscet́ıveis, S, à infecção, en-

tram em contato com os infecciosos, Iv ou Iz, tornam-se infecciosos a uma

taxa β ou φ, respectivamente. Pela Lei da Ação das Massas a taxa na qual

os indiv́ıduos suscet́ıveis tornam-se infecciosos é proporcional ao número de
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encontros entre suscet́ıveis e os infecciosos. E assim, desenvolvendo a varicela

sistêmica, passando para a sub-população Iv. Recuperam-se a uma taxa γv

desenvolvendo imunidade permanente para a varicela, passando assim, para

a sub-população dos removidos Rv. Estes, por sua vez, podem desenvolver o

herpes-zóster a uma taxa α passando assim, para uma nova sub-população

de infecciosos por herpes-zóster, Iz e, dessa se recuperam a uma taxa γz

passando, para uma última sub-população, a de removidos do herpes-zóster

denominada Rz, onde permanecem CDC (2006). Temos que o peŕıodo em

que o indiv́ıduo fica doente com varicela é γ−1
v , uma semana, e o peŕıodo

em que o indiv́ıduo fica doente com herpes-zóster, γ−1
z , é três semanas CDC

(2006); CIVES (2006). Assumiremos, que a vida média do homem é de se-

tenta e um anos∗, que o herpes-zóster, em geral, surge após os cinqüênta

anos de idade e que a taxa de contágio da varicela é muito maior do que a

do herpes-zóster uma vez que a pessoas com zóster, em geral, fica debilitada,

ou seja, sem condições de movimentação, logo dificultando a transmissão do

v́ırus.

O que acabamos de escrever pode ser, simplificadamente, esquemati-

zado por um diagrama de compartimentos, que segue:

µN // S

βSIv

²²

µS//

((QQQQQQQQQQQQQQQQQ

Iz

φSIz

vvmmmmmmmmmmmmmmmmm
µIz//

γzIz

²²

Iv
µIvoo

γvIv

²²

Rz µRz

//

RvµRv

oo

αRv

CC̈
¨̈

¨̈
¨̈

¨̈
¨̈

¨̈
¨̈

¨̈
¨̈

¨̈
¨̈

¨̈
¨

Desta forma definimos o seguinte sistema dinâmico:

∗Fonte:IBGE
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



dS

dt
= µN − µS − βSIv − φSIz

dIv

dt
= −µIv + βSIv + φIzS − γvIv

dRv

dt
= −µRv + γvIv − αRv

dIz

dt
= −µIz + αRv − γzIz

dRz

dt
= −µRz + γzIz

(3.1)

Após introduzir a escala apropriada, adimensionalizamos o sistema

(3.1), usando as seguintes unidades: N para a população de humanos e µ−1

para o tempo, os quais nos fornece os parâmetros adimensionais β̄ = β
µ
N ,

φ̄ = φ
µ
N, γ̄v = γv

µ
, γ̄z = γz

µ
, ᾱ = α

µ
. Para simplificação de notação utilizaremos

a mesma do sistema (3.1) e desconsideramos a sua última equação, pois pelo

tempo de observação consideramos que a população total está fixa, ou seja,

µ = λ. Logo para se obter a quantidade de indiv́ıduos em Rz(t) basta uma

simples diferença entre N e as demais sub-populações. Dáı, temos o sistema

adimensional:





dS

dt
= 1− S − βSIv − φSIz

dIv

dt
= −Iv + βSIv − γvIv + φIzS

dRv

dt
= −Rv + γvIv − αRv

dIz

dt
= −Iz + αRv − γzIz

(3.2)
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Os parâmetros adimensionais utilizados para simulação, baseados nas

informações anteriores são apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Valores adimensionais estimados para os parâmetros µ, α, γv e γz,

extráıdos de CDC (2006); CIVES (2006).

µ 3, 9138× 10−5 α 1, 4

γv 3650 γz 1216

4. Resultados

Consideramos no sistema (3.2) β, φ, γv, γz e α constantes positivas.

Determinamos os pontos de equiĺıbrio que são soluções do sistema homogêneo

associado, obtendo P0 = (1, 0, 0, 0), equiĺıbrio trivial e

P1 =

(
A,B,

γv

1 + α
B,

αγv

(1 + γz)(1 + α)

)
,

onde A =
(1 + γv)

β + (φαγv/(1 + γz)(1 + α))
, B =

(1/A− 1)

β + (φαγv/(1 + γz)(1 + α))
.

Determinamos o comportamento destes pontos de equiĺıbrio pela análise

das ráızes da auto-equação

Q(x) = det(J∗ − Ix) (4.3)

onde I é a matriz identidade 4×4 e J∗ é a matriz jacobiana do sistema (3.2).

Substituindo as coordenadas do ponto P1 na equação (4.3), obtemos

o seguinte polinômio caracteŕıstico: Q1(x) cujo o termo de grau um tem o

seguinte coeficiente:

a1 =

(
1 + βB +

φαγv

(1 + γz)(1 + α)
B

)
[(1 + γz)(2 + γv + α− βA)]

+φαγvA + βAB

(
β +

φαγv

(1 + γz)(1 + α)

)
(2 + α + γz)

+(1 + γv − βA)(1 + γz)(1 + α)



116 Vieira & Takahashi

que será positivamente definido desde que
1

A
> 1. Note que, essa é também

a condição de existência de P1.

Sabemos do Teorema Fundamental da Álgebra Monteiro (1978), que

este polinômio possui quatro ráızes em C. Dáı, como o coeficiente do termo de

primeiro grau é positivo, consegue-se garantir facilmente, por manipulações

algébricas supondo a existência de quatro ráızes sendo ora quatro reais, de-

pois duas reais e duas complexas e finalmente quatro complexas, que ele terá,

pelo menos uma raiz, com parte real negativa.

Assim sendo, temos que P1 é pelo menos um ponto de sela. Logo, é

posśıvel que se aparecer em uma população sadia, alguém com varicela esta

população deverá conviver com a doença. Isto será comprovado numerica-

mente.

Para o ponto P0 pelas simulações utilizando os dados da Tabela 1, vemos

que ele não é estável. Sabemos que, P0 na equação (4.3) adimite x = −1

como raiz. Logo, se trata de um ponto de sela.

5 Simulações

As simulações foram feitas utilizando o pacote ode23s do Matlab, que

resolve Equações Diferenciais do tipo Stiff utilizando o método de Runge

- Kutta de segunda ordem, com os parâmetros de referência dados na Tabela

1 para a dinâmica da doença, numa região com condições favoráveis à sua

propagação. Estes juntamente com os parâmetros de β e φ cujos valores são

heuŕısticos e as condições iniciais para o sitema (3.2), compõem a Tabela 2.

A Figura 1 mostra que no ińıcio com o aparecimento de indiv́ıduos

infecciosos, Iv(0), na comunidade suscet́ıvel, provoca uma forte epidemia e

rapidamente a população de suscet́ıveis, S, cai, enquanto que a de infecciosos,

Iv, cresce seguida pela sub-população de removidos da varicela, Rv.

Na Figura 2 vemos que praticamente toda sub-população de suscet́ıveis,

S, é tomada pela varicela e passa, com o tempo, a compor a sub-população de
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Tabela 2: Parâmetros adimensionais extráıdos de CDC (2006); CIVES

(2006); BEPA (2006) e Tabela 1 para a dinâmica da varicela. As condições

iniciais foram tomadas de tal forma que represente o surgimento de indiv́ıduos

infecciosos numa população originalmente suscet́ıvel.

µ 3, 9138× 10−5 α 1, 4 β 22995

γv 3650 γz 1216 φ 2, 555

S(0) 0, 99 Iv(0) 0, 01 Rv(0) 0

Iz(0) 0 Rz(0) 0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x 10
−4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

t

P
(t

)

S 
Iv
Rv
Iz
Rz

Figura 1: Estabelecimento da doença devido a infecciosos Iv (Iv–curva que

inicia em 0.1 )na população S (S–curva do alto da figura) e surgimento dos

remov́ıdos da varicela Rv ( Rv – curva que inicia em 0 e termina próximo de

0.1)

removidos, Rv. Devido a esta forte epidemia a sub-população de infecciosos,

Iv, não tem como se manter pois não houve tempo da sub-população de

suscet́ıveis se renovar, assim Iv diminui drasticamente.

A Figura 3 mostra o surgimento da população de infecciosos zóster, Iz.

Finalmente, na Figura 4 vemos os surtos periódicos de varicela, des-
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Figura 2: A varicela provoca uma epidemia transformando praticamente toda

sub-população de suscet́ıveis, S (S–curva que inicia entre 0.5 e 0.6 ) , na de

removidos, Rv(Rv–curva que inicia em 0.1 e termina proximo de 1 ) nota-se

um forte decréscimo de Iv(Iv–curva que inicia entre 0.4 e 0.5 )

critas pelas oscilações da população de infecciosos por varicela, Iv, conver-

girem para um valor não nulo, como era de se esperar uma vez que P1 é pelo

menos sela. Estes pulsos da população de infecciosos é t́ıpico em sistemas

que descrevem epidemias Yang (2001). Note que, com esta simulação temos

o estabelecimento da doença, ou seja, ela sempre estará presente nesta po-

pulação, não tão forte como no seu surgimento, mas todos os anos teremos

surtos de varicela, até chegarmos a uma quantidade limiar, que pode ser

calculada através da expressão do ponto P1.

Simulações sem o zóster

Destacamos agora que se desconsiderarmos o zóster, o sistema (3.2),

se reduz ao modelo SIR acrescido das taxas de mortalidade e natalidade
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Figura 3: Após a queda da sub-população de Iv(Iv–curva que inicia no alto

da figura e termina próximo de zero), e com o crescimento da sub-população

de removidos, Rv(Rv–curva que nem aparece nesta figura), começa a surgir

a sub-população de infecciosos zóster, Iz(Iz–curva que inicia entre 0 e 1 e

termina entre 1 e 2). Percebemos também, devido à taxa de natalidade um

aumento dos suscet́ıveis, S (S–curva que inicia entre 1 e 2 e termina no alto

da figura)

(iguais, hipóteses do modelo), como segue:





dS

dt
= 1− S − βSIv

dIv

dt
= −Iv + βSIv − γvIv

dRv

dt
= −Rv + γvIv

(5.4)

Para este novo sistema adimensional utilizando os mesmos valores para

os parâmetros, Tabela 2, nas simulações, obtemos o seguinte quadro:
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Figura 4: Surtos periódicos de varicela, descritas pelas oscilações da po-

pulação de infecciosos por varicela, Iv (Iv–curva que oscila) e presença da

sub-população de infecciosos zóster, Iz (Iz–curva que inicia em 1 e termina

entre 0 e 1) responsável por causar tais surtos.

Nas Figuras 5 e 6 vemos que rapidamente a doença se espalha e con-

segue infectar praticamente toda a população, mas com o passar do tempo

a renovação pela mortalidade e natalidade, a sub-população de suscet́ıveis

cresce e chega a sua capacidade suporte, enquanto que a de infecciosos e

removidos diminuem até a extinção, ou seja, depois que a doença se espalha

causando a epidemia o v́ırus morre com a sub-população de remov́ıdos.

Observação: Na Figura 5 a curva dos suscet́ıveis, S (inicia em 1 e

termina em 0), a curva dos removidos, Rv (inicia em 0 e termina em 1). Já

na Figura 6 a curva dos suscet́ıveis, S (inicia entre 0.4 e 0.6 e termina em

1), a curva dos removidos, Rv (inicia entre 0.4 e 0.6 e termina em 0).



A Sobrevivência do Vı́rus varicela-zoster 121

0 1 2 3 4 5 6

x 10
−4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
S 
Iv
Rv

Figura 5: No ińıcio com o sur-

gimento de infecciosos na popu-

lação, originalmente suscet́ıvel, a

sub-população de Iv cresce rapida-

mente seguida pela sub-população

de removidos, Rv, enquanto que a

suscet́ıveis, S,cai.
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Figura 6: Após a epidemia

provocada pelo surgimento de in-

fecciosos na população, a sub-

população de suscet́ıveis, S, se re-

cupera chegando a sua capacidade

máxima enquanto que a de infec-

ciosos e removidos cai até a ex-

tinção, ou seja, a população fica

livre da varicela.

6. Conclusões

Assim, através das simulações apresentadas na seção anterior, podemos

conclúır que com o surgimento de infecciosos na população rapidamente a

doença se espalha e consegue infectar praticamente a todos, mas com o passar

do tempo a renovação da mesma pela natalidade e mortalidade, faz com

que a sub-população de suscet́ıveis cresça. Na ausência do herpes-zóster a

população de suscet́ıveis cresce e chega a sua capacidade suporte, enquanto

que a de infecciosos e removidos diminuem até a extinção junto com o v́ırus

varicela-zoster, pois o homem é o seu único hospedeiro, e assim a população

fica livre da varicela. Mas sabemos que isso não é real pois todos os anos

ocorrem surtos de varicela, principalmente no inverno, em nosso páıs (BEPA,

2006). Por este motivo vemos que o modelo que propomos (sistema (3.2))
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leva em consideração a existência do herpes-zóster, “cobreir”, é melhor no

sentido de que garante a permanência da varicela na população. E segundo

BEPA (2006) a varicela tem surtos mais intensos, grande número de doentes,

aproximadamente a cada quatro anos o que é também previsto em nosso

modelo, veja Figura 4

Pelas simulações temos que o varicela-zoster se extingue na ausência

do herpes-zóster. Logo, para que haja um melhor controle sobre os surtos de

varicela o ideal é que se diminua a ocorrência do herpes-zóster, mas para isso

é necessário melhorar as condições de saúde da população, uma vez que ele

aparece em pessoas que além de possuir o v́ırus, na forma latente, tenham

uma baixa em sua imunidade, ou seja, pessoas com deficiência na alimentação

e na qualidade de vida. Hoje em dia é comum jovens terem o herpes-zóster,

devido ao ŕıtmo da vida moderna. Assim devemos nos preocupar não só com

os idosos mas reforçarmos a atenção nos jovens.

Esperamos que este trabalho alerte a todos que o lerem da importância

de estudarmos mais a varicela e o seu risco para a população.
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