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Resumo. Este trabalho aplica a teoria dos conjuntos fuzzy, em particular os con-
troladores fuzzy em sistemas dinamicos. Para tanto, é necessario investigar as pro-
priedades da funcgao obtida pelo controlador, bem como assegurar que funcoes tedricas
continuas podem ser aproximadas por estas. Mais ainda, é apresentado, como princi-
pal resultado, que as solugoes de sistemas dinamicos cujo campo de direcoes é a fungao
fr, saida do controlador, converge (segundo algumas hipéteses) para solugoes de sis-
temas dinamicos tedricos. Para isso, importantes teoremas, como o que garante que
controladores fuzzy sao aproximadores universais de fungoes continuas e o teorema

da convergéncia dominada de Lebesgue foram utilizados.

Palavras-chave: Teoria dos conjuntos fuzzy; Aproximagao Universal; Solu¢do

de FEquacoes Diferenciais Ordindrias.

1. Introducao

Em geral, os processos matemaéticos que possibilitam conclusdes, a partir de
dadas informagoes, sdo modelados por funcionais: y = f(z) e referem-se apenas a
dados e funcionais matematicos “precisos”. No entanto, o uso dos conjuntos fuzzy,
combinados com a logica fuzzy, amplia estes sistemas de entrada e saida permitindo
uma modelagem com termos lingiiisticos imprecisos. Um exemplo pratico de um
sistema fuzzy muito utilizado é o controlador fuzzy, que consiste num sistema de
entradas e saidas, associadas por meio de relagoes fuzzy, com o auxilio de uma
base de regras. Devido a importancia desta ferramenta em problemas de mode-
lagem, ha pesquisas Buckeley e Hayashi (1993); H. T. Nguyen e Sirisaengtaksin
(1996); H. T. Nguyen (2000) que discutem o fato de um sistema fuzzy ser um
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aproximador universal. Por aproximador universal queremos dizer algo que pode
aproximar fungoes continuas com a exatidao desejada, em compactos. Trabalhos
como os de Nguyen H. T. Nguyen e Sirisaengtaksin (1996); H. T. Nguyen (2000)
serao extremamente Uteis em nossa pesquisa.

Para modelar um fenémeno, muitas vezes faz-se uso dos sistemas dinamicos
cléssicos, que descrevem, com alguma eficiéncia, as caracteristicas do problema em
questao. Do ponto de vista pratico, muitas vezes as informacoes disponiveis sao
apenas qualitativas, e as varidveis sao determinadas por termos imprecisos, incertos.
E nesse ponto que a teoria dos conjuntos fuzzy aparece como ferramenta para tentar
solucionar este problema, pois ela é capaz de trabalhar eficientemente com termos
imprecisos e com informagoes qualitativas.

Com o auxilio dos controladores fuzzy construiremos um sistema fuzzy que
substituird o campo de dire¢oes do problema a ser modelado. Com o auxilio de re-
sultados ja obtidos em H. T. Nguyen (2000); H. T. Nguyen e Sirisaengtaksin (1996)
teremos garantia de que esta funcao se aproxima da func¢ao teérica procurada. Mais
ainda, usamos algumas hipéteses e o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue
para formular um teorema que garante que a solugao do PVI dado pelo controlador
fuzzy se aproxima da solucao do problema tedrico. Este é o principal resultado de

nosso trabalho.

2. Objetivos

A proposta deste trabalho é utilizar controladores fuzzy para produzir fungoes
(fr), que estao de acordo com determinadas propriedades do fendémeno a ser mod-
elado. Estas familias de fungées serao construidas de modo a serem aproximadores
universais da funcao f procurada. Nosso maior interesse é estudar as solucoes desses
novos sistemas dinamicos e determinar condicoes que garantam a convergéncia destas
para as solucdes do problema teérico. Para isso, enunciaremos um teorema que ex-
plicita tais condigbes e garante o resultado desejado. Primeiramente faremos uma
breve exposicao de conceitos necessarios para um melhor entendimento do leitor.
Entre eles destacamos o controlador fuzzy e o teorema da convergéncia dominada

de Lebesgue.
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3. Metodologia

Nesta se¢ao apresentaremos alguns dos conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy,
o problema a ser resolvido e as condigoes de existéncia e unicidade de um PVI.
Um subconjunto (cldssico) A do universo U pode ser representado por sua

fungao caracteristica, que é dada por

(z) 1, sexe A
xr) =
xa 0, sex¢ A

A idéia de Zadeh, ao formular o conceito de subconjuntos fuzzy, foi estender
o conceito de um elemento pertencer ou nao a um conjunto, ampliando o con-
tradominio de x4 para [0,1]. Admitiu-se, portanto, que um elemento, ao pertencer

a um conjunto, o faz com um determinado grau.

Definicao 1 Um subconjunto fuzzy A de U, ou simplesmente conjunto fuzzy, €
caracterizado por uma funcao de pertinéncia pa4 : U — [0,1], em que o ndmero

wa(x) representa o grau de pertinéncia do elemento x ao subconjunto fuzzy A.

Definig¢ao 2 Barros e Bassanezi (2006) O operador A : [0,1] x [0,1] — [0, 1] € uma

t-norma se satisfizer as sequintes condicoes:
1. A(l,z) = 1Az = x;
2. Az,y) = zAy = yAz = Ay, x);
3. zA(yAz) = (zAy)Az;
4. Sex<wuey<wv entio xAy < ulv.

O operador t - norma modela o conectivo “e”.

Definicao 3 Barros e Bassanezi (2006) O operador V : [0,1] x [0,1] — [0, 1] é uma

t-conorma se satisfizer as sequintes condigoes:
1. V(0,z) = 0Vz = z;

2. V(z,y) =aVy =yVz =V(y,z);
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3. 2V (yVz) = (zVy)Vz;

4. Sex<uey<wv entio xVy < uVu.
O operador t-conorma modela o conectivo “ou”.

Definicao 4 H. T. Nguyen e Sirisaengtaksin (1996) D é um método de defuzzi-
ficagdo se transforma uma funcao de pertinéncia ¢(x) em um nimero real e satisfaz

as sequintes propriedades:
1. Se p(x) =0 para todo x € (—o0,a), entdo D(p) > a;
2. Se p(x) =0 para todo x € (—0o0,al, entao D(p) > a;
3. Se p(x) =0 para todo x € (a,+00), entdo D(p) < a;

4. Se p(x) =0 para todo = € [a,+00), entdo D(p) < a.

O Controlador Fuzzy: Um controlador fuzzy é um sistema de entrada
e saida baseado em regras fuzzy que possui, basicamente, quatro componentes: um
processador de entrada (ou fuzzificador), um conjunto de regras lingiiisticas, um
método de inferéncia fuzzy e um processador de saida (ou defuzzificador), que gera
um nuamero real como saida. A fuzzificagao é o estagio onde as entradas do sistema
sdo modeladas por conjuntos fuzzy com seus respectivos dominios. As fungoes de
pertinéncia sao formuladas para cada conjunto fuzzy envolvido no processo e, mesmo
que a entrada seja crisp (cldssica), ela serd fuzzificada por meio de sua fungao ca-
racteristica. A base de regras pode ser considerada como o “nucleo” do controlador
fuzzy. Nela se encontram as proposicoes fuzzy, que sao fornecidas de acordo com
um especialista. E neste ponto que as variaveis e suas classificactes lingiiisticas
sao catalogadas e, em seguida, modeladas por conjuntos fuzzy, isto é, funcoes de
pertinéncia. Esta modelagem varia de acordo com a légica fuzzy a ser adotada (t-

normas e t-conormas). A Figura 1 ilustra a arquitetura de um controlador fuzzy.

Uma base de regras constituida por r regras tem a forma:

Ry : “Proposicao fuzzy 1”

ou
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Figura 1: Esquema de um controlador fuzzy.

Ry : “Proposicao fuzzy 2"

ou

ou

R, : “Proposicao fuzzy r”.

Em geral, cada proposicao fuzzy tem a forma se “estado” entdo “resposta”,
onde cada “estado” e cada “resposta” sao valores assumidos por variaveis lingiiisticas,
e essas, por sua vez, sao modeladas por conjuntos fuzzy.

Em termos matematicos, cada uma das r proposicoes é descrita da forma

“Sexi1 é Aexqg é Ase...x, é A, entao

uléBleuQéBQe...uméB;’l,

onde = = (z1,%2,...,Tp) € u = (U1, U2, ..., Uy,) SA0 as varidveis de entrada e saida do
controlador fuzzy, respectivamente. A;, com 1 <7 < n e Bj, com 1 < j < m sao
conjuntos fuzzy que modelam matematicamente cada termo assumido pelas variaveis
de entrada e saida, respectivamente.

E importante visualizar que um controlador fuzzy é uma aplicacdo do R™ em
R construida de maneira especifica, uma vez que, dado uma n-upla (z1, z2, ..., zy),
o controlador fornece uma saida y € R. Para um conjunto de regras da forma “Se

b

x; € Ajentaoy € By, i = 1,2,...,nej =1,2,...,7", onde as varidveis x; e y
sao reais, A;; e B; sao conjuntos fuzzy, n é o nimero de varidveis de entrada e r é
o numero de regras, é construido y, = f.(z1,z2,...,x,). Tal aplicacdo dependerd
sempre: a) das funcoes de pertinéncia A;; e Bj; b) da t-norma e t-conorma escolhida

e ¢) do método de defuzzificacao adotado.
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Muitos autores garantem, para casos particulares, que um controlador fuzzy é
um aproximador universal Buckeley e Hayashi (1993); Kosko (1992); Kosko e Dick-
erson (1995), mas Nguyen, em H. T. Nguyen e Sirisaengtaksin (1996); H. T. Nguyen
(2000), generaliza e estende estes resultados. Devido a importancia de seu trabalho,
relataremos aqui algumas de suas consideracoes.

Seja a classe de fungoes F(M, L, D), onde M consiste em fungoes de per-
tinéncia tais que p(x) = @p(ax + b) para algum a,b € R com a # 0, e po(z)
continua, positiva em algum intervalo de R, e zero fora dele. L consiste em t-
normas e t-conormas continuas. D é um método de defuzzificacao que transforma

cada funcao de pertinéncia em um numero real de maneira que se ¢(x) = 0 para
v € (a, ), entio D(p(x)) € [, A,

Teorema 1 : Para qualquer metodologia (M, L,D) e qualquer subconjunto com-
pacto K C R", F(M,L,D)|x € densa em C(K) com relagdo a norma do sup.

Demonstragao: Ver em H. T. Nguyen (2000).

Para este tipo de controlador, a saida f, é continua (portanto integravel) e

pode ser escrita da forma

f(e) = D1 Y Alpay, (@) A Apy,, (zn))
T Y (pay () A A s, ()

(3.1)

onde r é o ntmero de regras da base de regras do controlador fuzzy, pa,; (z;) é o
valor de pertinéncia de z; ao conjunto fuzzy A;; e A é uma t-norma (ver definigao
2).
Além disso, a fungao f, é limitada, pois estd definida em um compacto.
Observe que f,(K) é um conjunto compacto em R, ou seja, f,.(K) cabe em
um intervalo fechado de R. Mais ainda, f,(K) C f(K) para todo r.

O Problema
Suponha que, ao analisarmos um determinado fenomeno, nos deparamos com
um Problema de Valor Inicial (PVI) dado por uma Equagao Diferencial Ordinéria

do tipo autonoma, ou seja, a taxa de variagao nao depende explicitamente do tempo.



Aproximacgao de solugoes de PVI’s por meio de controladores fuzzy 121

O PVI tem, portanto, a forma

dx
= falt) )
Jr(to) = 2o,

onde f é conhecida.

A solugao do PVI (3.2) é garantida pela seguinte proposicao:

Proposicao 1 D. G. Figueiredo (2007): Seja f : [a,b] — R continua. A fungdo
x : [a,b] — R™ € solugao do PVI se, e somente se, é continua e satisfaz a equagdo

integral

x(t) = xzp + t f(s,z(s))ds,
t € [a,bl.

Na pratica, dependendo da complexidade do campo f, a solu¢do z(t) pode
nao ter uma expressao analitica. Entretanto, existem varios métodos numéricos
que podem estimar a solucao procurada com a exatidao desejada, ou seja, podemos
utilizar um método numérico para obter uma solucao numeérica para o PVI acima
de modo que {2"} "=% x. Observe que uma imposi¢io do método numérico é a
de que o campo de diregdes f seja conhecido (ou pelo menos conhecido em alguns
pontos).

O que propomos aqui é uma maneira alternativa para a obtencao da solugao
do PVT (3.2), ou uma aproximacao dela, sem conhecer explicitamente o campo f.
O objetivo é aproveitar as informagoes qualitativas disponiveis por meio de um
controlador fuzzy, ou seja, vamos construir uma base de regras que representard as
propriedades que caracterizam o fendmeno. Para construir a funcao saida f, do
controlador, utilizaremos a metodologia apresentada na segao anterior e, portanto,
temos garantias de que esta f, é uma boa aproximacao para f.

Assim, temos um novo PVI para representar o fenéomeno estudado, que é dado

por ]
7:1: = {r T t
dt fr(z(2)) (3.3)

:Z:T'(t()) = X0,



122 Dias & Barros

cuja solugao serd denotada por x, e serd estudada mais adiante.

Nas préximas segoes faremos uma analise quanto a existéncia e unicidade da
solugao x, desse novo PVI. Com a garantia de sua existéncia, vamos enunciar o
principal resultado deste trabalho: o teorema que garante que as solugaos do PVI

(3.3) se aproximam da solugao do PVI (3.2).

Existéncia e Unicidade do PVI (3.3)
Baseado na proposicao 1, se f;, : [a,b] Xx R — R for continua, entao a solugao

de (3.3) é dada por
t

xr(t) =20 + fr(sax(s))d‘sv

to

Para garantir a existéncia e unicidade da solucao temos o seguinte resultado:
Proposicao 2 Rudin (1971):

o Se f € Co(R,R) entao, para qualquer o € R, existe um intervalo I, =
(Qzgs Bzy) contendo to e uma solugao x(t,xo) do problema de wvalor inicial

definido para todo t € I, satisfazendo a condig¢ao inicial z(to, o) = xo.

e Se, além disso, f € CYR,R), entdo x(t,mo) € tnico em I, e x(t,x0) €
continua em (t,xo) e também é continua a sua primeira derivada parcial com

relagio a t, ou seja, x(t,xo) € uma fungdo de classe C*.

Como visto na segao anterior, f, é continua e integravel. Logo, a funcao f,
satisfaz 1) e 2) da proposicao 2 e, portanto, temos garantia de que a solugao z, do
PVI (3.3) existe e ¢ unica.

4. Resultados

Nesta secao enunciaremos o teorema que garante a convergéncia da solugao
xr, do PVI (3.3), para a solugao x, do PVI (3.2) & medida que r aumenta. Para
finalizar a se¢ao exibiremos um exemplo pratico da teoria e resultados apresentados
aqui.

Para a demonstracao deste resultado, faremos uso do teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue, enunciado como segue:
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Teorema 2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque (T.C.D.)): Seja X
um espago de medida qualquer, dotado de uma o-dlgebra A e de uma medida .
Sejam f, f1, fa,...: X — C fung¢ées mensurdveis tais que f, —> f em - q.t.p. (isto
é, {z € X; fu(x) » f(x)}) =0). Suponha que existe uma fungio g : X — [0, +o0]
integrdvel tal que |fn(z)| < g(x) em - g.t.p. x € X. Entdo [ fpdp — [ fdu.

Demonstragao: Ver em Jr (2004).

Segue abaixo o enunciado e a demonstracao do principal resultado deste tra-
balho.

Teorema 3 (TEOREMA PRINCIPAL): Seja f uma fun¢do continua definida em
um compacto K C R. Seja {f,} uma classe de fungoes definidas em K tal que
fr == f, por exemplo, as saidas de um controlador fuzzy como em (3.1). Con-
sidere os PVI’s (3.2) e (3.3) vistos anteriormente e sejam x e x, suas solugoes,

. ~ T—00
respectivamente. Entao x, — x.

Demonstragao: Sabemos que as solugoes x e x, sao dadas, respectivamente, pelas

equacoes:

x(t) = zo + t f(s,x(s))ds

t

2 (t) = xo + t fr(s,x(s))ds.

Assim, utilizando o T.C.D. garantimos que a solugdo x, converge para x
a medida que r aumenta, pois existe uma fungao positiva e integravel g tal que
|fr(z)] < g(z) em p - q.t.p. z € K.

De fato, seja g : K — [0,+0o0] tal que g(z) = max{|al, |5]}, onde f(K) =
[a, 8] e fr(K) C [, (], para todo r, como suposto anteriormente. Temos, portanto,
|fr(x)] < g(x), para todo x € K e todo r.

Com as hipéteses do T.C.D. satisfeitas concluimos que

fr(s,z(s))ds == t f(s,z(s))ds

to

e, portanto,

T—00
T, —
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Solucao Numérica

Na pratica, a solucao x de um sistema dinamico tedérico pode nao ter uma
expressao analitica, devido & complexidade do campo f. Faz-se necessario, portanto,
o uso de métodos numéricos, que sdo capazes de estimar solugoes {z"} tal que

Entretanto, {z"} sé serd obtida se o campo f for conhecido, ou seja, o conhec-
imento do campo de direg¢oes f é uma imposicdo do método numérico para produzir
a estimativa {z"}.

Quando nao ha conhecimento explicito do campo f, podemos fazer uso da
teoria dos conjuntos fuzzy e, como visto anteriormente, utilizar os controladores
fuzzy para produzir uma funcao f,. que podera substituir o campo f, obtendo o PVI
(3.3).

Com o conhecimento de f, em forma de tabela (para cada z, temos f.(z)),
podemos usar os métodos numéricos que tenham garantia de estabilidade e con-
vergéncia e, assim, obter {z”} tal que {z"} =3 z,.

Portanto, desde que o controlador fuzzy utilizado para produzir f, satisfaca

as hipoteses do teorema principal, temos

{a7} = o = o,

ou seja,

33

—00,N—00
—

Abaixo mostraremos um exemplo pratico da teoria aqui comentada. Mais
detalhes pode ser encontrado em Dias (2006).

Ezemplo: Queremos modelar a dindmica de uma populacao ao longo do tempo
e vamos supor que tal populacao seja bem representada por um modelo logistico,
ou seja, possui as caracteristicas qualitativas do modelo de Verhulst. Assim, a

populacao cresce de acordo com o PVI

1dx
— = a(xoo - *73)

l’(to) = 2o,
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onde a é a razao de crescimento intrinseca e z, é a capacidade suporte da populacao

(fator inibidor).

As solugoes classicas da equagao (4.4), que representam as populagoes x(t) em

cada instante t sao dadas por

0 *
)= ’ 4.5
K _ —at ( : )
(£-1)eor4n
de onde concluimos que:
e x ¢é crescente se g < K
e 1 é constante se xg = K
e 1 ¢ decrescente se xg > K,
e tem a forma representada na Figura 2.
250
200} 1
o 150F 1
o]
O
g
>
Q.
g
100 1
50t 1
0 ‘
0 5 10 15
tempo

Figura 2: Possiveis solugbes do modelo de Verhulst.

Considerando a taxa de crescimento especifico, reescrevendo a equagao (4.4),

temos que
1dx

—— = a(K —x) = f(x), (4.6)
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onde f é linear (decrescente).

Construiremos um controlador fuzzy tal que a varidvel de entrada seja a pop-
ulagdo e a varidvel de saida seja a taza de crescimento especifico (denotado apenas
por variagao).

Uma possivel base de regras sera apresentada abaixo. Ela é composta por 6
regras. Para nosso modelo, estamos supondo que a varidvel populacdo foi dividida
nos seguintes termos lingiiisticos: muito baixa, baixa, média, média-alta, alta e
altissima. A varidvel variagao foi dividida em: baixa negativa, baixa positiva, média
positiva e alta positiva. Cada um desses termos foi modelado por uma fungao de
pertinéncia conforme a definicao 1.

Nossa base de regras é, portanto:

“muito baixa” entao a variacao é “alta positiva”

O~

Ry: Se a populagao

[©N

Rs: Se a populacao é “baiza” entao a variacao ¢ “alta positiva”

[©N

R3: Se a populagao é “média” entao a variacao é “média positiva”

[©N

R4: Se a populagado é “média alta” entao a variacao é “média positiva”

“alta” entao a variacao é “baiza positiva”

O~

Rs5: Se a populagao
Rg: Se a populacao é “altissima” entao a variagao é “baiza negativa”

As funcoes de pertinéncia dos termos lingiiisticos de cada uma das varidveis
(entrada e saida) estao ilustradas nas Figuras 3 e 4.

A Figura 5 mostra a solugao {z]'} ao longo do tempo, obtida com o auxilio
do controlador fuzzy (com método de inferéncia de Mamdani e centro de massa
como defuzzificador), que estd de acordo com as condigoes exigidas por Nguyen
H. T. Nguyen (2000), e do método nimerico Runge-Kutta de ordem 2. No mesmo
grafico temos a solucao tedrica do modelo de Verhulst, com x(0) = 5, a = 0,3390 e
Too = 88,41.

Para obter a solucao ilustrada na Figura 5, utilizamos o seguinte procedimento:
dado um valor inicial, xg, obteremos através do controlador um valor de saida f,(xo).
Esse valor refere-se a variacao especifica da populacao. Dessa maneira, para utiliza-
lo no método numérico de Runge-Kutta, é necessario multiplica-lo por zg. Assim, o
método numérico fornecera o valor x1, que servird como a nova entrada do contro-
lador fuzzy. Esse processo é recursivo. Ao final dele (apés n iteragoes) obteremos os

valores da populacao ao longo do tempo.
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Figura 3: Fungoes de pertinéncia dos valores fuzzy asumidos pela varidvel linguistica pop-

ulacado.

baixa-negbaixa—-pos media—-pos alta—pog

0.8

o
o

Grau de Pertinéncia
o
N

0.2

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
Variacéo

Figura 4: Fungoes de pertinéncia dos valores fuzzy assumidos pela varidvel variagdo.
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Figura 5: Trajetéria do modelo de Verhulst com 2(0) =5, a = 0,3390 e K = 88,41.

Observe que neste exemplo a solucao numérica converge para a solucao classica,

como garante o teorema principal deste trabalho.

5. Conclusoes

O resultado obtido neste trabalho (teorema principal) tem importante papel
na resolucao de sistemas dinamicos onde ha utilizagao de controladores fuzzy. Ele
garante que a solucao do PVI (3.3) converge para a solugao do PVI (3.2). Mais
ainda, garante que podemos estimar uma solu¢do numérica para o PVI (3.3), desde
que utilizado métodos numéricos que garantam convergéncia, com a certeza de que
ela se aproxima da solugdo do PVI (1), como pode ser visto no exemplo da segao
anterior.

Lembramos que toda teoria apresentada foi aplicada a sistemas fuzzy com
uma entrada e uma saida (f, : R — R), porém tais resultados podem ser esten-
didos para um caso mais geral, com n entradas e uma saida. Os resultados para
este caso sao bastante interessantes, pois tem uma maior aplicabilidade e sera feito

posteriormente.
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