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Resumo. Neste trabalho utilizamos regras fuzzy para descrever as transições entre os
compartimentos no modelo SIS (suscet́ıveis - infectados - suscet́ıveis) com dinâmica
vital e população total não constante. Consideramos aqui o caso em que a taxa de
natalidade supera a de mortalidade. A partir da solução obtida via controladores
fuzzy (Barros e Bassanezi, 2006), observamos que a população de suscet́ıveis atinge
um valor máximo, dependente da condição inicial, além da ausência de equiĺıbrio não
trivial. Essas caracteŕısticas estão de acordo com o comportamento qualitativo do
modelo SIS clássico com as mesmas hipóteses (Bassanezi e Ferreira Jr, 1978).
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1. Introdução

O estudo de modelos epidemiológicos é de fundamental importância para a
adoção de medidas e estratégias de controle de epidemias. Em Barros et al. (2007)
um modelo do tipo SIS, com dinâmica vital e população total constante é estudado
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utilizando a lógica fuzzy como ferramenta. Um sistema baseado em regras fuzzy
para as taxas de crescimento espećıficas de ambas as classes é obtido sem o aux́ılio
de equações determińısticas e analisado a partir da Teoria de Controladores Fuzzy
(Barros et al., 2004; Pedrycz e Gomide, 1998), aliada à métodos de Análise Numérica.
A análise via base de regras, pode ser fundamental na estimativa de parâmetros e
permite um tratamento matemático de variáveis com um certo grau de subjetividade.
Neste trabalho, temos por objetivo dar seqüência ao trabalho desenvolvido em Barros
et al. (2007), ou seja, o estudo do modelo SIS com dinâmica vital, considerando
agora população não constante, utilizando a Teoria de Controladores Fuzzy.

2. O Modelo clássico

As equações que descrevem um modelo determińıstico clássico do tipo SIS

com dinâmica vital e população total não constante são (Edelstein-Keshet, 1988;
Bassanezi e Ferreira Jr, 1978):





dS

dt
= −βSI + γI + µN − δS

dI

dt
= βSI − γI − δI

(2.1)

onde S é a população de indiv́ıduos suscet́ıveis, I é a população de indiv́ıduos
infectados, N = S + I é a população total, β é a taxa de contato, µ é a taxa de
natalidade, δ é a taxa de mortalidade, γ é a taxa de recuperação (γ−1 é o peŕıodo
infeccioso).

Considerando o caso no qual µ > δ (a taxa de natalidade é maior que a
taxa de mortalidade), verificamos que não há pontos de equiĺıbrio para o modelo
proposto (2.1). No plano de fase abaixo (Figura 1), estão representadas as isóclinas
dS
dt = dI

dt = 0 e uma trajetória com uma condição inicial (S0, I0).
É importante observar que, no modelo (2.1) acima, dependendo da quantidade

inicial de infectados , o número de suscet́ıveis cresce até atingir um valor máximo
I0 > 0, o número de suscet́ıveis cresce até atingir um valor máximo Sm quando a tra-
jetória intercepta a isóclina I = S(µ−δ)

βS−(µ+γ) (obtida de dS
dt = 0). Para a condição inicial

ilustrada na Figura 1, o número de indiv́ıduos suscet́ıveis tende a S = µ+γ
β quando

t → ∞ e, apesar do número de indiv́ıduos infectados decrescer temporariamente, a
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Figura 1: Plano de fase para o modelo (2.1)

doença se estabelece na população. Para o modelo SIS clássico com dinâmica vital
e população total constante, a condição necessária para a propagação da doença é
que o Valor de Reprodutibilidade Basal, R0 (que indica o número de casos novos
a partir de um único infectado), seja maior que 1 (Edelstein-Keshet, 1988; Massad
et al., 2008). Este valor resulta de dI

dt > 0 no ińıcio do processo infeccioso. Porém,
de acordo com a discussão acima, esta condição (dI

dt > 0), não é necessária para a
propagação da doença na população supondo população total não constante. Para
modelos epidemiológicos, com população não constante, é necessária a análise de
parâmetros adicionais que indicam como a doença evolui na população.

Busenberg e van den Driessche (1990) estudam um modelo geral de trans-
missão direta do tipo SIRS, com população total não constante. As condições
apresentadas para a propagação da doença na população dependem não apenas do
R0 (razão entre a taxa de transmissão da doença e a soma das taxas de recuperação
e mortalidade dos infectados) mas também da razão entre as taxas de natalidade
e mortalidade na população (R1) e a razão entre a entrada e a sáıda na classe de
indiv́ıduos infectados (R2). Estes resultados são apresentados na tabela 1 (ver em
Busenberg e van den Driessche, 1990), na qual verifica-se que mesmo com R0 ≤ 1,
é posśıvel que a doença se propague na população. Para isto, basta que R1 e R2

sejam maiores que 1.

Para o modelo (2.1), que pode ser obtido do modelo SIRS quando o peŕıodo
médio de imunidade tende a zero (Liu et al., 1987), sob a hipótese de R0 ≤ 1 que
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neste caso equivale a β/(µ + γ) ≤ 1, para que a doença se propague devemos ter
R1 = µ/δ > 1 e R2 = β/(γ + δ) > 1.

3. O modelo fuzzy

As regras que definem a dinâmica do modelo são baseadas nas taxas intŕınsecas
de crescimento de ambas as classes: 1

S
dS
dt e 1

I
dI
dt . Para os infectados admitimos que:

a) para cada S fixo, o crescimento 1
I

dI
dt é constante;

b) o crescimento espećıfico 1
I

dI
dt aumenta com S, sendo negativo para S baixo.

Já para os suscet́ıveis,admitimos que:

a) esta classe nunca se extingue e também não cresce ilimitadamente: 1
S

dS
dt é positiva

para pequenas quantidades de S e é negativa para grandes quantidades de S .

b) 1
S

dS
dt é crescente com I quando S é pequeno;

c) 1
S

dS
dt depende de S e I .

Consideramos S, I, 1
S

dS
dt e 1

I
dI
dt como variáveis lingǘısticas. Os termos conside-

rados para S foram baixo (B), médio baixo (M1), médio alto (M2) e alto (A). Para
I os termos foram baixo (B), médio (M) e alto (A). Para 1

S
dS
dt os termos lingǘısticos

são baixo (B), médio (M), alto (A), baixo negativo (BN), médio negativo (MN) e
alto negativo (AN) e para 1

I
dI
dt são baixo negativo (BN), baixo (B) e alto (A).

Propomos 12 regras, como apresentadas a seguir, e ilustradas na Figura 2.

1. Se S é B e I é B então 1
S

dS
dt é B e 1

I
dI
dt é BN.

2. Se S é B e I é M então 1
S

dS
dt é M e 1

I
dI
dt é BN.

3. Se S é B e I é A então 1
S

dS
dt é A e 1

I
dI
dt é BN.

4. Se S é M1 e I é B então 1
S

dS
dt é B e 1

I
dI
dt é B.

5. Se S é M1 e I é M então 1
S

dS
dt é M e 1

I
dI
dt é B.

6. Se S é M1 e I é A então 1
S

dS
dt é M e 1

I
dI
dt é B.



Modelo SIS com dinâmica vital e população total não constante ... 85

7. Se S é M2 e I é B então 1
S

dS
dt é M e 1

I
dI
dt é B.

8. Se S é M2 e I é M então 1
S

dS
dt é B e 1

I
dI
dt é B.

9. Se S é M2 e I é A então 1
S

dS
dt é BN e 1

I
dI
dt é B.

10. Se S é A e I é B então 1
S

dS
dt é MN e 1

I
dI
dt é A.

11. Se S é A e I é M então 1
S

dS
dt é MN e 1

I
dI
dt é A.

12. Se S é A e I é A então 1
S

dS
dt é AN e 1

I
dI
dt é A.

Figura 2: Representação esquemática das regras

Neste modelo estamos admitindo que para cada população existe um valor
limite, KS e KI . Desta forma, as variáveis de estado S e I são tomadas como
densidade de indiv́ıduos, ou seja, em cada instante a quantidade de indiv́ıduos é dada
pela razão entre o número de indiv́ıduos e a capacidade suporte da respectiva popu-
lação. Vale observar que a densidade assim definida não representa a proporção de
indiv́ıduos (neste caso, em cada instante, a quantidade de indiv́ıduos de cada classe
é dada pela razão entre o número de indiv́ıduos e a população total, acarretando que
a soma dessas proporçõe seja igual a 1). Nas figuras 3 a 6 apresentamos as funções
de pertinência para os conjuntos fuzzy considerados.

A Figura 7 representa o campo de direções obtido pelo controlador fuzzy a
partir do Método de Inferência de Mamdani gerado com o aux́ılio do software Matlab.
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Figura 3: Funções de pertinência para
S

Figura 4: Funções de pertinência para
I

Figura 5: Funções de pertinência para
1
S

dS
dt

Figura 6: Funções de pertinência para
1
I

dI
dt

Figura 7: Campo de direções gerado pelo sistema fuzzy
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Figura 8: Esquema iterativo combinando controlador fuzzy e o método numérico de
Runge-Kutta

4. Simulações

As simulações são obtidas a partir da combinação dos controladores fuzzy
com métodos numéricos para equações diferenciais ordinárias, como Runge-Kutta.
A Figura 8 indica nossa metodologia.

Os gráficos mostrados nas Figuras 9 a 12 apresentam o plano de fase e a
trajetória para diferentes condições iniciais (Edelstein-Keshet, 1988).

Figura 9: Plano de fase S × I com
S(0) = 0, 1 e I(0) = 0, 1.

Figura 10: Trajetórias S(t) e I(t) com
S(0) = 0, 1 e I(0) = 0, 1.
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Figura 11: Plano de fase S × I com
S(0) = 0, 1 e I(0) = 0, 4.

Figura 12: Trajetórias S(t) e I(t) com
S(0) = 0, 1 e I(0) = 0, 4.

5. Considerações finais

Observamos que o modelo baseado em regras fuzzy tem o mesmo comporta-
mento qualitativo do modelo clássico, onde a população de suscet́ıveis assume um
valor máximo que aumenta, se I0 diminui. Isto pode ser constatado comparando-se
qualitativamente os planos de fase clássico e fuzzy: nas Figuras 1 e 9 o número inicial
de infectados é “pequeno” (valores abaixo da isóclina dI/dt = 0) enquanto que na
11 o número inicial de infectados é “grande” (valores acima da isóclina dI/dt = 0).
As regras usadas descrevem um modelo geral do tipo SIS. Para levar em conta
caracteŕısticas de uma doença espećıfica, as regras devem ser ajustadas. Para for-
mular as regras propostas foram considerados aspectos genéricos de um modelo SIS

com população total não constante de acordo com Figura 1. Não foram levadas
em conta quaisquer caracteŕısticas de uma doença espećıfica, e, portanto, as bases
de cada função de pertinência representadas nas Figuras 3 a 6 foram tomadas arbi-
trariamente, respeitando-se apenas a ordenação dos termos lingǘısticos utilizados. A
partir dos gráficos anteriores é posśıvel estimar alguns dos parâmetros relacionados
a doença considerados no modelo clássico (2.1), como as taxas de contato β e γ de
recuperação. Para o conjunto de dados das Figuras 9 e 10, temos, aproximadamente
que quando t →∞, S → γ+µ

β = 0, 6. Além disso, dI/dt = 0 quando γ+δ
β = 0, 3. Re-

solvendo este sistema, obtemos γ = µ−2δ e β = µ−δ
0,3 . Supondo que os parâmetros µ

e δ independem da doença (não há taxa de mortalidade adicional devido à doença e



Modelo SIS com dinâmica vital e população total não constante ... 89

a doença não afeta a taxa de natalidade), a estimativa dos valores para parâmetros γ

e β fica em função dos parâmetros demográficos µ e δ. O estudo de parâmetros para
indicar o estabelecimento de doenças em populações não constantes requer a inves-
tigação não apenas do R0, sendo necessária também a análise de outras taxas, como
R1 (taxa de reprodutibilidade basal populacional), que representa a taxa ĺıquida
de reprodução em uma população livre da doença (Busenberg e van den Driessche,
1990).
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