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Resumo. Neste trabalho utilizamos regras fuzzy para descrever as transigoes entre os
compartimentos no modelo SIS (suscetiveis - infectados - suscetiveis) com dindmica
vital e populagao total nao constante. Consideramos aqui o caso em que a taxa de
natalidade supera a de mortalidade. A partir da solucdo obtida via controladores
fuzzy (Barros e Bassanezi, 2006), observamos que a populagdo de suscetiveis atinge
um valor maximo, dependente da condigao inicial, além da auséncia de equilibrio nao
trivial. Essas caracteristicas estao de acordo com o comportamento qualitativo do
modelo SIS cldssico com as mesmas hipdteses (Bassanezi e Ferreira Jr, 1978).

Palavras-chave: Logica Fuzzy; Populagao varidvel; Epidemiologia.

1. Introducao

O estudo de modelos epidemiolégicos é de fundamental importancia para a
adocao de medidas e estratégias de controle de epidemias. Em Barros et al. (2007)

um modelo do tipo SIS, com dinamica vital e populacao total constante é estudado
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utilizando a logica fuzzy como ferramenta. Um sistema baseado em regras fuzzy
para as taxas de crescimento especificas de ambas as classes é obtido sem o auxilio
de equagoes deterministicas e analisado a partir da Teoria de Controladores Fuzzy
(Barros et al., 2004; Pedrycz e Gomide, 1998), aliada & métodos de Andlise Numérica.
A anaélise via base de regras, pode ser fundamental na estimativa de parametros e
permite um tratamento matematico de varidveis com um certo grau de subjetividade.
Neste trabalho, temos por objetivo dar seqiiéncia ao trabalho desenvolvido em Barros
et al. (2007), ou seja, o estudo do modelo SIS com dinamica vital, considerando

agora populagao nao constante, utilizando a Teoria de Controladores Fuzzy.

2. O Modelo classico

As equagoes que descrevem um modelo deterministico cldssico do tipo SIS
com dinamica vital e populagdo total ndo constante sao (Edelstein-Keshet, 1988;

Bassanezi e Ferreira Jr, 1978):
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onde S é a populacao de individuos suscetiveis, I é a populacao de individuos
infectados, N = S + I é a populagao total, 8 é a taxa de contato, u é a taxa de

—1 é o perfodo

natalidade, ¢ é a taxa de mortalidade, v é a taxa de recuperagao (v
infeccioso).

Considerando o caso no qual g > ¢ (a taxa de natalidade é maior que a
taxa de mortalidade), verificamos que nao hé pontos de equilibrio para o modelo
proposto (2.1). No plano de fase abaixo (Figura 1), estao representadas as iséclinas
Cfl—f = % = 0 e uma trajetéria com uma condigao inicial (Sp, Ip).

E importante observar que, no modelo (2.1) acima, dependendo da quantidade
inicial de infectados , o niimero de suscetiveis cresce até atingir um valor maximo

Iy > 0, o niimero de suscetiveis cresce até atingir um valor méximo .S, quando a tra-

jetoria intercepta a iséclina I = % (obtida de % = 0). Para a condicao inicial
ilustrada na Figura 1, o nimero de individuos suscetiveis tende a S = “—“ﬁw quando

t — oo e, apesar do nimero de individuos infectados decrescer temporariamente, a
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Figura 1: Plano de fase para o modelo (2.1)

doenca se estabelece na populacao. Para o modelo SIS classico com dindmica vital
e populacao total constante, a condicdo necessédria para a propagacao da doenca é
que o Valor de Reprodutibilidade Basal, Ry (que indica o nimero de casos novos
a partir de um tnico infectado), seja maior que 1 (Edelstein-Keshet, 1988; Massad
et al., 2008). Este valor resulta de % > 0 no inicio do processo infeccioso. Porém,
de acordo com a discussao acima, esta condigao (% > (), ndo é necesséria para a
propagacao da doenca na populacao supondo populacao total nao constante. Para
modelos epidemiolégicos, com populacao nao constante, é necessaria a anélise de
parametros adicionais que indicam como a doenga evolui na populagao.

Busenberg e van den Driessche (1990) estudam um modelo geral de trans-
missdao direta do tipo STRS, com populagao total ndo constante. As condigbes
apresentadas para a propagacao da doenga na populagao dependem nao apenas do
Ry (razao entre a taxa de transmissao da doenga e a soma das taxas de recuperagao
e mortalidade dos infectados) mas também da razao entre as taxas de natalidade
e mortalidade na populagdo (R;) e a razao entre a entrada e a saida na classe de
individuos infectados (R2). Estes resultados sao apresentados na tabela 1 (ver em
Busenberg e van den Driessche, 1990), na qual verifica-se que mesmo com Ry < 1,
é possivel que a doenca se propague na populacao. Para isto, basta que Ry e Ro
sejam maiores que 1.

Para o modelo (2.1), que pode ser obtido do modelo SIRS quando o periodo
médio de imunidade tende a zero (Liu et al., 1987), sob a hip6tese de Ry < 1 que
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neste caso equivale a 3/(u + ) < 1, para que a doenga se propague devemos ter
Ri=p/d>1e Ry=p/(y+0)>1.

3. O modelo fuzzy

As regras que definem a dinamica do modelo sdo baseadas nas taxas intrinsecas

de crescimento de ambas as classes: %% e %%. Para os infectados admitimos que:

a) para cada S fixo, o crescimento %% é constante;

b) o crescimento especifico %% aumenta com S, sendo negativo para S baixo.

Ja para os suscetiveis,admitimos que:

a) esta classe nunca se extingue e também nao cresce ilimitadamente: %% é positiva

para pequenas quantidades de S e é negativa para grandes quantidades de S .
b) %% é crescente com I quando S é pequeno;

c) %% depende de S e I .

Consideramos S, I, %%‘f e %% como variaveis lingtifsticas. Os termos conside-

rados para S foram baixo (B), médio baixo (M1), médio alto (M2) e alto (A). Para
I os termos foram baixo (B), médio (M) e alto (A). Para %% os termos lingiiisticos
sao baixo (B), médio (M), alto (A), baixo negativo (BN ), médio negativo (M N) e
alto negativo (AN) e para +% sdo baixo negativo (BN), baixo (B) e alto (A).

Propomos 12 regras, como apresentadas a seguir, e ilustradas na Figura 2.
1. SeSéBeIéBentéo%%éBe%%éBN.
2. Se SéBeléMentio 1% ¢ M e 14 6 BN.
3. SeSéBeIéAentéo%%éAe%%éBN.
4. 8¢ SéMleléBentio £9 ¢ Be 14l ¢ B.

5. SeSéMleIéMentéo%%éMe%%éB.

6. SeSéMleIéAentéo%%éMe%%éB.
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7. SeSéMQeIéBentéo%%éMe%%éB.
8. SeSéMQeIéMentéo%%éBe%%éB.
9. SeSeMZeIeAentao%%éBNe%%éB.
10. Se Sé Aelé Bentio £% ¢ MN e 9L ¢ A.
11. Se Sé Aelé M entdo 95 ¢ MN e +4L 6 A

S dt

12. Se Sé Aelé Aentdo +9 6 AN e 39 ¢ A,

"I
kN
o |

wﬂil*l

Figura 2: Representacao esquemdtica das regras

Neste modelo estamos admitindo que para cada populacao existe um valor
limite, Kg e K. Desta forma, as varidveis de estado S e I sdo tomadas como
densidade de individuos, ou seja, em cada instante a quantidade de individuos é dada
pela razao entre o nimero de individuos e a capacidade suporte da respectiva popu-
lacao. Vale observar que a densidade assim definida nao representa a proporcao de
individuos (neste caso, em cada instante, a quantidade de individuos de cada classe
é dada pela razao entre o nimero de individuos e a populagao total, acarretando que
a soma dessas proporgoe seja igual a 1). Nas figuras 3 a 6 apresentamos as fungoes
de pertinéncia para os conjuntos fuzzy considerados.

A Figura 7 representa o campo de dire¢des obtido pelo controlador fuzzy a

partir do Método de Inferéncia de Mamdani gerado com o auxilio do software Matlab.
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Figura 3: Funcgdes de pertinéncia para
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Figura 8: Esquema iterativo combinando controlador fuzzy e o método numérico de

Runge-Kutta

4. Simulacoes

As simulagOes sdo obtidas a partir da combinacao dos controladores fuzzy
com métodos numéricos para equacoes diferenciais ordindrias, como Runge-Kutta.

A Figura 8 indica nossa metodologia.

Os graficos mostrados nas Figuras 9 a 12 apresentam o plano de fase e a

trajetéria para diferentes condigoes iniciais (Edelstein-Keshet, 1988).

Figura 9: Plano de fase S x I com Figura 10: Trajetérias S(t) e I(t) com
S5(0)=0,1e1(0)=0,1. S(0)=0,1eI(0)=0,1.
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Figura 11: Plano de fase S x I com Figura 12: Trajetérias S(t) e I(t) com
S(0) =0,1 e I(0) =0, 4. S(0) = 0,1 e I(0) =0, 4.

5. Consideracgoes finais

Observamos que o modelo baseado em regras fuzzy tem o mesmo comporta-
mento qualitativo do modelo classico, onde a populagao de suscetiveis assume um
valor maximo que aumenta, se Iy diminui. Isto pode ser constatado comparando-se
qualitativamente os planos de fase classico e fuzzy: nas Figuras 1 e 9 o niimero inicial
de infectados é “pequeno” (valores abaixo da iséclina dI/dt = 0) enquanto que na
11 o numero inicial de infectados é “grande” (valores acima da iséclina dI/dt = 0).
As regras usadas descrevem um modelo geral do tipo SIS. Para levar em conta
caracteristicas de uma doencga especifica, as regras devem ser ajustadas. Para for-
mular as regras propostas foram considerados aspectos genéricos de um modelo S1.5
com populacao total nao constante de acordo com Figura 1. Nao foram levadas
em conta quaisquer caracteristicas de uma doenca especifica, e, portanto, as bases
de cada funcao de pertinéncia representadas nas Figuras 3 a 6 foram tomadas arbi-
trariamente, respeitando-se apenas a ordenacao dos termos lingiiisticos utilizados. A
partir dos graficos anteriores é possivel estimar alguns dos parametros relacionados
a doenca considerados no modelo cldssico (2.1), como as taxas de contato 3 e 7 de
recuperagao. Para o conjunto de dados das Figuras 9 e 10, temos, aproximadamente
que quando t — oo, S — % =0,6. Além disso, dI/dt = 0 quando %”5 =0,3. Re-
solvendo este sistema, obtemos vy = pu—25e § = %. Supondo que os parametros p

e § independem da doenca (nao hé taxa de mortalidade adicional devido a doenga e
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a doenga nao afeta a taxa de natalidade), a estimativa dos valores para parametros -y
e (0 fica em funcao dos pardmetros demograficos p e §. O estudo de pardmetros para
indicar o estabelecimento de doengas em populacoes nao constantes requer a inves-
tigacao nao apenas do Ry, sendo necessaria também a andlise de outras taxas, como
R; (taxa de reprodutibilidade basal populacional), que representa a taxa liquida
de reprodugao em uma populacao livre da doenga (Busenberg e van den Driessche,
1990).
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