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Resumo. Apresentamos um modelo matemético que acopla uma dindmica de re-
producao com Efeito Allee e a dispersao de longa distancia. Analisamos a dindmica
local do modelo determinando os pontos de equilibrio e as suas estabilidades, para
entao analisar o processo de dispersao. Analisamos o modelo de dispersao por meio de
simulagao numérica, com o obejtivo de observar o deslocamento da populacao e obter
a velocidade de expansdo da frente da invasdo. O Efeito Allee no modelo gerou ve-
locidades constantes de expans@o. Observamos que a velocidade de expansio depende
do valor da densidade critica introduzida pelo Efeito Allee. Embora a dispersao de
longa distancia aumente a velocidade de expansao, um Efeito Allee muito forte reduz
a diferenca entre as velocidades de expansao por dispersao local e a longa distancia.

Palavras-chave: Efeito Allee, Dispersao a longa distancia, equagdes de integro-

diferenca.

1. Introducao

O Efeito Allee demogrdfico (de aqui em diante Efeito Allee) é definido como
uma relacao positiva entre a aptidao reprodutiva dos individuos de uma espécie e
a densidade ou frequéncia de conespecificos (Taylor e Hastings, 2005) (Stephens e
Sutherland, 1999). Em outras palavras, um individuo de uma populagao sujeita
ao Efeito Allee, diminuird a sua aptidao reprodutiva quando a densidade de con-
specificos for baixa.

Além de desempenhar um papel potencial na extingao de espécies raras ou em
perigo, a relevancia do Efeito Allee nos processos invasivos esta sendo reconhecida
nos ultimos anos (Taylor e Hastings, 2005),(Parker, 2004).
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Baixas densidades populacionais na frente de uma invasao apresenta uma opor-
tunidade para a ocorréncia do Efeito Allee, e assim alterar a dindmica de invasao
Vérios fenéomenos podem dar origem ao Efeito Allee, embora uma das causas
principais, seja a reducao da probabilidade de acasalamento em espécies sexuadas,
devido & diminuigao da taxa de encontros entre individuos (Boukal e Berec, 2002).
Este tipo de Efeito Allee é comum em espécies animais, embora seja natural que
ocorra também em plantas, especialmente aquelas polinizadas por intermédio do
vento (Groom, 1998; Davis et al., 2005).

Quando modelamos uma invasao, o espaco se torna importante, e o Efeito Allee
em conjunto com os processos espaciais (dispersao), nos revelam o seu impacto no
processo biologico. O processo de dispersao de organismos pode ser modelado de
forma deterministica por meio de equagoes de reagao - difusao (RD) ou por equagoes
integro-diferenciais (IDE) (Hastings et al., 2005).

Os modelos RD assumem que os organismos se dispersam de acordo com uma
distribuicao normal, e predizem velocidades constantes de invasao (Murray, 1989).
Os modelos IDE sao mais flexiveis, no sentido de que eles incorporam de forma
explicita nucleos de dispersao (distribuigbes de probabilidade de dispersao), o que
permite modelar uma maior variedade de padroes de dispersao dos organismos (Kot,
1996). Estes modelos podem gerar velocidades constantes ou aceleradas de invasao
dependendo do nucleo de dispersao. Além disso, os modelos IDE, oferecem a opgao
de introduzir a dispersao a longa distancia (LD). Os modelos IDE que consideram

a dispersao LD geram velocidades maiores de expansao.

Um ntcleo de dispersdao Gaussiano, representa bem varios processos de dis-
persao local. A dispersao a LD é modelada utilizando distribui¢oes de probabilidade
com maior "kurtosis” do que a Gaussiana. A kurtosis é uma medida da espessura

da extremidade da distruibuicao (Clark, 1998; Lutscher, 2007).

A dispersao LD é considerada como um processo eventual ou estocastico (Hig-
gins, 2003), e os mecanismos de dispersao podem ser diferentes para a dispersao
local. Uma abordagem para modelar o processo de dipersao LD, é considerar que
uma pequena fracdo da populacao se dispersa como LD, devido a fatores eventuais.
Este fato pode favorecer a ocorréncia do Efeito Allee na frente da invasdo. Existe
evidéncia de limitacao na reproducao em plantas, na frente de invasao, devido a

limitacao de pélen (Davis et al., 2005) que esta relacionado com baixas densidades
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(Davis et al., 2005; Groom, 1998). Neste estudo abordamos este tema, analisando um
modelo de dispersao a longa distancia de uma planta invasora sujeita a Efeito Allee.
O modelo foi elaborado utilizando equagoes de Integro-diferenca e incorporando o
Efeito Allee na dinamica reprodutiva. Assumimos que o Efeito Allee é consequéncia
da limitacao de pélen, e modelamos tal efeito, por meio de uma fungao que descreve
a probabilidade de encontro pélen-évulo segundo a densidade de plantas. Através do
modelo, procuramos determinar o impacto do Efeito Allee na velocidade de expansao

da populacao da planta.

2. Objetivos

— Elaborar um modelo de dispersao de longo alcance de uma planta invasora

sujeita a Efeito Allee;

— Determinar a influéncia da capacidade reprodutiva e o Efeito Allee sobre a

velocidade de expansao;

— Determinar a influéncia do Efeito Allee sobre a fracao da populacdo que se

dispersa longas distancias.

3. Metodologia

Apresentamos um modelo de reproducao e dispersao de uma planta invasora
sujeita a Efeito Allee. A construcao do modelo é feita em duas etapas: a) formulacao
do modelo de crescimento populacional local da populagao, e b) incorporagao do

processo de dispersao.

Para o modelo consideramos uma planta com fases bem definidas, uma de
crescimento e outra de reproducao e dispersao. Portanto é razoavel que utilize-
mos equagoes de diferenca e integro-diferenca para a modelagem das dinamicas de

reproducao e dispersao respectivmente.
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3.1. Modelo discreto de crescimento populacional local denso-dependente
com Efeito Allee

Para a modelagem da dinamica populacional local dividimos a populacao de
plantas em duas subpopulagdes: a) as plantas reprodutivas, as quais se reproduzem
e geram as sementes, e b) as sementes. Tomamos uma escala de tempo de forma que
o tempo de geracdo seja unitario, e assumimos que uma semente leva uma geracao
para torna-se reprodutiva. Escrevendo n; como a densidade de plantas no comeco da
época reprodutiva da geracao t, e s; como a quantidade de sementes que as plantas
produzem durante a época reprodutiva, modelamos a densidade populacional na

seguinte geracao t + 1 como:

Ni41 = Ng — Uy + BSt (31)

onde p é a proporc¢ao de mortes de plantas durante uma geracao e 3 é a proporgao
de sementes que germinam e se establecem como plantulas. O termo s; representa a
taxa de reproducao da populagao. Supondo que cada planta reprodutiva produz em
média f ovulos por época reprodutiva, definimos a taxa de reproducao per capita

(r) como o nimero de évulos fecundados por planta por geracao:

Y (3.2)

onde A\ é a taxa de fecundagdo, ou seja a proporcao média de évulos fecundados
por planta por época reprodutiva. A producio total de sementes em uma geragao é

dada por

S = r. o (33)

A taxa reprodutiva per capita nem sempre é constante. As vezes, ela de-
pende da densidade populacional, como pode ser no caso do efeito Allee causado
pela limitacdo de pélen. A probabilidade de um évulo ser fecundado, estd correla-
cionado positivamente com a abundancia local de pdlen, e a abundancia de pdlen
esta correlacionado positivamente com a densidade de plantas doadoras de pdlen
(Groom, 1998; Davis et al., 2005). Levando isto em consideragao, modelamos a taxa
de reproducao per capita (r) de forma que a proporcao de 6vulos fecundados por

geragao () seja uma fungao dependente da densidade:
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F(ne) = - A(ne)

Para modelar a taxa de reproducgao per capita, multiplicamos a taxa de fe-
cundagao (A) por uma funcao de probabilidade de encontro pélen-6vulo. Utilizamos
a forma funcional hipérbola retangular (RH) (P(n,0) = (53;;)) proposta por Den-
nis (1989), para descrever a probabilidade de encontros entre especies sexuadas em
funcao da densidade populacional. O parametro 6 é referido como a constante de
Efeito Allee, e representa a densidade populacional, na qual um individuo tem prob-
abilidade % de se acasalar. Introduzindo a probabilidade de encontro pélen-6vulo na
taxa reprodutiva (7(n;)), modelamos a densidade de individuos no tempo ¢ + 1 da

forma seguinte:

" g
N1 = Ny — png + B7 -n 3.4
t+1 tutﬁ<0+nt> t (3.4)
onde 7 = fA, que é a maxima taxa de reproducao per capita que a populacao pode
alcangar. A equagao (3.4) nao apresenta saturacao da populagdo para densidades
grandes. Uma maneira simples de modelar a saturacao da densidade, é considerar
que a probabilidade de uma plantula em chegar a planta reprodutiva diminuia lin-

earmente com a densidade de plantas:

Tt
Y(n) = 1- ?7 (35)

onde k é a densidade de plantas, em que a probabilidade de uma plantula chegue a
planta reprodutiva é nula. Introduzindo este fator 7(,,) no modelo de crescimento

obtemos:

o ng ng
Ngp1 = Ng — PN 7 ng- (1 —— 3.6
t+1 t— png+ 5 <9+nt> e ( k:) (3.6)
A equacgao (3.6) representa o modelo geral de crescimento populacional con-
siderando o efeito Allee por limitacao de pdlen, e o fator de saturacao da densidade

populacional.
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3.2. Modelo espacial: processo de dispersao

O modelo de crescimento populacional local divide a populagao em duas sub-
populagoes: a) as plantas reprodutivas , e b) as sementes. As sementes sao a parte
da populagao que se dispersa. Assumindo uma dispersao direcionada, modelamos
o processo de dispersao em apenas uma dire¢do. Considerando uma regiao unidi-
mensional 2, definimos n:(z) como a densidade de plantas reprodutivas num ponto
x € Q, e §;(x) como a densidade de sementes em z € €2 apds do processo de dispersao.
O termo §;(z) inclui as sementes porduzidas pelas plantas em € que se dispersam e
chegam a x. Desta forma, a distribuicao espacial da densidade de plantas na geragao
t+16é:

nea(z) = ny(e) — pmifa) + Bai(a) - (1 "00) (3.7)

No caso de excluir o processo de dispersao, temos que §;(x) = s¢(x), e obtemos
o modelo de crescimento local, onde s;(x) sao as sementes produzidas pelas plantas
reprodutivas em x. Para descrever o processo de dispersao das sementes introduz-
imos o nicleo de dispersao unidimensional k(z,y), que representa a probabilidade
de uma semente em y, se dispersar até a posicdo x. A densidade de sementes apds
do processo de dispersao, §;(x), é dado pelo produto da densidade de sementes no
ponto y antes da dispersao s;(y) e o nicleo de dispersao k(z,y), logo, somando em
y e

mm—lf@wyaw@ (3.8)

Assumindo que a planta se dispersa num habitat homogéneo e que o processo
de dispersao é isotrépico, consideramos um ntcleo de dispersao simétrico que de-
pende somente da distancia relativa |z —y|. O nicleo k(x,y) é uma funcao integravel
que satisfaz k(z,y) > 0 e [, k(x,y)dy = 1. Assim, a propor¢ao de sementes que
chegam a = desde um intervalo [a,b] € Q é ff k(z,y)dy. Incorporando o processo
de dispersao no modelo de crescimento, temos que a densidade de plantas em x no

tempo t + 1 é:

miate) =) + (8 [ e sa) (1-"2) @9
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O nucleo de dispersao representa o padrao de dispersao das sementes. Nucleos
mistos descrevem a dispersao quando distintos processos controlam o movimento
de individuos sob circunstancias diferentes (Higgins, 2003). Para a modelagem da
dispersao da planta, usamos um nticleo misto que representa a dispersao local e dis-
persao a longa distancia. Consideramos que a maior parte das sementes se dispersa
localmente com uma distribuicdo Gaussiana, e uma pequena fracado das sementes
se dispersa a longa distancia segundo uma distribuicao com kurtosis. Usamos a
forma funcional utilizada por Clark (1998), que representa uma familia de ntcleos
de dispersao:

C

k(z) = M(l)e—lilc (3.10)

na Al
| o3f \ o0F |
/ \ [ ‘

\ 005 | N\

Figura 1: Nicleos de dipsersdo usados para modelar o processo de dispersdo. (—)c = 2, corre-

sponde a um ntcleo Gaussiano; (- - -) ¢ = %, corresponde a um nucleo com extremidade grossa.

Ambos nicleos presentam uma varianga igual a um (a = 1).

onde « e ¢ sdo parametros que representam a distancia (variancia) e a forma
da curva, respetivamente. Utilizamos esta forma funcional com um ¢ = 2 que

corresponde ao nucleo Gaussiano, e usamos um ¢ = % para obter um ntcleo com

maior kurtosis (Figura 1). A combinacao destas duas distribuigoes formam nosso

nicleo de dispersao. Para nosso ntcleo consideramos uma variancia igual a um

(w =1). Desta forma o modelo de dispersao geral toma a forma:

wiae) = (=) [0 o) + (8 [ e san) (1- 252 )] +
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p|a= o)+ (5 [ e -sway) (1-"47)]

onde k; é o niucleo Gaussiano, k2 é o nicelo de dispersao LD, e p é a fracao de

sementes que se dispersam de acordo ao nicleo ks.

3.3. Analise do Modelo

Para a andlise do modelo introduzimos as novas varidveis adimensionais N; =
T,o= % e Sy = 3 que representam as densidades populacionais e de sementes
relativas a densidade k. Introduzimos também o parametro r = 87, que representa
a taxa reprodutiva per capita efetiva , isto é, a taxa de producao de sementes por
planta que conseguem chegar até o estado de plantula.

Examinamos primeiro a dinamica local do modelo, através da analise de pontos
de equilibrio e as suas estabilidades em func¢ao dos parametros reprodutivos (r, 1) e
a constante do Efeito Allee (o), para entao analisar o modelo espacial e obtermos
informacao sobre a velocidade de invasao em funcao dos parametros reprodutivos e
a constante do Efeito Allee.

Para determinar a influéncia do Efeito Allee na dinamica de invasao, recor-
remos a métodos numéricos, analisando o modelo de reproducao e dispersao com
Efeito Allee e comparando-o com a simulagao numérica do modelo padrao (sem o
Efeito Allee).

A simulagao numérica consistiu em calcular recursivamente o modelo, a dis-
tribuicao espacial da populagao a cada geracao a partir de uma condicao inicial. Isto
nos permitiu observar o deslocamento da frente da populagao a cada geracao. Como
condic¢ao inicial tomamos uma densidade populacional de Ny = 0.7 distribuida em
um espaco de uma unidade de distancia.

Através da simulacdo numérica, obtivemos a distribuicao espacial da pop-
ulacao para cada geragdo, o que nos permitiu observar o sua expansao espacial. O
calculo numérico das integrais foi feito através do método de Simpson, discretizando
o espago com intevalos de 0.1. O dominio espacial utilizado para observar a dindmica
de reprodugao e dispersao foi de [—100,100] e por um espago de tempo de 100
geragoes.

A partir da simulagdo numérica calculamos a velocidade de expansao. Consid-

eramos como a frente da invasao o ponto mais afastado da origem, no qual a densi-
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dade populacional ultrapassa uma densidade limiar predeterminada (N = 0.01). A
velocidade de expansao é a diferenca entre a posicao da frente da invasao na ultima
geracao e a posicao da frente na geragdo anterior. Considerando as incertezas da
andlise numérica, calculamos a velocidade de expansao como a média dos desloca-
mentos da frente da invasao durante a ultima metade das geracoes simuladas.

A velocidade da frente da invasdo foi avaliada para diferentes valores dos
parametros reprodutivos (7, 1) e para um intervalo de valores da constante de Efeito

Allee (o), para os quais o ponto de equilibrio de capacidade de suporte é estével.

4. Resultados

4.1. Dinamica do modelo de crescimento populacional com Efeito
Allee local

4.1.1 Pontos de Equilibrio

Podemos escrever o modelo de crescimento local da forma seguinte:

Nis1 = F(N,) = Ny - f(Ny) (4.11)

onde f(Ny) representa o crescimento per capita da populacao, dada por:

ﬂN0=1—u+r<gf})(h<M) (4.12)

Os pontos de equilibrio (N*) do modelo satsifazem

N*=0 Ponto Trivial
N* = F(N) = Nf(N*) = e (1)
f(N*) =1 Pontos nao triviais
O modelo local apresenta o ponto de equilibrio trivial N, = 0. Os pontos de
equilibrio nao triviais satisfazem a equacao f(IV;) = 1, que podemos escrever da

seguinte formas:

_“”(aftj\ft) (1-N,)=0 (4.14)
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Resolvendo a equacao (4.14) e incluindo o ponto de equilibrio trivial, obtemos
os pontos de equilibrio do modelo:

N, = 0 (4.15)
1-y 1

Ny = T” — 5V =) 4oy (4.16)
11—y 1

Ny = — Ty 3 (1—7)%—4dovy (4.17)

Onde v = £. Os pontos de equilibrio nao triviais dependem dos parametros
y=£ p q p p

(7,0). A condigao (4.18) ¢ necesséria para a que N1 eNy sejam raizes reais (Figura
2).

(1-7)°
> 4.18
=0 (1418)
(o
2,
1,
| \fy
0 05 1

Figura 2: Gréfico da desigualdade o < (1177)2.
y

. . 1—~)2 ~
A regido abaixo da curva o = ( 4,7) , corresponde aos valores dos parametros
0 e 7y para os quais existam pontos nao triviais. A curva representa a existéncia de

apenas um ponto de equilibrio nao trivial. Neste caso o ponto de equilibrio é um
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)2 .
ponto de bifurcacao. Quando (a 43) = o0, temos que N1 = Ns, e o sistema apresenta

um dnico ponto de equilibrio nao trivial (N* = 1777) (Figuras 3). Este ponto de

equilibrio, representa um ponto de bifurcacao , e portanto N* satisfaz

F'(N*) = f(N*)+ N*f/(N*) =1 - f'(N*)=0 (4.19)

O ponto N* bifurca-se em dois pontos de equilibrio N1 e N2 quando a de-
sigualdade (4.18) é estrita (Figura 3). O ponto N; toma valores no intervalo [0, N*],
e Ny no intervalo [N*, 1 —~] para quaisquer valores de v e . Os pontos de equilibrio
se afastam um do outro conforme o valor de ¢ decresce. Quando o tende para zero,
temos que Nj tende para N, = 0 e Ny tende para (1 — ), e o modelo local com
Efeito Allee se aproxima ao modelo padrdo de crescimento, isto é, sem efeito Allee
(Figura 3). O ponto de equilibrio N representa a densidade critica, e o seu valor
aumenta com o valor de o. No caso particular em que o pardmetro u = 0, temos que
(N1 = N,), e o modelo apresenta um ponto de equilibrio nao trivial s6 (Ny = 1).

N*
1,

051

0 1.20417 2

Figura 3: Diagrama de bifurcagao.

Na figura 3 sdo mostrados os pontos de equilibrio (N,, N1, N2) em fungao do
parametro o, e valor constante de v = 0.15; (r = 2,4 = 0.3). A estabilidade

dos pontos é representada pelo grosso da curva: (___) estdvel, (—) instével. E
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(1—)?
4~

apresentado o ponto de bifurcagdo N = 1777 quando o =

4.1.2 Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

A estabilidade de um ponto de equilibrio (V) depende do valor da derivada

da fungdo de crescimento (F’(N)) calculada no ponto N.

Tabela 1: Critério de Estabilidade para os Pontos de Equilibrio

F'(N)>1 Instavel com crescimento exponencial
F'(N)=1 Ponto de bifurcagao
0 < F'(N) <1 | Ponto estavel com decrescimento exponencial
—1 < F'(N) < 0 | Estavel com oscilagoes amortecidas
F'(N)=-1 Ponto de bifurcagao

f'(N)< -1 Instavel com oscilacoes crescentes e caos

Calculando o ponto de equilibrio trivial N, em (F'(N)) obtemos

F'(No) = f(No) + No - f'(No) = f(No) =1~

O ponto trivial é estavel se F'(N,) > —2 o que implica que 0 < p < 2. No
caso em que p > 1, teriamos que a populacao apresenta comportamento oscila-
torio amortecido (1 < p < 2) ou crescente (1 > 2) em torno a N, = 0, o que
biol6gicamente nao é possivel. Portanto o modelo impode restricao sobre o valor do
pardmetro p (p € [0,1]). Considerando esta restrigdo temos que o ponto trivial é
sempre estavel.

Quando existem dois pontos de equilibrio é natural pensar que um deles é
instavel e o outro estavel. Considerando o ponto trivial estavel, o ponto N1 deve de
ser instavel e Ny estavel.

Calculando os pontos de equilibrio nao triviais N* em (F’(NN)) obtemos

F'(N*) = f(N*) + N*f'(N*) = 1+ N*f'(N*) (4.20)

Do critério de estabilidade (Tabela 4.1.2) temos que um ponto de equilibrio é

exponencialmente instavel se
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F'(N*) =1+ N*f/(N*) > 1 — f'(N)>0 (4.21)

Usando a expressao da derivada da funcao de crescimento per capita, podemos

escrever a desigualdade f'(N) > 0 de uma forma equivalente

—f'(N) < 0 (4.22)
N24+20N -0 < 0 (4.23)

Se N* é o ponto de bifurcacao que dé origem aos pontos de equilibrio nao
triviais, entdo N* satisfaz f(N*) = 1 e f/(N*) = 0. Este ponto de bifurcagao
corresponde a N* = 1_77 Usando a igualdade na condigao (4.18), podemos expressar
N* em funcao de o (N, (*U) = —0+Vo+ o2 ), que representa a raiz positiva da equagao
N2 +20N -0 =0.

a

0.25

Figura 4: Gréfico da desigualdade —f/(N) < 0.

A curva da figura 4 corresponde ao ponto de bifurcacdo em funcio de o,
portanto, satisfaz f'(N*) = 0. Os valores de N < N, satisfazem f'(N) >0e

correspondem aos pontos de equilibrio Ny, pois N; toma valores no intervalo [0, N*]
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para todo valor de o v que satisfazem a condi¢ao (4.18), logo Nj é instdvel. Por outro
lado, os valores de N maiores N(*U) satisfazem f’(N) < 0 e correspondem aos pontos
de equilibrio Ny. O ponto de equilibrio Ny toma valores no intervalo [N*,1—~] para
todo valor de o e v que satsifazem a condi¢ao (4.18). Portanto, da desigualdade
(4.23) e da Figura (4) temos que o Nj satisfaz a desigualdade f'(Nz) < 0, logo
temos a partir de (4.20) que F'(N3) < 1. A estabilidade do ponto Na, segundo o

critério de estabilidade, depende da condicao (4.24) ser satisfeita.

Nf'(N) > —2 (4.24)

Usando a expressao da derivada de crescimento populacional per capita (f'(IVy)),

escrevemos esta desigualdade da forma seguinte

—N3—2<a—1>N2+(40+a>N+202>0 (4.25)
r r r

Sustituindo a expressao de Ny em (4.25) obtemos uma desigualdade em fungao
dos parametros G(r,o, ) > 0. Tomando o como varidvel dependente, obtemos a
raiz positiva de G(r, o, ) = 0 em fungao dos parametros r e p. Esbogamos o grafico
da raiz real e positiva em funcao de r e para valores constantes de p (Figura 5). A
regiao acima das curvas representa a area onde os valores de r e ¢ geram um ponto
de equilibrio estavel. Na figura 5, observamos que o ponto de equilibrio N2 perde
estabilidade ao aumentar o valor de r, no entanto o aumento do valor de o estabiliza

o ponto de equilibrio.

4.2 Dinamica Espacial: processo de dispersao

As simulagbes numeéricas do modelo de reproducao com Efeito Allee e dispersao
LD geraram uma expansao espacial da populagdao convergindo para uma onda vi-
ajante (Figura 6). O processo de reproducao e dispersao da populacao gera duas
ondas simétricas que se deslocam em sentido contrario. Este comportamento foi
geral para todos os valores dos parametros simulados.

Na figura 6 se pode observar a expansao da populagdo em forma de duas
ondas viajantes simétricas. Uma viajando para a direita e a outra a esquerda. Os
parametros usados para esta simulacao foram: r = 2, ¢ = 0.35, p = 0.05. O intervalo

de tempo entre as ondas é de 20 geragoes.



Dispersao de longo alcance e Efeito Allee 163

a

2y

| -
| -
l ////
1 -7~
\ \///// | 1 r
- 7 6 10

Figura 5: Raiz real e positiva de G(r, o, ) em funcio do pardmetro r e valores constantes de  :
()p=03(---)p=06(— —)p=09

]

Figura 6: Simulagdo numérica do modelo de dispersdo com Efeito Allee.
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A dinamica de invasido apresenta um deslocamento inicial acelerado que con-
verge para um deslocamento constante da frente da invasao. O comportamento
acelerado provoca uma forma ligeiramente convexa no grafico de deslocamento por
geragao da frente (Figura 7). O avanco da populacao é devagar no inicio, aumen-
tando de velocidade até chegar a uma velociade constante de expansdo. A aceleracio
da frente é mais evidente para valores baixos da constante caracteristica do Efeito
Allee (o). A velocidade constante pode ser observada pelo comportamento linear do
deslocamento por geracao da frente da invasao (Figura 7). A velocidade constante

de expansao é referida como a velocidade assintética de expansao.

Figura 7: O gréfico & esquerda mostra o deslocamento por geracio do modelo de dispersio com
Efeito Allee para vérios valores do pardmetro o. O deslocamento é constante logo de uma fase
inicial de invasdo. O gréfico a direita mostra a o deslocamento acelerado na fase inicial provocando

um forma ligeiramente convexa no grafico.

Ao contrario do modelo de dispersao com Efeito Allee, a simulacao do modelo
de dispersao padrao (sem Efeito Allee) nao produz uma expansao da populacao em
forma de onda viajante. O deslocamento por geragao da frente da invasao é sempre
crescente. A dispersdo LD no modelo padrado gera uma velocidade acelerada de
expansao. Este comportamento é semelhante a outros modelos de dispersao IDE
com nicleos com extremidade grossa que geram velocidades aceleradas (Kot, 1996;
Clark, 1998). Em menos de 15 geragoes a frente da invasao ja se deslocou 200
unidades de distancia, enquanto no modelo com Efeito Allee, a frente de invasao
demora até mais de 60 geragdes em chegar a 100 unidades de distancia (Figuras 7,
8).
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Figura 8: Deslocamento por geracdo da frente da invasio do modelo padrio de dispersido LD.

4.3 Velocidades assintéticas de expansao e valores reprodutivos

Da figura (9) podemos observar a influéncia da taxa reprodutiva per capita
(r) e a constante do Efeito Allee (o) sobre a velocidade de expansao da invasao. A
velocidade de invasao aumenta com r e decresce com o. Da analise da dindmica de
crescimento local, temos que a densidade critica estd correlacionada positivamente
com o, e negativamente com r. Daqui podemos interpretar a informagao da Figura
9, dizendo que a velocidade de expansao depende da densidade critica, quanto maior

o valor da densidade critica menor a velocidade de expansao.

Tabela 2: Valores Méximos de o
r o o

(Dinamica local) | (Dinamica espacial)
2 1.204 0.91
2.025 1.56
2.85 2.21
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Figura 9: Velocidade de expansio (c) em funcio da constante do Efeito Allee (o), para diferentes
valores da taxa reprodutiva (r): (—) r =2; (- —)r = 3; (- - -) 7 = 4. Se considerou um valor fixo

de p = 0.3 e uma fracdo p = 0.05 da populacido com dispersdao LD.

Da dinamica local sabemos que com o aumento do parametro r, a populagao
admite um intervalo maior de valores do pardmetro o, para o qual a populagao
nao se extingue. Isto se reflete da mesma forma na dinamica espacial (Figura 9).
No entanto, o processo de dispersao torna a populacao mais susceptivel ao Efeito
Allee, reduzindo o valor méximo do parametro o que a populacido pode tolerar sem
extinguir-se. Na Tabela 2 se apresentam os valores maximos de ¢ que admitem
as dinamicas local e espacial, para os quais a populacao consegue sobreviver. Os
valores maximos de o para a dinamica local correpondem & equacao o = (12,7)2,

com um valor constante de g = 0.3 e valores de r. Quanto a dinamica espacial, o

valor méaximo de o foi estimado numéricamente com uma precisao de 0.001. O valor
maximo de o na dinamica espacial, esta relacionado com a populacao inicial. Embora
a populacao inicial sobrpuje a densidade critica, a populagao pode se extinguir se o
espaco que ela ocupa é reduzido. Quando consideramos o Efeito Allee nas dinamicas

de reprodugao e dispersao, além da densidade critica, existe um espaco critico para
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a sobrevivéncia da populacao (Kot, 1996; Lewis e Kareiva, 1993). A regido que
ocupa uma populacao invasora, deve exceder um espaco limiar, para que a expansao
poda iniciar. Se a populacao invasora inicial ocupa um espago menor, ela esta
destinada a extingao, embora a densidade seja maior do que a densidade critica.
Isto é razoavel de acontecer pois as sementes produzidas numa localidade se diluem
no espaco com a dispersao. Em termos da dinamica local, temos que nao tudas
a sementes ficam no lugar onde foram produzidas, o que se traduz numa redugao
na taxa reprodutiva per capita. Reduzindo a taxa de reproducao diminui o valor
méximo da constante (o)(ver analise dinamica local). Um aumento na capacidade
de dispersao ou um incremento na magnitude do Efeito Allee, terdo o mesmo efeito
de aumentar o espago critico que deve ocupar a populagao inicial (Lewis e Kareiva,
1993). Concluimos entao que os dados da Tabela 2 sao resultado da conidgao inicial
usada nas simulacoes do modelo. Para que a dinamica espacial alcance os valores de
o maximos da dinamica local, a populacao inicial deveria ocupar um maior espaco

do que foi utilizado nas simulagdes.

4.4 Velocidades assintéticas e a dispersao de longa distancia

Existem trabalhos que mostram que os modelos de dispersao que consideram
a dispersao LD geram velocidades maiores de expansao (Clark, 1998; Kot, 1996;
Takasu et al., 2000). Quando modelamos o processo de dispersao por meio de nticleos
mistos, a velocidade de expansao é sensivel a fracao dos individuos que se dispersam
longas distancias.

A Figura 10 mostra a velocidade de expansdo em funcao da fragdo da pop-
ulacao que se dispersa a longas distancias. Observamos que existe um aumento da
velocidade quando se introduz a dispersao LD (p > 0). Embora exista um aumento
geral na velocidade com o aumento do parametro p, o incremento relativo na veloci-
dade é sutil quando o valor de o cresce. Na figura 10 observamos que a dispersao
LD tem um efeito significativo no aumento da velocidade de expansao, quando a
magnitude do Efeito Allee é baixo (valores pequenos de o).

A diferenca entre as velocidades de expansao para os diferentes valores de p
decresce conforme o Efeito Allee se torna mais forte (o aumenta). O decaimento na
velocidade é maior quando consideramos a dispersao LD. Na Figura 11 observamos

que a diferenca entre as velocidades de expansao geradas pelos diferentes valores
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Figura 10: Velocidade de expansio (c) em funcio da fracio da populacio que se dispersa longas
distancias (p) e para valores constantes de (o): (---) 0 =0.2; (—) 0 =0.5; (- -) 0 = 0.8. Se

considerou um valor fixo de r =2 e p = 0.3.

de p, sdo maiores para valores pequenos de o. Para valores altos de o o efeito da
dispersao LD na velocidade de expansao é sutil, observando-se velocidades semel-
hantes entre a dispersao local e LD. Podemos concluir que a dispesao LD nao faz
diferenca significativa na velocidade de expansdo quando consideramos um Efeito

Allee de magnitude forte.

Por outro lado conforme aumenta o valor de p, a populacao se extingue para
um valor menor de o (Figura 11). Isto é razodvel pois, quanto maior a fracao que
se dispersa longas distancias, a densidade da populacao apds da dispersao é diluida
num espago maior, portanto mais susceptivel de se extinguir. Takasu et al. (2000)
no seu modelo de dispersao com Efeito Allee, mostra um valor limiar para a fragéo

da populacao que se dispersa LD; a partir dele a populacao nao se extingue.
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Figura 11: Velocidade de expansdo (c) em fungao da constante do Efeito Allee (o), para diferentes
valores de p: (—) p=0; (— —) p=0.05; (- - -) p = 0.1. Se considerou um valor fixo de r =2 e
pn=0.3.

5. Conclusoes

e A possibilidade do Efeito Allee em gerar velocidades constantes nos modelos
de dispersao LD ja foi documentado em outros trabalhos (Kot, 1996; Clark,
1998). Neste trabalho observamos que o Efeito Allee de fato, torna constante

a velocidade de expansao de modelos de reproducao e dipsersao LD.

e Nos modelos de reproducao e dispersao, a velocidade de expansao depende
da capacidade reprodutiva (Clark, 1998; Kot, 1996). Quando modelamos a
dispersao de uma populacao sujeita a Efeito Allee, a velocidade de expansao
depende da densidade critica, que estd relacionada com a taxa reprodutiva e

a magnitude do Efeito Allee.

e O Efeito Allee, além da densidade critica, introduz um espaco critico de colo-

nizagao na dinamica espacial.

e A contribuicao da dispersao LD no aumento da velocidade de expansao da
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populacdo é maior quando a magnitude do Efeito Allee é baixo. A dispersao

LD néo faz diferenca na velocidade de expansao quando o Efeito Allee é severo.

e A introdugado do processo de dispersao num modelo local de reproducao com
Efeito Allee torna a populacao mais susceptivel a extingao. A susceptibilidade
aumenta com a fracdo da populacao que se dispersa LD. Ao incrementar o
valor da fracao da populacao que se dispersa LD, a populacao se extingue

para um valor menor de o.

e Trabalhos futuros, e j4 em andamento, tratarao estes modelos mateméaticos
com exemplificacoes mais préximos de fendmenos de expansao e invasao re-

centemente documentados em ecosistemas.
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