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Resumo. O objetivo deste trabalho é apresentar um processo para obter a solugao
(fluxo) de um sistema fuzzy (Mizukoshi, 2004) e determinar a trajetéria média fuzzy
para o HIV (virus de imunodeficiéncia humana) com um grupo de individuos tratados.
Uma solucgao do sistema fuzzy pode ser interpretada como uma faixa de graduacoes do
declinio do HIV em funcao do tempo, quando o individuo HIV positivo recebe trata-
mento com terapia anti-retroviral, levando em conta o retardo intracelular do ciclo de
vida viral. O retardo intracelular é definido como o tempo entre a infeccio de uma
célula do linfécito T, do tipo C D4+, pelo virus e a producao de novas particulas de
virus. O linfécito T, do tipo C D4+ é o principal linfécito que o HIV ataca ao atingir
a corrente sangiiinea. O retardo intracelular é um parametro incerto, dependente das
caracteristicas individuais dos HIV positivos. Um modelo deterministico da dinamica
do virus com retardamento foi introduzido em Herz et al. (1996). Neste trabalho esta-
mos considerando o retardo como um parametro fuzzy e apresentamos duas técnicas

para determinar a solugao de uma equagao diferencial com retardo fuzzy.

Palavras-chave: Modelagem epidemiologica; Sistemas fuzzy com retarda-

mento; HIV; Teoria dos conjuntos fuzzy.

lymotta@ufu.br
2laeciocb@ime.unicamp.br
3rodney@ime.unicamp.br



132 Jafelice, Barros & Bassanezi

1. Introducao

A Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida (AIDS) é uma manifestacao clinica
avancada da infecgao pelo virus da imunodeficiéncia humana (HIV-1 e HIV-2). No
Brasil, desde o inicio da década de 90, o Ministério da Saude vem intensificando sua
politica de satide publica em HIV/AIDS, visando melhorar a qualidade da assisténcia
aos pacientes, por meio da introducao de servigos de diagndsticos, treinamento e
capacitacao de profissionais de satide nesta area. Ressaltamos, dentre as diversas
agoes, o oferecimento do diagndstico aos pacientes, terapia anti-retroviral para pa-
cientes portadores do HIV e a disponibilizacao de profissionais capacitados para a
abordagem efetiva dos pacientes infectados. Entre os paises em desenvolvimento, o
Brasil destaca-se pela politica de controle & AIDS. Na infecgao HIV-1, tratamentos
com inibidores da transcriptase reversa ou da protease resultam no declinio dos virus
livres em fases distintas. A Figura 1 sintetiza os resultados de estudos clinicos. Uma
ilustracao esquematica das diferentes fases do declinio viral apds o tratamento in
vivo (Herz et al., 1996).

Inicialmente, a carga viral do plasma permanece aproximadamente em niveis
de pré-tratamento os quais sao quase-estaciondarios na escala de tempo de semanas no
estdgio assintomadtico da infecgao, denominada fase quase-estaciondria inicial (dias
0-1). Em seguida, observa-se a fase de transicao (dias 1-2) que é explicada pela
combinacao de efeitos de retardos farmacolégicos e intracelular, o desaparecimento
das particulas livres do virus, e o declinio das células infectadas. As fases de rapido
declinio no virus do plasma (dias 2-7) permitem estimativas precisas para a taxa de
renovacao de células infectadas. Finalmente, o declinio se nivela e os niveis de virus

podem até mesmo subir de novo.

Neste trabalho apresentamos um processo para obter o fluxo fuzzy do declinio
do HIV em funcao do tempo, quando o individuo HIV positivo recebe tratamento
com terapia anti-retroviral, considerando o retardamento intracelular do ciclo de
vida viral. A partir da solugao de um sistema de equacoes diferenciais com retarda-
mento (Herz et al., 1996), considerando que a terapia anti-retroviral é 100% efetiva,
introduzimos o retardo 7 como um numero fuzzy, onde o grau de pertinéncia 1 é
atingido em 7 = 12h. Com o retardo fuzzy triangular, determinamos o fluxo fuzzy

para a taxa de mortalidade do virus u = 3. A solugao fuzzy foi defuzzificada através
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Retardo farmacoldgico
eintracelular

Fase de transico refletindo decaimento do
virus e das células infectadas produtivamente

Répido declinio refletindo
decaimento das células infectadas

Comeco do tratamento produtivamente

Log(carga viral no plasma)

Declinio diminui
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Figura 1: Tlustragio esquemdtica das diferentes fases do decinio do virus no plasma apds

tratamento com anti-retrovirais (Herz et al., 1996).

do método de defuzzicacao do Centro de Gravidade e observamos que a média fuzzy
ao longo do tempo coincide com as solugdes deterministicas obtidas em (Herz et al.,
1996). Inclusive, a solucao defuzzificada do sistema obtida para o referido sistema
mostra perfil semelhante a curva dos dados clinicos quando recebem os tratamento

com anti-retrovirais, como ilustrado na Figura 1.

2. Modelo Deterministico

Modelos bésicos de dinamica viral contém trés varidveis em funcao de tempo
t: as populagoes de células nao infectadas, x(t), células infectadas que produzem
virus, y(t), e virus do plasma, v(t) (Herz et al., 1996). Numa primeira aproximagao
de uma dinamica mais real, um influxo constante A e taxa de morte d sao geral-
mente assumidas para células nao infectadas. Células nao infectadas e virus livres
produzem células infectadas numa taxa [(t)z(t)v(t). Células infectadas produzem
particulas de virus livres numa taxa k(¢) e morrem numa taxa a. Particulas de virus
livres desaparecem numa taxa u. Para descrever os efeitos de varias terapias com

drogas, o parametro [((t) e k(t) sdo considerados dependentes do tempo, como es-
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pecificado mais tarde em detalhes. Com estas suposicoes, temos o seguinte sistema

de equacoes diferenciais como modelo matemaético:

dfl(:) =\ —dz(t) — Bt)z(t)v(t) (2.1)
dil(:) — Bz (t)o(t) — ay(t) (2.2)
P — k(o) - wol) (23)

Para incorporar a fase intracelular do ciclo de vida dos virus, (Herz et al.,
1996) assume que a produgao de virus apresenta um atraso 7, antes da infecgao
celular. Isto implica que o recrutamento de células produzindo virus no tempo t é
dado pela densidade de células que foram recentemente infectadas no tempo ¢t — 7
e estao ainda vivas no tempo t. Herz et al. (1996) assume uma constante taxa de
morte a para as células infectadas mas nao ainda produzindo virus. A probabilidade
de sobrevivéncia do tempo t — 7 para o tempo t é apenas e %". Geralmente, a
probabilidade de sobrevivéncia é dada por alguma fungao nao-crescente f(7) com

0 < f(r) < 1. Assim, obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais com

retardamento:
dfl(t“ =\ —dz(t) — B()z(t)v(t) (2.4)
dfl(tt) — Bt — )a(t — TYo(t — e — ay(t) (2.5)
dig) — k(B)y(t) — uo(t) (2.6)

Em (2.5) tem-se uma equagao diferencial com retardamento 7. Em geral,
solucoes analiticas para esse tipo de equacoes sao dificeis. Entretanto, neste prob-
lema especifico, as populagoes de células nao infectadas, células infectadas pro-
duzindo virus infectados e virus livres estdao num nivel de estado estavel antes do
comego do tratamento. Isto facilita a andlise matematica e nos capacita a encontrar

solucdes analiticas simples. O estado estavel nao trivial do sistema é dado por:

Do = =0T
0 — ﬂk
_Aar_du
Yo = a Bk
k
vo = X0 (2.7)
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onde ( e k sao taxas constantes pré-tratamento.

A seguir, introduzimos no modelo o tratamento com inibidores de protease
que, no HIV bloqueiam a producéo de novos virus infecciosos vy a partir de células
infectadas. Somente virus nao infeccioso é gerado, como mostra a Figura 2. Virus
infecciosos previamente liberados decaem mas continuam a infectar células. Dentro
desta presente estrutura de trabalho, eq. (2.6) ainda descreve a dinamica da total-

idade do virus livre. Virus infeccioso vy, entretanto, nao é produzido para ¢t > 0 e
d’l)[(t)

dt
substituirmos v por vy.

decai de acordo com = —uvr(t). Egs. (2.4) e (2.5) permanecem validas se

| ]

[CEL NAO-INFECTADAS 4+  VIRUSINFECCIOSO |  CEL. INFECTADAS VIRUS NAO-INFECCIOSO

0 T
N

Figura 2: Esquema para o inibidor da protease do HIV (Nowak, 1999).

Herz et al. (1996) escolhe uma descrigao reduzida e assume que a populagao de
células nao infectadas permanece constante, z(t) = zp para a escala tempo consid-
erada. Para z(t) = ¢ com decaimento exponencial de v;(t), a eq. (2.5) é resolvida

por:
Yo

. u[ae_“(t_T) —ue™ 1) para t > 7. (2.8)

y(t) =

Da eq. (2.6), a evolucao do tempo do virus livre é dada entao por v(t) = vy

para0<t<Te

o(t) = wpe— ") 4 U0 {“ [eett=n) _ gmut=n] }

a—u (a—1u
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uv
+

{a(t - T)e*"(t*T)} para t>T. (2.9)

a—u

O tratamento combinado dos inibidores de transcriptase reversa e protease
pode atrasar, a longo prazo, a evolucao de linhagens do virus resistentes as drogas.

Depois da aplicagao de qualquer droga antiviral existe um pequeno atraso
nos efeitos farmacolégicos devido ao tempo requerido para a absorcao da droga,
distribui¢do, e penetragdo dentro das células alvos. Na fase inicial, a carga do
virus do plasma permanece constante. A duracao desta fase é a soma do atraso
farmacoldgico (Herz et al., 1996), definido como o tempo necessirio que a droga
precisa para alcancar uma concentracgao efetiva, e o atraso intracelular definido como
o tempo entre a infeccao de uma célula e a producao de novas particulas de novos
virus.

Diferencas no declinio dos virus no plasma para uma meia vida fixa das células
infectadas (a = 0.5/dia), mas com diferentes taxas de desaparecimento viral sao
mostradas na Figura 3 para inibidores de protease. Atrasos intracelulares foram
escolhidos tal que as curvas de declinio a longo prazo sejam idénticas em todos os
casos. As curvas diferem na maioria no final da fase da plataforma, mas mesmo para

fortes variacao de parametros, as diferencas sao pequenas, Figura 4.

= u=9/dia 1=24h

u=2/dia 1=2h

log(relativo a carga viral do plasma)

2
tempo (dias)

Figura 3: Parametro de sensibilidade do modelo do inibidor da protease (2.9). O parametro
a é fixo (a = 0.5/dia), por um outro lado u e 7 variam. As duas linhas estreitas representam

10% de desvio da solucao média, para ilustrar medidas de erros esperadas.

E importante observar que a Figura 4 apresenta comportamento similar as

primeiras fases do inicio do tratamento com anti-retrovirais, como mostra a Figura 1,
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que sintetiza os dados clinicos.

log(relativo a carga viral do plasma)
.
5

o
A
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o 0.2 04 0.6 08 1 12 14 16 18 2
tempo (dias)

Figura 4: Faixa de declinio do HIV com tratamento de inibidor de protease.

3. Modelo Fuzzy

Via de regra, modelos matematicos para fenémenos biolégicos sao carrega-
dos de incertezas. Tanto nas varidveis de estado como nos parametros presentes
nas equacoes do modelo. No nosso caso especifico, por razoes ja comentadas na
introdugdo, vamos considerar que o tempo de retardo (7) é incerto e modelado por
meio da teoria dos conjuntos fuzzy. Dessa forma, para estudar o declinio do HIV,
desenvolveremos um modelo que é uma combinacao de equacoes diferenciais com
retardamento e légica fuzzy.

Um subconjunto fuzzy F do conjunto universo U é definido em termos de uma
fungao de pertinéncia u que a cada elemento x de U associa um nimero u(z), entre
zero e um chamado de grau de pertinéncia de x a f. Assim, o conjunto fuzzy f é

simbolicamente indicado por sua funcao de pertinéncia

up U —10,1].

Os valores up(z) = 1 e up(x) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia
plena e a nao pertinéncia do elemento xz a f. Para cada subconjunto fuzzy F é

caracterizado seus a-niveis

[F1* ={z e U|lup(z) > a,a € (0,1]}, €
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[F1° = {z € Uus(z) > 0,a € (0,1]}

é o suporte de [ .

A partir da solugao (2.9) do sistema de equagoes diferenciais com retarda-
mento, definido em eq. (2.4) a (2.6), consideramos o retardamento 7 como um
parametro fuzzy, ilustrado na Figura 5; e utilizamos o Principio da Extensao de
Zadeh para a solucdo deterministica e obtemos a solucao da equagao diferencial
fuzzy estudada por Mizukoshi et al. (2007). No caso, escolhemos como ntimero
fuzzy triangular (Barros e Bassanezi, 2006) que varia de 2/24 por dia até 24/24 por

dia, tendo pertinéncia maxima em 12/24 por dia.

2/24 12/24 24/24
retardo (7)

Figura 5: Parametro fuzzy (7).

Para obter a regiao do declinio do virus em funcao do tempo, quando o
parametro é fuzzy, o Principio da Extensao de Zadeh é empregado, Fig. 6. Essencial-
mente, o principio da extensao é utilizado para obter a imagem de conjuntos fuzzy a
partir de uma funcao classica. A seguir apresentamos o principio de extensdo para
funcao de uma variavel.

Sejam X e Y conjuntos e f uma aplicacgo de X em Y: f: X — Y. Seja A
um conjunto fuzzy em X. O principio de extensao afirma que a imagem de A pela
fungao f é um conjunto fuzzy B = f(A) em Y, cuja funcao de pertinéncia é dada
por

ug(y) = sup wua(x) (3.10)
{z:f(x)=y}

como ¢ ilustrado na Figura 6.
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Figura 6: Principio de extensdo de Zadeh (Pedrycz e Gomide, 1998).

O principio de extensao pode ser descrito da seguinte forma (Jafelice, 2003):

e O grau de pertinéncia de um valor do contradominio é definido diretamente

pelo grau de pertinéncia de sua pré-imagem.

e Quando um valor do contradominio é mapeado por varios do dominio, o seu
grau de pertinéncia é obtido pelo sup dos graus de pertinéncia dos valores da

entrada.

A equagao (2.9) é simulada para o parametro u = 3/dia, sendo que cada
equagao recebe o grau de pertinéncia do nimero fuzzy, respectivamente (Mizukoshi
et al., 2007), como mostra Figura 5.

A Figura 7 mostra a evolugao do declinio da carga viral quando o tempo varia
de 0 a 8 dias. Inclusive, os graficos da Figura 4 estao contidos no fluxo fuzzy.

A Figura 8 apresenta a solucao grafica do modelo fuzzy, aproximando-se do
grau de pertinéncia 1 na regidao escura central, onde ocorre maior possibilidade de
representar o fenémeno.

A Figura 9 ilustra a evolugao do declinio da carga viral com o grau de per-

tinéncia para cada instante ¢.
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carga viral do plasma

tempo (dias)

Figura 7: Solucao da carga viral fuzzy para t variando de 0 a 8 dias.

carga viral do plasma
o o
oo [{=]

o
b

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
tempo (dias)

Figura 8: Solucao da carga viral fuzzy para t variando de 0 a 1.4 dias.

3.1. Defuzzificacao

A método comum de defuzzificacao é o centro de gravidade. Seja p,, a funcao

de pertinéncia de v;(t) e denotamos v;(t) por v; uma notacao simplificada. Entao
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Figura 9: Grau de pertinéncia da carga viral para cada instante t.

uma saida real v(t) é escolhida, em cada instante t, como segue:

| vip, (v)doy
v(t) = supp(vt)

f o, (Ut)dvt

supp(vt)

(3.11)

Por exemplo, dada a solugao fuzzy mostrada na Figura 9 obtemos, usando o

centro de gravidade, a solucao defuzzificada mostrada na Figura 10.

Jafelice et al. (2005) mostram que v(t) (3.11) pode ser visto como o valor es-
perado de v;. A solugao v(t) é obtida a partir de uma familia de equagoes diferenciais
classicas, mas nao coincide com qualquer solucao para um 7 fixo. Entretanto, o que
difere da solugao original com a sugerida aqui a partir de solugoes deterministicas
é que nas solugoes deterministicas todas incertezas sdo excluidas no comeco (de-
fuzzificada em t = 0 e resolve) entretanto neste trabalho as incertezas evoluem e a
defuzzificac@o ocorre no instante de interesse (defuzzifica quando necessario) (Jafe-
lice et al., 2005; Massad et al., 2008).

Na préxima secao apresentamos um estudo inicial de inclusao diferencial fuzzy

para o virus no plasma com o retardo sendo um parametro fuzzy.
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Figura 10: Solugao defuzzicada em cada instante t.

4. Analise do Virus no Plasma para o Modelo Fuzzy via

Inclusao Diferencial

Como 7 é um conjunto fuzzy, temos que a carga viral no plasma, em cada
instante ¢, é um conjunto fuzzy.

A solucao de uma inclusao diferencial fuzzy, proposta por Hiillermeier (1997),
coincide com a extensao de Zadeh da solugao deterministica quando um parametro
ou condigao inicial é considerado fuzzy (Mizukoshi et al., 2007). No entanto, aqui
optamos pela resoluc¢ao da inclusao sugerida por Krivan e Colombo (1998).

A incerteza no modelo fuzzy é devido ao parametro 7, cujo suporte estd em

5131

teoria de inclusoes diferenciais.
Seja v(t) = vo para 0 < t < 7. (Krivan e Colombo, 1998) e (Barros et al., 2004)

sugerem a substitui¢cdo da equacdo (2.6) pela inclusao diferencial parametrizada,

]. Para obter a carga viral no plasma, como um conjunto fuzzy, utilizamos a

para t > T, por

dv Y0 (gemult=1) _ yemalt-n)| _ 2 u
7 € {k L_U (ae ue ) uv(t), T € 51’ 54 (4.12)

cuja solucdo é formada pela colegao de todas as solugoes de (2.6), com 7 € [%, %].

Desta forma (4.12) é um caso tipico do chamado ruido desconhecido mas limitado,
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o qual deve ser estudado através do seguinte sistema de controle

% = {k [ay—ou (ae_“(t_T) — ue_“(t_T)>] —uv(t),v(0) = vy, T € [224, gﬂ } .
(4.13)
O conjunto de todas as solugoes da inclusao diferencial (4.12) coincide com o
conjunto de todas as solugoes de sistemas de controle (4.13). Contudo, o conjunto
atingivel de (4.12) no instante ¢ > 0, definido por, R(t) = {v(t) | v é solugdo de
(4.12)} é um intervalo (Aubin e Cellina, 1984; Barros et al., 2004). A funcao v(¢),

para cada t fixo, é crescente em relagao a 7, pois a derivada de v(t) em relagdo a 7

é dada por:
d
a ,Uoue—u(t—T) + Uuvo { u [ae—a(t—T) _ ue—u(t—‘r):|}
dr a—u |la—u
Uvg o —u(t—T1) o —u(t—T)
p— { ae +au(t —1)e } para t>T. (4.14)

25

15F

dv/dt

0.5

Figura 11: Graficos da derivada de v(t) em relagdo a 7 para t fixo.

Os parametros vg = 1, a = 0.5 e u = 3 foram utilizados, para construir a
- : . ) . dv
solucao fuzzy (Figura 7). Com os mesmos parametros construimos os gréficos de e
-
para valores fixos de t e 7 variando de 2/24 a 24/24, Fig. 11.
v
Observamos na Figura 11 que os valores de — sao positivos, assim, a funcao

dr
v(t) é crescente em relagao a 7.
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E interessante observar que R(t) = [v_(t),v4(t)], para ¢ fixo, é um intervalo,
pois T € [Z,37] e v(t) é continua para 7.

Assim, no modelo estudado, o conjunto atingivel é dado por

R(t) = [o- (), o4 (1)

onde v_(t) e v4(t) sdo, respectivamente, a solu¢do v(t) para 7 = 2/24 e vy (t) é a
solugao v(t) para T = 24/24.

Da hipétese que 7 é um conjunto fuzzy; isto é, uma funcéo de pertinéncia
de algum subconjunto fuzzy com dominio nos valores assumidos pela carga viral,
Hiillermeier (1997) propoe que a inclusao (4.12) passe a ser vista como uma inclusao
diferencial fuzzy parametrizada por 7, cuja solucao é, em cada instante ¢, um con-
junto fuzzy v(t), com a-niveis, [v(t)]*, dados pelos conjuntos atingiveis R*(t) da
inclusao diferencial

dl Yo —u(t—7) _ ,, —a(t—T7) . e _
i € {k: [a — <ae ue ) wo(t), 7 € [u ], v(0) =vo p, (4.15)

onde u, é a funcao de pertinéncia de 7.

Da mesma forma que obtemos anteriormente R(t), podemos concluir que:

RE(t) = [, (), [vr, ()]

onde o a-nivel de T é o intervalo [7]* = [, 78], 0 < a < 1. Note que R(t) = RO(¢).
Assim, em cada instante ¢, v(t) é um conjunto fuzzy onde os a-niveis sdo dados por
R*(t) para todo « € [0, 1].

5. Conclusoes

Ainda que o decaimento da carga viral em resposta ao tratamento apresente
padrao similar para os individuos, o importante é o estudo na fase inicial do trata-
mento, pois a concentracdo do HIV no plasma diminui aproximadamente 90% nas
duas primeiras semanas de tratamento devido a répida eliminacao do virus livre,
além do decaimento da produtividade das células infectadas (Perelson et al., 1997),
ver Figura 7.

O trabalho de Herz et al. (1996) mostra que um retardo intracelular pode

afetar o tamanho da faixa observada na Figura 4, representando variabilidade ou
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incerteza. Tal retardo é a diferenca entre o inicio da terapia e o decaimento do virus
no plasma. A Figura 8, além de preconizar o fato descrito anteriormente, fornece
curvas com diferentes graus de possibilidades para representar o fenémeno. Os graus
de pertinéncia das curvas se aproximam de um, a medida que as curvas aproximam-
se da regiao escura central. Tal regido é a que mais representa o fenémeno do ponto
de vista de credibilidade.

Nelson et al. (2000) afirmam a necessidade de explorar os efeitos de diferentes
tipos de retardo. Seguimos essas sugestoes e propomos um processo para estudar o
declinio da carga viral, apds iniciar o tratamento com inibidores de protease. Para
isto, consideramos que o retardo intracelular e farmacoldgico é incerto e modelado
por um numero fuzzy, o qual leva em conta uma distribuicdo de possibilidades de
ocorrerem.

Neste trabalho foram ilustradas duas técnicas de solugao para uma equagao
diferencial com retardo fuzzy. A primeira foi feita a partir da extensdo de Zadeh,
se¢ao 3, e a segunda via técnicas de inclusao diferencial, secao 4. As duas solugoes
coincidem, no sentido que, em cada instante ambas tém os mesmos conjuntos fuzzy
atingiveis. Ou seja, para cada instante ¢, as solugoes sao conjuntos fuzzy com os
mesmos a-niveis (Figura 8). Além disso, esta figura também ilustra que as curvas
deterministicas do modelo de Herz et al. (1996) estao contidas no fluxo fuzzy, inclu-
sive tal fluxo contém as duas linhas estreitas ilustradas na Figura 3, que representam

10% de desvio da solucao média deterministica.
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