Biomatemdtica 17 (2007), 85-46 ISSN 1679-365X
Uma Publicagdo do Grupo de Biomatemdtica IMECC — UNICAMP

Um modelo diferencial de recrutamento de formigas

Raul Abreu de Assis!
Luciana Mafalda Elias de Assis?
Dep. de Matematica, UNEMAT, 78390-000 — Barra do Bugres/MT.

Resumo. Neste trabalho apresentamos um sistema de equagoes diferenciais para
modelar o comportamento de recrutamento de formigas. E apresentada a analise de

estabilidade sistema linearizado.
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1 Introducao

Desconsiderando as aplicagoes em robdtica, otimizacao e inteligéncia artificial,
ainda assim o estudo de sistemas auto-organizados estaria justificado pela curiosi-
dade cientifica e o senso de estética. Desvendar quais sao os mecanismos reguladores
da ordem em sistemas complexos pode ser desafiador e elucidativo.

Como as formigas escolhem uma rota? Como os cupins se organizam para
construir seu ninho? Como os insetos sociais com um repertério de de comporta-
mentos sociais relativamente simples, podem atingir uma organizagao tao perfeita
de maneira a responder de forma coletiva as variagoes de clima, demanda de comida,
ameaca de predadores e outros fatores inesperados?

Modelos matematicos desempenham um papel fundamental no entendimento
desses fenomenos. Com eles, podemos fazer hipdteses simples e simular ou anal-
isar o comportamento do sistema sob essas hipéteses. A criacdo de modelos para
o comportamento de insetos sociais possibilitou, por exemplo, a criacdo de novos
algoritmos de otimizagao e roteamento de dados (Bonabeau et al., 1999).

Neste trabalho, apresentamos um modelo de equacoes diferenciais para o ex-

perimento da ponte binédria (Denebourg et al., 1989; Bonabeau et al., 1999), um
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experimento pioneiro que foi capaz de isolar os principais mecanismos pelos quais
uma colonia de formigas é capaz de efetuar escolhas de caminho “inteligentes”.
Aqui, escolha “inteligente” é para ser entendida como a melhor sob um determinado
parametro, isto é, caminho de menor comprimento, fonte de alimento de melhor

qualidade,etc.

2 O modelo

O experimento da ponte binaria consiste basicamente de uma montagem ex-
perimental em que se oferecem dois caminhos a uma colonia de formigas, variando-se
as condicOes experimentais. Nas diferentes montagens, pode-se variar o comprimento
de cada caminho, a qualidade da fonte em cada caminho, etc. Esquemas de exemplos
de montagens sao apresentadas na figura 1. O experimento é descrito em detalhe
em (Denebourg et al., 1989; Bonabeau et al., 1999).

ALIMENTO ALIMENTO FONTE A FONTE B
A B <> v B

A B
COLONIA COLONIA COLONIA

a) b) o

Figura 1: Esquemas de montagem para o experimento da ponte bindria. a) dois ramos de mesmo
comprimento. b) ramos de comprimentos distintos. c¢) ramos de mesmo comprimento e fontes de

qualidades distintas.

Varias espécies de formigas utilizam uma substéncia quimica para se orientar,
denominada feromaénio Holldobler e Wilson (1990). Definindo f4 como a quantidade

de feromo6nio no ramo A e fp a quantidade no ramo B, temos que quanto maior
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for a diferenca relativa entre f4 e fp, maior serd a chance das formigas escolherem
trafegar pelo ramo A. Um forma de modelar essa probabilidade é simplesmente

tomar:

(fa+ k)™
(fat+ k)" + (fB+ k)"

onde k£ é um parametro que representa um limiar de comparagao com um ramo

Pa(fa, fB) = (2.1)

nao marcado por feromoénio, (isto é, se a quantidade de feroménio em um ramo
ultrapassar k, ele pode ser considerado significativamente atrator com relacao a um
ramo nao-marcado) e n é um parametro que representa a sensibilidade das formigas.

O resultados de simulacoes de Monte Carlo utilizando essa funcao para mode-
lar a escolha de ramo pelos agentes levaram a resultados coerentes com as obervacoes
experimentais (Denebourg et al., 1989; Assis, 2003; Assis e Jr., 2003). Para modelar
o sistema utilizando equacoes diferenciais, tomaremos como variaveis dependentes
do tempo as quantidades de feromonio em cada ramo: x correspondendo ao ramo A
e y correspondendo ao ramo B.

Faremos entao as seguintes hipéteses simplificadoras:

1. a quantidade de feromoénio em cada ramo decai exponencialmente na auséncia

de depdsito.

2. existe um fluxo constante F' de agentes por unidade de tempo realizando a

escolha entre os ramos A e B

3. a cada ramo corresponde uma taxa de depdsito por agente que pode variar
de acordo com as condicoes do experimento. « é quantidade de depdsito de
feromonio por agente no ramo A, 8 quantidade de depésito por agente no ramo
B

Com relagao ao item 3, os coeficientes podem variar por duas razoes: qualidade
da fonte de alimento e comprimento do ramo. No caso da qualidade da fonte,
existem evidéncias (Sudd e Franks, 1987) que espécies de formigas podem modular
a quantidade de feromonio depositado em funcgéo da riqueza da fonte. Com relagao
ao comprimento, temos que se um ramo é mais comprido que o outro, entao a taxa de
depdsito médio no ramo mais curto, para quantidades iguais de feromoénio em cada

ramo, € maior que no ramo mais longo, pois os agentes completam seu percurso mais
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rapidamente. Uma forma de representar esse fator é aumentando a taxa de depdsito
por agente em cada ramo, na secao 4, mostramos que, de fato, uma modelagem
levando em conta o comprimento dos ramos é analoga a variagao dos parametros o
e 3. Assim, as quantidades a e 3 sdo uma representacao da “qualidade” (levando-se
em conta comprimento e/ou qualidade de fonte) dos ramos A e B, respectivamente.

Para modelar a dinamica do sistema, sugerimos as equacgoes:

dx z?
dy o '
& = et TN

Note que nos primeiros termos das equacoes do sistema 2.2, acima temos termos na

2
fluxo F' de agentes multiplicado pela quantidade de feromonio depositado por agente

x
forma TQF , que representa a fracao do trafego que flui pelo ramo A vezes o
L )

no ramo A. A soma das fracoes do trafego que flui sobre os ramos é sempre um,
como pode ser visto facilmente. Existem outras formas de se modelar a distribuigao
do trafego em resposta as quantidades de feromoénio. Se p4 representa a fracao do
trafego que flui pelo ramo A, dadas a quantidades x e y de feromoénio em cada ramo,

utilizando a forma geral

x'ﬂ

xn _|_ yn
temos que existe uma mudanca critica de comportamento para n = 1, enquanto para

pA(.%', y) =

todos os valores maiores que um o comportamento é similar ao de n = 2. Dessa
forma, analisaremos o caso n = 2 ciente de que ele representa uma ampla classe de
respostas de distribuicao de trafego em funcao da quantidade de feroménio em cada
ramo. A andlise da mudanca de comportamento para n = 1 fica reservada para
trabalhos futuros.

Utilizando a adimensionalizacao z* = x/a, y* = y/a e t* = At e retirando os

asteriscos, ficamos com o seguinte sistema adimensionalizado:

de ot .
dt — x2 492
; (2.3)
dy _y
a =Y

onde f = F/X é um parametro adimensional que representa o fluxo e v = [/«

representa a proporcao de depdsito por agente entre o ramo B e o ramo A. Dessa
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forma, ~ representa a relacdo de qualidade entre os ramos B e A, por exemplo,
~v = 1/2 representa que A é melhor que B, v = 2 representa B melhor que Aey =1
representa ramos de igual qualidade.

Por hora apenas observaremos que o sistema possui uma singularidade na
origem. Na verdade, mostraremos mais adiante que essa singularidade nao apresenta
obstaculo para os propésitos do modelo, podendo ser corrigida e também porque ela
deixa de existir para pontos arbitrariamente préximos da origem.

O pontos de equilibrio do sistema sao (xo,y0) = (f,0), (x1,41) = (0,7f) e
2
($2)y2) = < 7 f ,Yf

5 ' 3 . Para encontrar o dltimo ponto estacionario, basta

v +1 v +1

observar que, para x = yy, temos que d—y = 1/, de onde temos uma trajetéria em
x

linha reta sobre a reta x = yy e y(t) satisfaz a equagao:

vf
7241

= —y (2.4)

de onde extraimos o ponto estacionério (z2,y2) e também observamos que o ponto é

atrator sobre essa reta. Da solucdo y(t) = 7;{1 —ype~ ! temos que um dos autovalores
do sistema linearizado no ponto (x2,y2) é -1. Na figura 2 apresentamos um plano

de faseem que y=1¢e f = 1.
A andlise de estabilidade dos pontos (xg,yo) e (z1,y1) é trivial e mostram
que ambos sao estaveis com autovalor -1 com multiplicidade 2 em ambos casos.

Para o ponto (x2,y2) ji sabemos que um dos autovalores é igual a -1. Se tomamos

y =~(f — ), temos que:

P a)?
Y

—(f—z)=—i

de onde temos novamente uma trajetéria em linha reta, conforme indicado pelo
plano de fase da figura 2.

Escrevendo a equacgao para &, ficamos com:
z? x(f —z)(x — x2)

—x= = h(x) (2.5)

R @+ 2(f— o)) (g + 1)

com x3 = g*f/(g?> + 1), a coordenada x do ponto estaciondrio (x2,%2). Da equacio

2.5, acima, determinamos os pontos estaciondrios de x sobre a reta y = vy(f — ),
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Figura 2: Plano de fase para o sistema 2.3. A separatriz x = vy, determina a regido atratora dos
ramos A e B.

x =0,z = f ex=uxy. Observando que z2 < f e analisando o sinal da funcao h(x),
temos que:

x<0=h(z)>0

O<z<za=h(z)<0

xo <z < f=h(x)>0

f<xz=h(z)>0

Pelas relagoes de sinal acima, temos que x = 0 é estavel, x = xo é instavel e x = f é
estavel. Logo, o ponto estacionario (x2,y2) é ponto de sela, independentemente dos
valores de f e 7.

Interpretando biologicamente esses resultados, temos que o ponto (f,0), rep-
resenta a escolha da colonia pelo ramo A e sua estabilidade significa que mesmo
que uns poucos individuos errem o caminho, a escolha permanece estavel. Analoga-
mente, o ponto (0,7 f) representa a escolha do ramo B. O ponto instével, (x2,y2) =
( f o Af

72+17 72+1
se v = 1, entao terfamos 50% de trafego em cada ramo), a instabilidade desse ponto

) representa uma distribuigao do tréfego entre os ramos (por exemplo,

significa que a colonia acaba por escolher apenas um dos ramos, concentrando o
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seu trafego. Em particular, para a espécie do experimento da ponte binaria, Linep-
ithema humile, isso é exatamente o que acontece, prevalecendo o trafego sobre um
tnico ramo (Denebourg et al., 1989).

O parametro adimensional v controla a inclinacao da separatriz © = yy, por-
tanto, regulando a regiao atratora de cada um dos pontos que representam a escolha
do ramo A ou B. Na figura 3 esbocamos um plano de fase com y = 2, representando
a situagdo em que o ramo B tem maior qualidade que o ramo A, note como a regiao

atratora do ramo B aumenta em relagdo a regido do ramo A.

¥
2ﬁ
- R
a !‘ e e e P
7 N e e e e e e
v oOANN = - e o
A (T S £ %
PN\~
) e e e & e &
Ramo B
ﬂ(T A", S e e
~"Ramo A y=y (f-x) . x

Figura 3: Plano de fase para o sistema 2.3 com v = 2 e f = 1. No inicio do processo o fator
aleatorio predomina sobre a escolha dos ramos, fazendo com que a condigdo inicial para o sistema

seja representada por uma regiao.

Dessa forma, como durante o inicio do processo de distribuicao do trafego o
fator aleatério ainda predomina sobre a marcacao com feromoénio, o tamanho da
regiao atratora determina a probabilidade de escolha de cada ramo. Para represen-
tar matematicamente essa idéia, poderiamos adotar uma condicao inicial estocéstica
e analisar a evolugao dessa condicao inicial, resultando em probabilidades de con-
vergéncia para os ramos.

Essa abordagem fica reservada para trabalhos futuros, e indicamos a possibil-
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idade de utilizarmos também uma modelagem de condigoes iniciais fuzzy.

3 Removendo a singularidade

A funcao utilizada pelos autores no experimento original da ponte bindria
Denebourg et al. (1989) para modelar a probabilidade de escolha do ramo A pelo

agente, dadas as quantidades f4 e fg nos ramos A e B, respectivamente, foi:

(fa+ k)"
(fa+k)"+ fp+ k)"

Py =

Dessa forma, podemos modelar o fluxo médio de agentes em cada ramo por fPy4 e

fPp, resultando no sistema:

dz _ (x4 k)2 fox
T o
it ks Y

observe que, quando k = 0, obtemos o sistema 2.2. O que sesejamos mostrar é que o
comportamento do sistema 3.6 é qualitativamente idéntico ao do sistema 2.3 quando
k =~ 0. Isto é, para remover a singularidade do sistema original, basta realizar uma
pequena perturbacao.

Para perceber isso, observamos, em primeiro lugar, que se (z*, y*) é um ponto
estaciondrio, entao (multiplicando a primeira equagao por v e somando-se a segunda)
y* =~v(f — z*). Logo, a existéncia de pontos estaciondrios estd restrita & essa reta.
Observe que o ponto de singularidade do sistema original estd removido e nao é
ponto estaciondrio.

Além disso, temos que se y = y(f — x), entao dy = Q = —~, de onde a

T
trajetéria que tenha como ponto inicial qualquer ponto sobre essa reta permanece

sobre ela. Dessa forma, obtemos uma equacao diferencial somente em x:

v _ (z +k)° f _
dt — (y (f —2)+ k> + (z + k)’

T

e essa equagao pode ser escrita como & = h(z)/s(z), onde:

h(z) = —2(F —2)(V*f —av? —2) = 22(y = 1)(f —2) k+ (f —22) k*  (3.7)
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s(a) = (y(f —x) + k) + (x + k)% (3.8)

Como s(z) > 0, Vx € R, os pontos estaciondrios sobre a reta y = v(f — x) s@o
definidos pelos zeros da fungao h(z). Sabemos que, para k = 0, temos as seguintes

2 N .,
ﬁ e ro = f. Na verdade, como k é um parametro variavel,
podemos olhar a fungao h como uma fungao de duas varidveis p(zx, k), continua, pois

raizes: rg = 0,21 =

é polinomial em ambas varidveis.

Na verdade, a continuidade de p(z, k) jd nos d4 a idéia de que as raizes de
p(z, k) = 0 dependerao continuamente dos parametros dessa funcdo, de forma que
uma pequena perturbacao em k leva a uma pequena perturbacao na localizacao das
raizes (supondo que as mesmas existam para um certo valor de k). Entretanto,
como existem bifurcagoes, surgimento de raizes e desaparecimento de raizes con-
forme k ultrapassa certos valores criticos, a seguir demonstramos rigorosamente a
existéncia de um k para o qual os pontos estacionarios do sistema original estao tao
préximos quanto o do sistema 3.6 quanto se queira. Na figura 4 esbocamos a idéia

da demonstracgao.

a) Y1

b)
NPPR N
X + = -+ + -
POs0) N /\xﬁ:*

Figura 4: a)Grafico dos polinémios p(z,0) e p(x, k). Uma pequena perturbagio em k leva a um

pequeno deslocamento dos pontos estaciondrios, sem alterar sua estabilidade.b) Esquema para a

construcdo da demonstracio, toma-se o menor dos raios para a construcao de k.
A funcao p(x, k) é continua em ambas varidveis e sabemos que:

p(x0,0) = p(21,0) = p(z2,0) =0
p(z,0) < 0se x € (xg,x1) (3.9)
p(z,0) > 0se x € (x1,22)
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Logo, dado € > 0, sejam yg € (9, 21) t.q. |zo—yo| < €, y1 € (0, x1) t.q. /|T1—11] <
€, Y2 € (x1,22) t.q. |1 —y2| < € e ys € (x1,22) t.q. |x2 — y3| < e. Por 3.9 e pela

continuidade de p(z, k), temos que existem dp, 91, d2, 03 positivos tais que:

1(z; k) = (30, 0)|| < 6o = p(a, k) <0
1z, k) = (y1,0)|| < 01 = p(a, k) <0
(@, k) = (y2, 0)|| < 62 = p(z, k) >0
1z, k) = (y3,0)|| < 03 = p(z,k) >0

Assim, tomando k < § = min{dg, 01, 62, d3}, temos que:

o b
k2

- 0
1. p(zg, k) > 0, pois op

ok =0

=f>0
("EOuO)

2. p(yi, k) <0, pois ||(yi, k) — (9:,0)]| < 6,i=0,1,2,3

0?%p

¢ oK?

3. p(xa, k) < 0, pois pois gi =0

(222,0)

=—f<0.
(12’0)

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, concluimos que, para, para k = k,
existem trés pontos estacionarios para h(z), =i € (xo0,%0), =] € (y1,y2) € x5 €
(y3,x2). Pela preservagao de sinal, a estabilidade dos pontos de é mesma que do
sistema original, isto é, zj e x5 sao estaveis e x] é instavel. Dessa forma, o sistema

é qualitativamente idéntico ao sistema 2.3 original.

4 Modelando Comprimentos distintos

Na sec¢ao 2, nos referimos a situagao em que temos ramos de comprimento dis-
tintos, afirmando que poderiamos adotar o mesmo modelo variando-se os parametros
« e 3 para representar a diferenca de comprimento.

Como vamos levar em conta o comprimento de cada ramo, a quantidade abso-
luta de feromodnio em cada ramo ja nao é adequada para modelar as probabilidades
de escolha do caminho pelos agentes, uma vez que a mesma quantidade em uma
ramo mais comprido, representa uma densidade menor. Assim, as varidveis x e y

representam agora a densidade de feromoénio em cada ramo.
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As taxas de variacdo &,y sdo dadas pelo fator de evaporacao e pelo acréscimo

de feromonio no ramo, dado por:

dz x?

A (4.10)
2 =2 F —

dt 22 + yg (B/CB) Ay

onde F' é o fluxo constante de agentes, o a quantidade de feronénio depositada por
agente no ramo A e Cy o comprimento do ramo A. Fazendo a = a/C4 e b= (3/Cp,
temos que o sistema adimensionalizado resultante sera exatamente do tipo 2.3.
Dessa forma, podemos encarar o parametro v como um “medida” da qualidade
do ramo, que leva tanto em conta a qualidade da fonte quanto o comprimento do

ramao.
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