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Resumen: Para simular el crecimiento de una biomasa de peces se propone un
modelo con una tasa de crecimiento tipo cuadratico. El modelo presentado se re-
suelve por el método de los elementos finitos usando técnicas upwind y el método
de Newton para linealizarlo. Se analiza la existencia e unicidad de la solucién, final-
mente se realiza una simulacién numérica de tres casos con pardametros empiricos
los cuales son discutidos y se hace una valoracion de la importancia del modelo para

estudios ecoldgicos en general.
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1. Introduccion

Existen diferentes modelos matematicos recientes para estudiar la dindmica
poblacional en general, entre ellos tenemos: Pregnolatto (2002) para capybaras
com epizootia, Sossae et al. (1999) para multiespecies en competencia por espacio,
Cantrell y Cosner (1999, 1998); Cantrell et al. (1998); Cantrell y Ward Jr (1997);
Cantrell y Cosner (1996); Cosner (1996); Cacho (1990); Kareiva (1983); Gurney
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y MacCamy (1977) que presentan modelos mas generales, y especificamente para
peces tenemos: Chong et al. (2005); Meyer y Diniz (1997); Welcomme (1985).

El modelo de Meyer y Diniz (1997) propone un crecimiento Maltusiano (con
tasa de crecimiento constante), lo que limita el modelo a un estudio en intervalos
iniciales cuando no hay obstaculos al crecimiento, ya Chong et al. (2005) estu-
diaron modelos tipo Verhulst para peces y Sossae et al. (1999) para poblaciones
en general, que presupone una tasa de crecimiento lineal y permite estudiar en
intervalos mayores de tiempo a partir de una condicién inicial, estos modelos no
permiten estudiar el efecto Allee por el cual las poblaciones alcanzan una etapa
optima de reproduccion y después empiezan a decrecer hasta alcanzar el punto de
equilibrio. Nuestro trabajo parte de resultados alcanzados por Iglesias (2002) al
partir de un modelo tipo Gompertz, donde utilizo malla rectangular con funcién
de teste tipo lineal y técnica upwind. En nuestro caso a diferencia de Iglesias
(2002) utilizaremos malla triangular por los buenos resultados demostrados en su
uso en lo articulo de Chong et al. (2005), de los cuales consideramos este una

generalizacion y demostramos en el andlisis numérico final.

2. Modelo Matematico

Los términos que describen de forma general, el fenémeno estudiado de cre-
cimiento de una biomasa b, en un intervalo de tiempo (0,7] y en una regién
Q del plano, considerado como una porcién del rio o habitat de la especie. Asi,

denotando por b = b(z, y, t) la biomasa especifica en lo punto (z, y) y en el momento

t, tenemos:
ob Dispersién Efectos de
ot Poblacional Migracién
Decrecimiento
. Crecimiento
— Poblacional +
Poblacional

(Mortalidad)

v' Dispersién Poblacional: —div (—a'Vb), para el caso en que «, el coeficiente

de dispersion es constante.

v" Decrecimiento Poblacional: ob, donde o, es el coeficiente de mortalidad.
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v Efectos de Migracién: div(‘7b), donde V representa la direccién e intensidad

del proceso migratorio.

v' Crecimiento Poblacional: F'(b) = bf(b), en que f(b) es la tasa intrinseca de

crecimiento de la poblacion.

Si consideramos el modelo de Gompertz para el crecimiento poblacional, se

tiene:

F(b) = Ab(a; — b +71b?)
asi, nuestro modelo resulta en:

b ob b
— = aAb + Vp—— — —ab + Ab(ag — b b?). 2.1
5 = O +Vax+Vy8y ab + Ab(ar — b +71b%) (2.1)

Ademsds, para este modelo se le imponen las condiciones de frontera:

0b
= =0 (Margen); (2.2)
M rour,

2 = [B(b-B) (Bajante y Subiente). (2.3)
M r,ur,

en que 3 es el coeficiente de permeabilidad en esta parte de la fronteral y B, es
la biomasa externa (para una condicién de Fick). En fin, para la condicién inicial

tenemos:

bo(z,y) = b(z,y,0) con(x,y) € Q. (2.4)

Donde la region en estudio se muestra en la figura 1:

3. Formulacion variacional

Consideraremos una formulacién variacional (o débil) del problema dado en
las equaciones (2.1)—(2.4), encontrando del mismo una solucién débil, en el sentido
de las distribuciones, optando por el método de Elementos Finitos, las soluciones

débiles seran construidas usando una base de funciones en un espacio de Sobolev.

Las fronteras To, 1, T2 y 's son disjuntas y To Uy UTo U3 =00 =T
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(f‘g)ﬂz//gf-gdu y <f‘g>F=/Ff-gd8 (3.5)

Multiplicando por v, integrando en el sentido de Lebesgue y utilizando la

primera identidad de Green (Wikimedia, 2006), obtenemos la siguiente formulacién
variacional del problema (2.1)—(2.4):

<‘3Zt’ V>Q + (wz)'vu)Q + (17' - Vb 1/>Q + ﬁB<b u>rl
+ ﬁg<b V>F3 + ((a — May — b+ 71b%)) b V)Q (3.6)

1/> +ﬁ5<85 1/> VIJEV,VtE(O,T]
I s

con la condicién inicial dada por b(z,y,0) = bo(z,y). Donde buscamos b € V.
Para analizar la existencia e unicidad de la solucién, seguiremos las ideas de
Chong et al. (2005) y Diniz (2003). Utilizando el operador de Lions (ver Lions,
1961, Cap. 4):
N 9 - 9
A=) <Aij(a:,t)> +) Az t)5— + Ao (3.7)

Oz, Ox; Ox;
igj=1 "7 ! i=1 !

= ﬁB<BB
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el problema variacional (3.6) puede ser expresado como:

(21) + (o) e o) vas()
~ (rof) o]} +i(o]) woev .

dadas las escogencias en (3.7) de:

y llamando a dy(¢) al operador de Dirac que “fija” la condicién inicial, tenemos:
(bo|v) 6o (t)

Todas las condiciones del teorema de Lions son satisfechas exceptuando la

de continuidad que necesita de consideraciones especiales. Veamos:
|A(t,u,v)] < M [ u [zl v lm@) -
Donde
M = p+ Ay w49 Fwr [F w2 () + Vil + [Va| + G,

en que p = max {a,|oc — a1} y C < |B1| + |B2] -

El teorema de Lions demanda que el término M sea independiente de w; y
ws, pero tomando estas funciones convenientemente, es decir:

l[wil|2 < {medida(Q)}l/2 b(o0) < o0, parai = 1,2;
tendriamos una garantia para el funcionamiento numérico de nuestros algoritmos.



122 Chong, Iglesias & Diniz

4. Modelo discreto

Con las técnicas Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) construimos
el modelo discreto, usando funciones de forma y peso pertenecientes a diferentes

sub-espacios finitos de V.

La aproximacion espacial by, pertenece a un subespacio lineal V), de dimen-

sién finita, en el que se puede representar by, como sigue:

bh—zb )i (2, y) (4.9)

Para la solucién del problema variacional construiremos una malla triangu-
lar con funciones de forma lineales y funciones de peso cuadraticas siguiendo De
Oliveira (2003); Diniz (2003); Brooks y Hughes (1982).

La ecuacién variacional (3.8), en el subespacio Vj,, considerando A = 1 nos

queda:
ﬁ'j BiO (1) 40,0 | Vs 70 W %5y,
— ot Pj| Wi o Jj P i 1\ 5y |V 0
+ Vs (88% ¢z> + (0 —a1) (CPJ z> +M Z br(t <90k90] >
Y Q Q
Nj, N (4.10)
— D b)Y bi(t) <90190k90y 7,) } + 88> by < >
=1 k=1 ]GFl Iy
+8s > bj(t)<80j ¢i> = ﬁB<BB ¢i> + ﬂS<BS ¢i>
jels I's r I3

Vb € Vy

La ecuacién (4.10) es um sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que

siguiendo la idea de Chong et al. (2005) en que se hice uso de una discretizacién
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temporal de tipo Crank-Nicolson, obtenemos:

Np, b}’L—‘rl _ b;\f bn+1 + bN
> AL <s0j wi) + [ (chj vsz)
Q Q

2
j=1
Y (8% wz) v (‘950] m) + o _(11)<<Pj m)
Yy Q Q

oz
bt 4 b
+ Z + (soksoj- %)Q
w)]}
Q

bn+1 —I—bn Np bn+1+bn
- wlz D3 k (e

bn+1 + bn bn+1 + bn
+85 Y L— <s09 > +8s Y -2 < j¢i>
jery I'1 j€er's I's
= /33<BB ¢i> + ﬁS<BS ¢i> Vb € Vy
Fl 1—‘3
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(4.11)

Este es un modelo no lineal, que pasaremos a continuacién a proponer su

linealizacion.

5. Linealizacion del modelo

Para la linealizacién utilizaremos lo mismo procedimiento de Chong
(2005); Sossae et al. (1999).

Los términos no lineales de la ecuacién (3.6), tiene la siguiente forma:

—Ab(vb — 11b%) = b?(y1b — 7).

una vez que suponemos A = 1. Ahora, utilizando la formula de Taylor:

f(x) = f(@o) + f'(x0) + O(Ax)?
y tomando

B br+1_|_bn . _br+bn Ag — br+1_br
- 2 ) 0_ 2 y - 2 )

et al.

linealizamos los términos cuadratico y cubico, obteniendo finalmente el siguiente

sistema lineal de ecuaciones algebraicas:



124 Chong, Iglesias & Diniz

AW BT =B (57, 7) b + C (b7, ") b + d" T2 (5.12)

Y los coeficientes de las matrices A, B y C tienen la forma:

A A
0 = (1+ ;<a—a>) (soy w) 2 [ (wj w)
Np T n
+ V1<8% ' wz-) +9> <b’“;b’“> <90ks0j

| 9%j
ox %) +V2< 8:1/ r
)

all b+ b2\ by, + 0k
- 7122( )< = l) <80k90l§0j

k=1 1=1
" BB<%- wi> +ﬁs<¢j wi> ] .
jel'y jel's
A
w) =5 Ja(velve)

bij = (1 - A;(U—a)) <<Pj
A wz-) +7§ (b};;bz) (‘Pk%pj

v (52n) (2
dy
%‘)

)

)

ox
k=1

Np, b'r+bn b’ + b
R () (455) (o

k=1 =1
+ ﬁB<<Pj ¢i> +ﬁs<90j ¢i> ] .
jer jer's
Np,
At br + b
i = ;Z( £ 5 k) <<Pk:<ﬂj %;)
k:l

N}L ‘s 'l
by, + b\ ([ bk, + 0k
- 7122( >< = l)(cpmwj

k=11=1

3]

Los elementos del vector d tienen la formas:

d; = /8B<BB ¢i> +ﬂs<55
I

1/1i> :
I's
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6. Resultados numeéricos

Los datos para el estudio numérico fueron tomados de las mismas fuentes de
Chong et al. (2005), y son analizados tres casos, en todos se consigue ver el efecto
Allee, es decir el alcance del periodo de reproducién optima de la especie y su
decrecimiento posterior hasta su punto de equilibrio, elementos que no se podian
ver con el modelo de Chong et al. (2005).

Tabla 1: Pardametros utilizados en los ensayos

Parametros bioticos

Parametros Valores | Parametros Valores
Q 0.014 o 0.13
a 0.14 =" 0
BB = Bs 0 Bp = B;s 0
¥ 0.01 Y1 0.003
Parametros de la discretizacién
Ax 0.1 Ay 0.1
At 0.5

Caso a) Migracién muy moderada con los valores presentados en la tabla 1, en la
figura 1 se muestra una comparacién entre nuestro modelo con tasa de crec-
imiento cuadratico y el de crecimiento lineal tipo Verhulst en un nodo inter-
medio. Las graficas 3—6 muestran el comportamiento en la regiéon de estudio

en tres tiempos diferentes t=0, t=60 y t=150 dias.

Caso b) Blackfish (Welcomme, 1985, 1979) los pardmetros tomados son los mismos
de la tabla 1, con excepcion de a = 0.145, V5 = 0.01, 35 = 0.06, B; = 10,
v1 = 0.004. Se puede observar en la figura 6 el punto de maxima, en las
figuras 7-8 se observa la poblacién a los 60 y 150 dfas, en que su movimiento
lateral es ligeramente mayor que en el caso a) y observamos la entrada de

biomasa por la subiente del rio.
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Caso ¢) Peces com migracién en direccién de la corriente del rio — whitefish (Wel-
comme, 1985, 1979) — los datos aqui cambiaron de a = 0.14, Vo = 0,
V1 =0.01, 7 = 0.005. En este caso un aumento de ; se observa un aumento
del efecto Allee y una mayor diferenciacién con el caso de tasa de crecimiento
lineal (figura 10). En la simulacién en la regién rectangular se muestra a los
60 dias (figura 11), el efecto de migracién en la direccién de la corriente del

rio y la poblacién en su punto de equilibrio a los 150 dias (figura 9).
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7. Comentarios finales

Este modelo permite a diferencia de los de tasa de crecimiento constante
o lineal simular el periodo 6ptimo de reproduccion de la especie y mejora la es-
timacién de su punto de equilibrio, lo que es muy importante para el manejo
sustentable de una especie.

El actual trabajo es una herramienta mas desde el punto de vista técnico—
cientifico-metodolégico para estudiar problemas del tipo (2.1)-(2.4) y otros simi-
lares.

Desarrollos futuros de este trabajo pueden ir encaminados a utilizar otros
modelos con tasas de crecimiento no lineales diferentes, también seria interesante
generalizar el modelo al caso de especies en competencia, por ejemplo presa-

depredador, o simplemente competidores por el alimento.
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