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Resumo. Neste artigo, discutimos a situagao onde a natureza da interacao entre
duas espécies pode depender da densidade populacional de ambas as espécies. Além
disso, apresentamos um modelo deterministico e desenvolvemos um modelo p-fuzzy
para interacoes em que em baixas densidades populacionais a interagao se comporta

como mutualismo e torna-se de competitiva em altas densidades populacionais.
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1. Introducao

A interagao entre duas espécies de uma comunidade, em geral, provoca al-
teracoes na dindmica populacional de ambas as espécies, que pode ser prejudicial
ou benéfica para uma das espécies ou para ambas. As principais formas de in-
teracao sao: competicao, presa-predador e mutualismo.

Para cada uma destas interagoes, um grande nimero de modelos estao
disponiveis na literatura da area, cada um dos quais com hipdteses que os tornam
distintos (ver: Edelstein-Keshet, 1988; Murray, 1989). Em geral, na formulacao
destes modelos, os parametros que definem a natureza da interacao sao conside-
rados constantes, ou seja, os modelos sao aplicados em situagoes onde o tipo de
interagao nao é alterado.

Situagoes onde a natureza da interagao depende da densidade populacional

de ambas as espécies ou mesmo das condigoes ambientais tém sido reportadas
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recentemente. Estes casos sao denomidados na literatura de interacdo condicional
(Hernandez e Barradas, 2003). Como exemplo, temos a interacao entre pulgoes
e algumas espécies de formigas. As formigas sdo beneficiadas com a presenca de
pulgoes pois estes secretam uma substancia rica em agucar e aminoacidos (ho-
neydew). Por outro lado, os pulgoes também sdo beneficiados com a interagao,
ja que as formigas oferecem protecao contra predacdao. No entanto, pesquisas
de campo e laboratério tém mostrado que o beneficio da interacdo depende da
densidade populacional das duas populagoes: quando a densidade populacional de
formigas é baixa o beneficio para as mesmas é alta; porém, quando a densidade
populacional é alta, os beneficios sao pequenos, podendo até mesmo, a interacao
tornar-se prejudicial (Cushman e Addicott, 1991). As condi¢oes ambientais, como
a baixa densidade de predadores e a qualidade da substancia secretadas, também
podem influénciar na interacao.

A mudanca de papéis em uma interacao presa—predador também tem sido
verificado na natureza, como por exemplo, na interagao entre algumas espécies de
moluscos e lagostas em ilhas ao sul do continente africano (Barkai e McQuaid,
1988).

Neste trabalho, apresentamos um modelo de interacao entre duas espécies
proposto por M-J. Hernandez onde é assumido que o coeficiente de interagao o;
é fungao das densidades populacionais das duas espécies. Além disso, devido a
subjetividade envolvida na determinagao dos parametros do modelo, propomos
uma modelagem com uso da teoria dos conjuntos fuzzy: sistemas p-fuzzy.

Sistemas p-fuzzy sao sistemas dindmicos da forma

{ Tpr1 = f(or)

(1.1)
T, € R™, dado

onde f(z) é quase linear, isto é, f(z) = x + A(z), A(zg) € R™. A(xg) é obtido
pela defuzzificagao da saida de um controlador fuzzy do tipo Mamdani.
Os sistemas p-fuzzy sao basicamente constituidos de wvaridveis linguisticas
de entrada e saida e um controlador fuzzy conforme figura 1 (Cecconello, 2006).
Varidveis linguisticas sao variaveis de estado que, quantitativamente, sao
expressas por conjuntos fuzzy; tais estados sdo denomidados termos linguisticos.

Um controlador fuzzy é uma estrutura constituida basicamente por um fuzzificador,
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Controlador
Xk fuzy Axy

Modelo matematico
Xr =X+ A Xy

Figura 1: Estrutura de funcionamento de um sistema p-fuzzy

uma base de regras, um método de inferéncia e um defuzzificador. No fuzzificador
cada entrada do sistema é transformada em um conjunto fuzzy, ou seja, se x, € R™
é uma entrada do sistema, o fuzzificador associa a esta entrada uma funcao de
pertinéncia py, (a). A base de regras é um conjunto formado por regras fuzzy que
relacionam os termos linguisticos das varidveis de entrada e saida; é na definicao
da base de regras que as informagoes do fenémeno em estudo sao utilizadas. Para
cada estado definido pelos termos linguisticos da variavel de entrada, é definido
uma regra. Sendo assim, quanto mais termos linguisticos mais informacgoes sao
incorporadas na modelagem. O método de inferéncia é o mecanismo pelo qual as
informagdes subjetivas, definidas pela base de regras, sao avaliadas matematica-
mente; o método de inferéncia utilizado neste trabalho é conhecido como método
de inferéncia de Mamdani ou método MAX-MIN. O papel do defuzzificador é con-
verter cada conclusao obtida pelo método de inferéncia em um ntimero real que
melhor representa a acao a ser tomada; o método de defuzzificagdo que usaremos

neste artigo serd o centro de massa (Cecconello, 2006).

Devido a complexidade inerente aos fenémenos biolégicos, as variaveis de
estado e a relagao entre estas varidveis sao, em geral, somente parcialmente co-
nhecidas. Neste caso, o uso da teoria dos conjuntos fuzzy, através dos sistemas

p-fuzzy, tem se mostrado uma ferramenta importante na analise de tais fendmenos

A analise aqui apresentada serd feita para o caso em que a baixa densidade a

interacao é benéfica e torna-se prejudicial quando a densidade populacional é alta.
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2. Modelo deterministico (Hernandez e Barradas, 2003)

Consideremos a situacdo em que a interacao entre as espécies é facultativa,
isto é, ambas as espécies sobrevivem na falta da interagdo. Um modelo deter-
ministico que representa esta suposicao pode ser dado pelo sistema de equagoes de

Volterra do tipo

dl’i
dt

=Tr;T; <1 — % + ozij%) (2.2)

onde, para i e j = 1,2, x;, r; e K; sao respectivamente a densidade populacional,
a taxa intrinsica de crescimento e a capacidade suporte da espécie 7; z; denota a
densidade populacional da espécie j.

A constante «j; na equacao (2.2) é responsavel pela forma da interagao
ocorrida entre as espécies. Observemos que a interacao é considerada benéfica ou
prejudicial para a espécie ¢ quando, associada com a espécie j, o valor de equilibrio
x; é, respectivamente, maior ou menor do que a capacidade suporte K;. Neste caso,
é facil ver que se «;; for positivo, entao a interacao é benéfica para espécie i; por
outro lado, se «;; for negativo entao a interacao ¢ prejudicial.

No modelo proposto por M.-J. Hernandez (Hernandez, 1998) para a situagao
em que a forma com que duas espécies interagem pode depender de fatores ambien-
tais e das densidades populacionais, a constante c;; no equacao (2.2) é susbstituida
por uma funcao que representa as caracteristicas da interacao.

Vamos supor que em baixas densidade populacionais, ambas as espécies sao
beneficiadas pela interacdo, ou seja, a interagao é de mutualismo. No entanto,
quando as densidades populacionais de ambas as espécies sao altas, a interacao
torna-se de competicao. Neste caso, o coeficiente de interacao «;; nao pode ser
constante, mas sim uma funcao da densidade populacional da espécie j com valores
positivos quando x; é baixo e negativos quando x; ¢ alto.

Um modelo geral para o;; que apresenta este comportamento é:

. bixj — X

Qg — ——5~
J 1+cix§

2
J

com b; e ¢; constantes reais positivas.
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Substituindo o;; na equacao (2.2), obtemos o sistema de interacao entre duas
espécies

dzy 1 bize — T3\ 2
i i m (e
dt T1$1|: K; + 1—|—Cl$§ K

dza T boxzy — 23\ 21
i ()]
a " [ K, * 1+ co? / Ky

(2.3)

em que para baixas densidades a interacao é do tipo mutualismo; para altas den-
sidades, no entanto, a interagao é do tipo competicao.

Para analisar o sistema (2.3) quanto & estabilidade denotaremos por x5 0

'(t) = 0 com o eixo x;. Assim, as caracteristicas

J
do sistema quanto aos estados de equilibrio podem ser:

ponto de interseccao da isoclina x

1. Se ambos K; < z§ (1,7 = 1,2), entdo o sistema apresenta ao menos um estado
de equilibrio assintoticamente estavel onde as espécies coexistem, podendo
ter mais um ou dois pares de estados instavel-estavel. Os pontos (K7,0) e

(0, K2) sao instaveis;

2. Se algum K; > ;1:5 (i,j = 1,2), entao pode existir um par de estados de
equilibrio instavel-estavel, onde as espécies coexistem. O estado de equilibrio,

(K1,0) ou (0, K2), onde K; > zf é assintoticamente estdvel;

3. Se ambos K; > z§ (i, = 1,2), entao nao héd estado de equilibrio estavel
onde as espécies coexistem. Ambos os estados de equilibrio (K7,0) e (0, K3)

sao assintoticamente estaveis.

Algumas observacoes importantes devem ser feitas sobre os parametros da
funcao a;j. Por exemplo, quanto maior for o valor de b;, maior deve ser a densidade
populacional de espécie j para que a interacao seja prejudicial para a espécie 1. E
esperado, portanto, que se a interacao é prejudicial para ¢ em baixas densidades
de j, o valor de b; seja pequeno. Por outro lado, um aumento em ¢; acarreta em
diminuic¢ao no valor absoluto de a;;. Portanto, para espécies onde a interacao é
menos sensivel, é de se esperar que ¢; seja alto. Como observamos, os parametros
de o alteram o modo de interacao entre as espécies e, portanto, estes parametros

sao intrinsicos da interagao.
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A convergéncia da solugao do sistema (2.3) para os estados de equilibrio,
depende das densidades populacionais das espécies 7 e j. No caso de haver dois

estados de equilibrio estdveis, as espécies podem coexistir em mutualismo, presa-
predador ou ambas as interagoes.
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Figura 2: Campo vetorial do sistema (2.3).

Na figura 2, temos o campo vetorial e as isoclinas determinadas pelas equacoes
do sistema (2.3). Para os estados de equilibrio deste caso, valem as andlises feitas
no item 1 anteriormente. Podemos observar que nos pontos de equilibrio ass-
intoticamente estaveis a e ¢ , as espécies coexistem interagindo sob a forma de
presa-predador. No entanto, dependendo das condicbes iniciais, a espécie que é
predadora em um ponto de equilibrio, como por exemplo a espécie 2 em a, é a

presa no outro (ponto ¢). O estado de equilibrio b é um ponto de sela.

3. Modelo p-fuzzy

Como observamos anteriormente, os parametros b; e ¢; que definem a funcao
a;; sao intrinsicos da interacao. A constante b; da funcao de interacao, ¢é res-
ponsavel por determinar a partir de qual densidade populacional da espécie j, a
interacao sofre alteracao, isto é, quando a interacao deixa de ser benéfica e passa
a trazer prjuizos para a espécie ¢. Assim, a estimativa sobre o valor de b; depende
de informagoes precisas sobre a interacao entre as duas espécies.

A exigéncia de informacoOes precisas em interaces entre espécies nem sem-

pre pode ser atendida, dificultando assim as anélises por meios de equagoes derter-
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ministicas. Para andlise de situagoes onde as informagoes sdo somente parcialmente
conhecidas, a modelagem que incorpora informacoes subjetivas pode ser de grande
valia como ferramenta.

Claramente, as informagoes aqui supostas sobre mudangas na forma da in-
teracao entre duas espécies sao somente parcialmente conhecidas e carregadas de
subjetividades. Isto torna a modelagem por meios de sistemas p-fuzzy um instru-
mento importante para andlise de comportamento de uma interagao densidade-
dependente.

Na modelagem por sistema p-fuzzy feita aqui, vamos considerar que os esta-
dos subjetivos (termos linguisticos) assumidos pela variavel linguistica popula¢do
da espécie i sejam dados pelo conjunto T, ={baiza, média baiza, média alta,
alta} e para a varidvel linguistica variacdo da populagdo, Ta, ={alta negativa,
média alta negativa, média baiza negativa, baixa negativa, baira positiva, média
baiza positiva, média alta positiva, alta positiva}. O conjunto fuzzy para cada um
destes termos linguisticos que usamos estao representados nas figuras 3 e 4, onde

as abreviagoes sao evidentes.

Dens. populacional

Figura 3: Termos lingufsticos da varidvel de entrada populacdo da espécie i.

As informagoes que usaremos para determinar a relacao entre variaveis lin-
guisticas sao as mesmas usadas na formulacao deterministica, ou seja, em baixas
densidades populacionais, a interacao se comporta como mutualismo; porém, quan-
do a densidade populacional é alta, a interagéo torna-se competitiva. Além disso,
o fato de estarmos supondo que a interacao ¢é facultativa para ambas as espécies,
sugere-nos que exista uma capacidade suporte para a densidade populacional de

cada espécie, ou seja, mesmo ausente da interacao o crescimento populacional das



114 Cecconello & Bassanezi

o5 o5
Variacédo populacional

Figura 4: Termos linguisticos da varidvel de saida variacao da populacdio.

espécies é inibido.

A base de regras contendo as suposicoes acima pode ser sintetizada na tabela

Tabela 1: Base de regras para interacao densidade-dependente. Cada par ordenado

representa a saida da regra associada: (espécie 1, espécie 2).

B MB MA A
B (MBP7MBP) (BP7AP) (BnaBp) (MB’VUBTL)
MB | (MA,,B,) (MA, MB,) (MA,,B,) (Bp,MB,)
MA | (Bp,By) (Bu, MA,)  (MA,,MA,) (MA,,A,)
A | (BsyMB,)  (MBn,By)  (MAy,A,)  (An, Ay)

Os estados de equilibrio de um sistema p-fuzzy bidimensional podem ser
determinado através de um algoritmo baseado na base de regras da tabela 1 (ver:
Cecconello, 2006). O sistema p-fuzzy associado & base de regras da tabela 1 admite
trés estados de equilibrio nao nulos que sao: a = (19.62,66.76), b = (48.07,48.07)
e c = (66.76,19.62). A capacidade suporte de cada espécie isolada é K; = Ky =
50.02.

A andlise de estabilidade (ver: Silva, 2005) feita em cada um destes estados
de equilibrio nos mostra que a e ¢ sao assintoticamente estaveis enquanto b é um
ponto de sela.

A base de regras da tabela 1 pode ser vista também como um campo varia-

cional conforme figura 5. A convergéncia da solucao do sistema p-fuzzy para um
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dos estados de equilibrio depende somente da condicao inicial. Nos estados de
equilibrio a e ¢, a coexisténcia das espécies ocorre em interacao do tipo presa-
predador. Como no modelo deterministico, aqui a espécie 1 é a presa e a espécie
2 é a predadora no estado de equilibrio a, enquanto que em c, a espécie 1 é a
predadora e a outra ¢é a presa.
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Figura 5: Campo variacional do sistema p-fuzzy com base de regras conforme tabela 1.

No modelo p-fuzzy, a sensibilidade da espécie com relacao a interagao é

determinada pelo suporte dos termos linguisticos da varidvel de saida.

4. Conclusoes

Observemos que tanto a modelagem subjetiva quanto a modelagem deter-
ministica discutidas aqui, apresentam resultados semelhantes embora, do ponto
de vista matematico, os sistemas p-fuzzy sejam mais simples do que as equagoes

diferenciais. Esta semelhanga de fato é esperada ja que sao modelos que descrevem
o mesmo fenémeno.

Como vimos, ambos os modelos apresentam estados de equilibrio nao nulos
estaveis em que, dependendo das condigoes iniciais, a espécie predadora de um
estado de equilibrio é a presa no outro. Conforme comentamos na introdugao,

situagoes como esta tém sido verificadas na natureza.
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