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Resumo. Sistemas dinamicos p-fuzzy sao sistemas variacionais cuja dindmica é
obtida por meio de um sistema baseado em regras fuzzy. Neste artigo, particular-
mente abordaremos os sistemas p-fuzzy unidimensionais e apresentamos teoremas
que estabelecem condicGes de existéncia e unicidade para pontos de equilibrio. Além
dos resultados analiticos apresentados, apresentamos exemplos que ilustram os re-

sultados matematicos obtidos.
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1 Introducao

Sistemas baseados em regras fuzzy tém sido utilizados com éxito em vérias
areas como controle, para tomadas de decisoes, sistemas de identificagao, etc. Este
sucesso se deve principalmente a sua simplicidade, intuitividade e principalmente
a sua inter-relacdo com a forma de raciocinio humano. Sistemas baseados em
regras fuzzy sao conceitualmente simples (Fullér, 1995). Tais sistemas consistem
basicamente de trés estdgios (Figura 1) : um estdgio de entrada-fuzificador, um
estagio de processamento, composto por uma base de regras fuzzy e um método de

inferéncia e um estigio de saida - defuzificador.
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Figura 1: Esquema de um sistema baseado em regras fuzzy.

Os dois principais tipos de sistemas baseados em regras fuzzy sao denomi-
nados sistemas fuzzy Mamdani e sistemas fuzzy Takagi-Sugeno. A caracteristica
principal dos sistemas tipo Mamdani é que tanto o antecedente quanto o con-
seqilente sado expressos por termos lingiiisticos. J& os sistemas do tipo Takagi-
Sugeno apenas o antecedente é expresso por termos lingiiisticos e o conseqiiente
por funcionais.

Os sistemas do tipo Takagi-Sugeno sao muito menos intuitivos do que os
sistemas de Mamdani. Entretanto, devido a existéncia de métodos tedricos para a
andlise de estabilidade dos sistemas fuzzy do tipo Takagi-Sugeno Cuesta e Gordillo
(1999); Feng (2004); Gupta (1985); Mikael et al. (1999); Tanaka et al. (1996);
Tanaka e Sugeno (1993), esses sistemas, tornaram-se muito utilizados. Os sistemas
do tipo Mamdani sao utilizados como uma “caixa preta’e sofrem criticas devido
a inexisténcia de um estudo analitico de sua estabilidade Ying (2005); Sugeno e
Taniguchi (2004).

As equagoes variacionais fuzzy tém sido usadas por distintos métodos. Al-
gumas tentativas de se contemplar subjetividade do tipo nao aleatéria ja foram
propostas tais como a derivada de Hokuhara, Inclusoes diferenciais e Extensao de
Zadeh Misukoshi (2004); Silva (2005). Nestes trés métodos, o processo adotado
para se estudar os sistemas variacionais é sempre derivado de sistemas cldssicos

deterministicos.
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Neste artigo apresentamos os sistemas dinamicos p-fuzzy. A dinamica destes
sistemas nao se baseia em conceitos formais de variagoes provenientes das derivadas
ou de diferencas explicitas ou de inclusoes diferenciais. Nos sistemas p-fuzzy a
dinédmica (processo iterativo) é obtida por meio de um sistema baseado em regras
fuzzy do tipo Mamdani.

Um sistema p-fuzzy em R™ é um sistema dindmico discreto,

{ Tpy1 = F(xy)

x, dado e xp, € R"

9

onde a funcao F' é dada por F'(zy) =z + A(zk) e A(zg) € R™ é obtido por meio
de um sistema baseado em regras fuzzy. A arquitetura de um sistema p — fuzzy

pode ser visualizada na Figura 2.

fuzzy rule-based AX)
X
K system X
f
Mathematical Model
Xier1= X+ A(X,) )

Figura 2: Arquitetura de um sistema p-fuzzy.

Neste artigo vamos nos focar nos sistemas p-fuzzy unidimensionais, os quais
sempre estarao associado a um sistema fuzzy do tipo Mamdani onde o método de
defuzificacao da saida é o cento de gravidade. Apresentamos teoremas que estabe-

lecem condigoes necessérias e suficientes para existéncia de ponto de equilibrio.

2 Preliminares

Nesta secao vamos introduzir os conceitos principais para o desenvolvimento
da teoria aqui proposta.
2.1 Definicoes Preliminares

Definigao 1 Dado « € [0,1] e U um subconjunto fuzzy de X, denominamos de

a-nivel do subconjunto fuzzy U, o subconjunto [U]* C X definido por:
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i) [U°={z € X;U(z) >0}, (a=0);
ii) [U]* ={z € X;U(z) > a}, se a € (0,1].

Definigao 2 Seja U um subconjunto fuzzy de X, o suporte de U, o qual denota-

se, por supp(U), € o subconjunto de X cujos elementos tém grau de pertinéncia
ndo nulos em U, isto €,

supp(U) = {z € X;U(x) > 0}.

Definicao 3 Um subconjunto fuzzy A C R € chamado de niumero fuzzy se satisfaz
as condicoes:

(i) [A]” # 2, Ya € 0,1];
(ii) [A]* é um intervalo fechado, Yo € [0, 1];

(11i) O suporte de A € limitado.

Definigao 4 Considere um sistema p-fuzzy unidimensional

{ Tpy1 = F(g)

: (2.1)
T, dado e xp, € R
F(z) =z, + A(xg), dizemos que x* é um ponto de equilibrio de (2.1) se
F(z*) =2" <= A(z") = 0.

Definicao 5 Seja {A;}i1<i<k uma familia finita de subconjuntos fuzzy normais

associados a uma varidvel lingiistica . Dizemos que {A;}1<i<k € uma familia de
subconjuntos fuzzy sucessivos (Figura 3) se,

i) supp(A;) N supp(Ait1) # D, para cada 1 < i < k;
ii) ﬂj:i,z’+2 supp(A;) possui no mdximo um elemento para cada 1 <i <k—1;
i) Uiy g supp(4i) = U, onde U é o dominio da varidvel lingiiistica x;

iv) dados z1 € supp(4;) e zo € supp(Ait1), se Ai(z1) =1 e Aiy1(z2) =1 tem-se
21 < z9 para cada 1 < i < k.
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Figura 3: Familia de subconjuntos fuzzy sucessivos.

Definicao 6 Consideremos uma familia de subconjuntos fuzzy sucessivos { A; }1<i<k
que descreve o antecedente do sistema fuzzy associado ao sistema p-fuzzy (1.1). Se
para algum 1 < i < k, existem 21,29 € [A; U A;11]° tais que A(z1) - A(z2) < 0,
entdo o subconjunto dado por: A*, A* = [A; N A;11]°, € denominado conjunto

vidvel de equilibrio do sistema p — fuzzy (1.1).

Um sistema p-fuzzy depende do sistema fuzzy associado a ele, isto é, da
base de regras, do método de inferéncia e do método de defuzificacao utilizado.
Na Definicao 6, uma condigao suficiente para A(z1) - A(z2) < 0 é que o sistema
p-fuzzy esteja associado a um sistema fuzzy cuja a base de regras em [A; U A;41]°

é do tipo:
Ry: Se xz é A; Entao A é B;
Ry: Se x é A;+1 Entao A é C.

onde supp(B) C R~ e supp(C) C RT ou vice e versa. No caso de supp(B) C
R~ e supp(C) C R diremos que o conjunto viavel de equilibrio, A*, ¢ do tipo
(A;, Aix1) — (C, B). Se, por outro lado, tivermos supp(B) C Rt e supp(C) C R~
diremos que A* é do tipo (4;, Ai+1) — (B, C).

Para compreender a dinamica do sistema p-fuzzy precisamos entender como
funciona o sistema baseado em regras ou mais precisamente, dado x € A* como é

o processo de obtengao de A(x). Na secao seguinte vamos explicitar este processo.

2.2 Defuzificagcao da saida do sistema fuzzy

Seja A* = [A; N A;11]°, um conjunto vidvel de equilibrio do sistema p-fuzzy

é A* = [c1, c). Para facilitar a notagao indicaremos por r a fungao de pertinéncia
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de A;, por s a fungédo de pertinéncia de A;41,

z1= min {r(z)=1 e Zo = max s(x) =1},

! IGSUPP(Ai){ (@) } 2 mESUPP(AiH){ (@) J
e por f e g as respectivas fungoes de pertinéncias de C' e B (Figura 4). Vamos supor
que o sistema p-fuzzy, no conjunto vidvel de equilibrio A*, é do tipo (A4;, Aiy1) —

(C, B).

T BA C
| R If X isAi Then AisC|
| Rot If X isAi1 Then A isB! t/0 ]
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Ax
A
X bt m) 0 Tgim @

Figura 4: Processo de inferéncia de Mamdani para [A*]" do tipo (4;, A1) — (C, B).

Dado x € A*, o valor A(x) é a abscissa do centro de gravidade da regiao R

limitada pela funcdo de pertinéncia da saida fuzzy Az (veja Figura 4). Assim,

J g @dt + [7 g mtdt+ [ ntdt + [ te(t)dt
- Jo' g7 (Bt = Jg" F7 (Bt

onde (n,m) = (r(z),s(z)). A Equagao (2.2) ainda pode ser reescrita por:

A(z) (2.2)

Alz) = ha (Zl)(:;f:)(m) ’

onde,

g t(n) a
hi(n) :/ ntdt+/ tg(t)dt (2.3)
0 g=1(n)

ho(m) = /bf_ " tf(t)dt + /0 mitdt (2.4)

f=t(m)

A(m,n) :/Ong_l(t)dt/omf_l(t)dt (2.5)
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2.3 Resultados Preliminares

Os resultados que seguem se referem a um conjunto vidvel de equilibrio
do tipo (4;, Ait+1) — (C,B) (Figura 4). Para todos os resultados desta segao
suporemos que as fungdes r, s, f e g (as quais representam respectivamente as

fungdes de pertinéncias ji4;, f14,,,, 4B € pc) sa0 continuas.

Lema 1 A funcdo hy (2.3) é crescente e sua imagem ¢é dada por, Im(hy) =
[0, fy tg(t)dt].

Demonstracao 1 Como g € continua em [0,a] (portanto, limitada, o que implica

que g~ ' € limitada) entdo a funcdo hy € derivdvel, e,

e (n) = (/Og_ (n) ntdt) + </i( )tg(t)dt>
g 1(n

usando as propriedades de derivadas,

g (n) g (n) ' g (n) '
By (n) = / tdt +n / tdt | — / tg(t)dt
0 0 a

usando a Regra da Cadeia e o Teorema Fundamental do Cdlculo obtém-se

~1(n)
) = [ T bt g ) (g (1) — g (m) (g ()

donde,
g~ (n) -1 2
h’l(n):/ tdt:%>0.
0

e, portanto hy € crescente.

Agora,

g~ 1(0) a a
h (0) = /O Otdt + / tg(t)dt — / Lg(t)dt = 0
g a

~1(0)

g (1) a a
h1(1):/ tdt+/ tg(t)dt:/ tg(t)dt.
0 g~ 1(1) 0

Logo Im(hy) = [0, [5 tg(t)dt].
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Lema 2 A funcdo ho € decrescente e sua imagem € dada por:

0
Im(hy) = [ ¢f(0)d. 0
b
Demonstragao 2 Andloga a demonstragdo do Lema 1

Lema 3 Seja ¢ : I = [dy,d2] — R uma fungdo de classe C?. Se ¢"(z) > 0, V

z € (dy,d2) e ¢(dy) <0, entao ¢ possui no mdximo uma raiz em I.

Demonstracao 3 (Lema 3) Suponhamos que existam z1,z2 € I (21 < z3) tal
que ¢(z1) = ¢(22) = 0. De ¢"(2) > 0, temos que ¢ nao é constante. Dad, pelo
Teorema de Rolle, 3 ¢ € (z1,22) tal que ¢'(¢c) = 0 = ¢ é ponto de minimo, pois
¢"(c) > 0. Mas, ¢(d1) <0 = ¢(c) > 0. Como ¢ € continua 3 z, € (21, 22) tal que

o(c) > ¢(z0) > 0, Absurdo! Logo ¢ tem no mdximo uma raiz.
Lema 4 Se g(t) > f(—t), V t € [0, —b] entdo g~1 (k) > —f~1(k) ¥V k € [0,1].
Demonstracao 4 Trivial (ver Figura 5).

Lema 5 Se g(t) > f(—t), ¥t € [0, —=b] entdo para m,n € [0,1] com m < n tem-se,

hi(n) + ha(m)
Alr) = —F——2>0.
@ =" A
Demonstracao 5 Seja H(m,n) = hi(n) + ha(m), € suficiente mostrarmos que
H(m,n) > 0, pois A(m,n) > 0. Vamos mostrar inicialmente que dado k € [0, 1]
tem-se H(k,k) > 0, para isto consideraremos dois casos.
Suponhamos primeiro que k € [0,1] € tal que g~ (k) < —b. Temos que,

0

)]
tg(t)dt+ / tf(t)di+ / ktdt
b =1 (k)

a

g1 (k)
H(k, k) = b (k)+ho(k) = / ktdi+ /
0 g~ 1(k)
Usando o Lema 4 tem-se fog_l(k) ktdt = foff_l(k) ktdt + ff;(lk&) ktdt, entdo,

—f~(k) g (k) a ) 0
H(k,k) = / ktdt—l—/ ktdt+/ tg(t)dt+/ tf(t)dt+/ ktdt
0 —f ) g b f

1k “1(k) “1(k)
(2.6)
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b i O —f‘l(k)> -b a

gk

Figura 5: Saida do sistema p-fuzzy com g(t) > f(—t).

Como fo M) ktdt = —ff ) ktdt entao de (2.6),
g~ (k) a (k)
H(k, k) :/ ktdt+/ tg(t)dt+/ tf(t)dt (2.7)
—F1(k) g~ (k) b
Temos que:
) —b g (k) —b
/ tf(t)dt = —/ tf(—t)dt = —/ tf(—t)dt — / tf(—t)dt,
b —f~1(k) —f~1(k) g7 (k)

pois g~ (k) < —b. Substituindo este resultado em (2.7) tem-se,

g~ (k) a g*l(k b
H(k, k) = / ktdt + / tg(t)dt — / Bt — /
i o 1(8) i i

Podemos reescrever (2.8) da forma,

.8)

g (k) a —b
H(k,k):/fl(k)[kt—tf(—t)]dt+/gl(k) tg(t)dt—/gl(k) HH(—t)dt (2.9)

Como a > —b de (2.9) tem-se,

a

Hk k) = / O ot / Lt — tF(—t)dt + / tg(t)dt (2.10)

1 (k) (k) ~b

Como Vt € [0,—b] tem-se k > f(t) = f(—t) < kt —tf(—t) > 0 e do Lema 4
tem-se tg(t) —tf(—t) > 0 entdo todos os termos de (2.10) sao positivos, portanto:
H(k,k) >0
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Se dado k € [0,1] tivermos g~*(k) > —b a demonstracio ¢ andloga. Entdo,

em qualquer caso, tem-se:

H(k,k) >0 (2.11)

Dados m,n € [0,1], m < n temos de (2.11) que hi(m) + ha(m) > 0 <
—ha(m) < hi(m). Como hy € crescente tem-se —ha(m) < hi(m) < hi(n). Logo
H(n,m)>0= A(x) > 0.

Lema 6 Se g(t) < f(—t), Vt € [0,a], e m,n € [0,1] m > n entao A(x) < 0.

Demonstragao 6 Andloga a demonstracdo do Lema 5

3 Existéncia do ponto de equilibrio

Nesta secao enunciaremos e demonstraremos um teorema que garante a ex-
isténcia de ao menos um ponto de equilibrio para cada conjunto vidvel de equilibrio
de um sistema p-fuzzy. Para isso, ainda usaremos a Figura 4 para motivar os re-

sultados apresentados nesta secgao.

Teorema 1 (Ezisténcia) Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de
equilibrio de S do tipo (A;, Aiy1) — (C, B). Entdo, S possui ao menos um ponto
de equilibrio em A*. Isto €, 3x* € A* tal que A(x*) = 0.

Demonstracao. Dado r € A*, pela Definicao 4, = é ponto de equilibrio se, e
somente se,

A(z) =0 <= hi(n) + hao(m) = 0.

Se 14,(c1) = 0 entao

Aler) = ha(pa (1)) + ha(pa, (er)) = mi(0) + h2(0) = 0,

e, portanto ¢; é ponto de equilibrio. Se fi4,.,(c2) = 0 tem-se A(cz) = 0 donde
cz ¢ ponto de equilibrio. Suponhamos que ju4,(c1) > 0 e pa,,, (c2) > 0. Como
pa,, (c1) = 0, entdo, do Lema 1 e Lema 2 hi(pa,(c1)) > 0 e ha(pa,,,(c1)) = 0.
Dai,

A(er) = ha(pa,(e1)) + halpa,y, (e1)) = ha(pa,(c1)) > 0.
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Analogamente,

A(C2) =M (:U’Ai (62)) + hQ(IU’AiJrl (62)) = h2(:U’Ai+1 (CQ)) <0.

Como A ¢ continua, pelo Teorema do Valor Intermediario de Bolzano dz* €

[c1, c2] tal que A(xz*) =0 = x* é ponto de equilibrio.

Observagao 1 Se considerarmos no Teorema 1 um conjunto vidvel de equilibrio,
A*, do tipo (A;, Aiy1) — (B, C) o resultado € andlogo. Isto é, existe um ponto de
equilibrio T € A*.

3.1 Determinacgao do ponto de equilibrio local-saida simétrica

Se A* é um conjunto vidvel de equilibrio onde as funcées de pertinéncias do
conseqiiente, B e C, sao fungoes simétricas entao, o ponto de equilibrio deste
conjunto vidvel de equilibrio é tnico. Exceto possivelmente quando tivermos

pa;(c1) =0 ou g, (c2) = 0. Sendo vejamos,

Proposicao 1 Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de equilibrio
de S do tipo (A;, Aix1) — (C, B). Se as funcoes de pertinéncias de B e C, respec-
tivamente pp € uc, sio mondtonas e simétricas, isto é uc(t) = pp(—t), entao um

ponto de equilibrio de S em A* é:

Tt = pa; N HA 41 = g}éi)i[minO’l’Ai (.’E), /’LAi+1(x))]0'

Demonstragao:

Como (1) = ic(—) entio pun(~a) = po(@) = 0 = wp(h) = b = ~a
pois up é monGtona. Temos ainda que, pp(t) = pc(—t) = pz'(pc(t)) = —t =
—1g (nB(t) = 1p'(y) = —pc' (v)-

Entao, A(z,) = 0 se, somente se, hi(n) = —ha(m). Como b = —a, da
Equagao (2.4),

pg' (m)
ha(m) :/ tup(t dt+/ mtdt
—a g
fazendo a mudanca de varidvel u = —t tem-se,
—pg (m) 0
ho(m) = / upp(—u)du —i—/ mudu =
a —ug'(m)
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po'(m) 0
ha(m) = / upc(u)du +/ mudu = —hi(m).
a 1

o' (m)
C
Isto é, hQ = *hl. Dai, hl (n) = *hg(m) — hl(n) = hl(m) — m=n (pOiS hl

é crescente - Lema 1 ), portanto z* = pa, N pa,,, -

Observagao 2 Observemos que se tivermos pa,(c1) # 0 entdo x* = pa, N pa,
é o unico ponto de equilibrio em A*. Além disso, se o sistema S for (A;, Aiy1) —

(B, C), o resultado da Proposi¢do 1 € o mesmo.

4 Unicidade do ponto de equilibrio

Nesta secao vamos enunciar e demonstrar teoremas que estabelecem con-
digoes suficientes para unicidade do ponto de equilibrio de um sistema p-fuzzy
unidimensional. Inicialmente consideraremos um caso mais simples, quando A* C

[21, 22] (Figura 4) onde

z1= min {r(z)=1 e 29 = max s(z) =1}.
! :cEsupp(Ai){ ( ) } 2 J:Esupp(Ai+1){ ( ) }
Teorema 2 Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de equilibrio de S

do tipo (A;, Ajy1) — (C, B). Se as fungdes pa, e pa,, sio mondtonas por partes

e A* C [z1, 22] entdo, existe um unico ponto de equilibrio em A*.
Demonstragao. Dado um x € A* temos que,

A(z) = hi(n) + ha(m) = hi(pa,(2)) + ha(pa,, (2))-

Usando os Lemas 1 e 2 e a regra da cadeia temos que a derivada de A é dada por,

-1 )12 -1 _ )12
PR 7ol e i L) 12)

Como, em A* = [c1,c¢2], pra;, é ndo crescente e fia,,, ¢ ndo decrescente entao
Wy, (x) < 0eply, (x) > 0e, além disso, se py (x) = 0 tem-se ply,, (z) # 0 e se
“i4¢+1 (z) = 0 tem-se pi/y (z) # 0. Entdo, de (4.12), A’(x) < 0 o que mostra que A
é decrescente. Como, pelo Teorema 1, existe um ponto de equilibrio em A*, ele é

unico.
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Consideraremos agora o caso mais geral, quando A* ¢ [z1, z9]. Dividiremos
em dois teoremas. Inicialmente consideraremos o caso em que as funcgoes de per-
tinéncia pc e pp sao tais que pc(t) > pp(—t), em seguida o caso em que tem-se
pe(t) < pe(—t)

4.1 Caso 1: uc(t) > pp(—t)

Teorema 3 (Unicidade) Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de
equilibrio de S do tipo (A;, Ajy1) — (C,B). Se as fungoes pia,, pa,,,, 1B, HC
e Cl; pA; € jia,,., Sao mondtonas por partes, up e pc estritamente mondtonas,
tais que:

(Z) NC(t) > MB(_t)7 Vite (07 _b);

.. ! 3
(ii) Z;EZ; <%,V pesupp(B), q € supp(C) e up(p) > pe(q);

[ @]
i) [ | <0, 2 € (a0 # 1 ).

Entao S possui um tnico ponto de equilibrio, x* em A*, e x* € (2,, ca].

6

—hL) - ‘ !

Y

s(¢)

hy(1

h'f(—f‘\z(l)) rkzz) c) 1(z) 1
Figura 6: Funcao hi e hs. Figura 7: Funcao &, 61 e ds.

Demonstragao. Por motivo de simplicidade de notagao consideraremos
rT=pa;, S = //JAH.pf = MUB € g = UuC-
Inicialmente, observemos que dado x € (z,, c2| (Figura 4), = determina um

tinico par (n,m) € [0,1]2 tal que n = r(x) e m = s(x). Pela monotonicidade de
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r, temos que para cada n € [0,7(2,)) existe um tnico m € [0, 1] tal que n = r(z)

e m = s(z). Ou seja, cada par (n,m) nestas condigoes, determina um unico
x € (20, C2].
Pelo Teorema 1 existe um ponto de equilibrio z* € [c1, c2] = [c1, 2] U (20, €2]-

Dado x € [c1,20,] = m = s(x) < n = r(z). Entao, pelo Lema 5 z* & [c1, 2z, =
x* € (2o, c2]. Ou equivalentemente, existe um dnico (n*,m*) com n* € [0,7(2,))
tal que H(n*,m*) = 0.

Como para cada n € [0,7(2,)), existe um tnico m € [0,1] tal que n = r(z)
e m = s(z), entdo podemos definir uma funcdo d : [0,7(z,)) — [0,1] tal que
m = d2(n) (Figura 7). Observe também que d2 é continua, pois r e s sdo continuas

Lima (1999a). Utilizando a regra da cadeia, a derivada de d2 é dada por:

lll

85 ) <0, V¥n € Dj, (4.13)

Pelo Lema 1 e Lema 2, hy e —hs sao crescentes e pela condigao (i), segue

que (Figura 6):

a 0
/ t(t)dt > —/ L)t < hi(1) > —ho(1)
0 b

Entdo, dado n € [0,hy'(—ha(1))], existe um tnico m € [0,1] tal que hi(n) =
—ha(m) < hi(n) + ha(m) = 0. Dai, pode-se definir uma fungao injetiva £, m =
&(n) (Figura 7) tal que,

H=H0) = {(n,m);m = &(n)},

onde H : [0, h{'(—ha(1))] x [0,1] - R é dada por H(n,m) = hi(n) + ha(m).
Como ji vimos (Lema 1) que % = hi(n) = M > 0 e (Lema 2)
gﬁ = hi(m) = U m))” ( DS} entao, pelo Teorema da Fungao Implicita (Lima,

1999a, pg. 160), & é k: vezes diferenciavel e, além disso:

e Ty in)]?
&(n) = _iTz = [f‘l(m)] >0, Vn € (O,hfl(—hg(l))),m €(0,1) em=¢&(n)

(4.14)

Logo, £ é uma funcao estritamente crescente e como

H(0,0) =0 e H(h{*(—=ha(1)),1) =0
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entdo D¢ = [0, h* (ha(1))] e Ime = [0, 1].

Dado m,n € (0, 1) existe um tnico p € (b,0) tal que p = f~*(m) e existe um tinico

q € (0,a) tal que ¢ = g~1(n), pois f e g sdo estritamente mondtonas, por hipdtese.
Do Lema 5 temos que m < n = H(m,n) > 0. Dai H(m,n) =0=m > n.

Portanto, estamos interessados nos pares (m,n) tais que, m > n. Temos que,

m >n < f(p) > g(q) (4.15)

Como f e g sao monétonas, pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange (ver Lima,
1999b, pg. 213-216), tém-se:

_ =1 m —1y/ m) = 1
p=[f"(m) & (f)(m) ) (4.16)
‘ -1 n —1y\/ n 1
g=g9 (n) (g )()—g,(q) (4.17)
Entao,
(4.15) @) g'(@) _ p* ey e @i (f71)(m) _ [f1(m))?
mzn S ) > 00 = ) < s () < o)
Portanto,
m>n= (f7)(m)g" (n)]* = (=) (n)[f~H(m)]* > 0. (4.18)

Derivando &', de (4.14), tem-se

vy =297 (n) IV ) =L ()13 — (0= 1Y () [ £~ (m )13
§(n)—7[f_1(m)]5{(f ) (m)lg~ (n)]° = (g7 (m)[f~(m)]*}

€ como [}2_91;;)7]15), > 0,Vm,n € (0,1), de (4.18) tem-se,

¢"(n) > 0,¥n €Dg (4.19)

Tomemos agora I = D¢ N Ds, = D¢ N [0,7(2,)) e definamos a funcao ¢ : I — [0,1]
tal que,

¢(n) = &(n) — da(n) (4.20)
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Entao, de (4.13) e (4.19) tem-se ¢ (n) > 0,Vn 7. Como £(0) = 0 e a condicao
(iv) = 02(0) > 0, entao tem-se ¢(0) < 0. Dai, em virtude do Lema 3 temos que

existe um tunico n* € I tal que,

&7 E(n") = da(n’) (4.21)
Como ¢ = H~1(0) entdo, temos que

0= Hn',¢n") "2 Hm" 5o(n)
Logo, existe um dnico z* € (z,, c2|, n* = r(z*) e m* = da2(n*) = s(z*) tal
que,
H(n*,m*)
A(n*, m*)

o que conclui a demonstragao do teorema.

A(z™) = =0,

4.2 Caso 2: uc(t) < up(—t)

Teorema 4 (Unicidade) Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de
equilibrio de S do tipo (A;, Aiy1) — (C,B). Se as fungoes pa,, pa,.,, LB, HC
€ C’l; HA; € A, SGO0 mondtonas por partes, up e uc estritamente mondtonas,

tais que:

(i) pne(t) < pp(—t), Vte (0,a);

.. ! 3
(ii) Z;EZ; > %,V p € supp(B), q € supp(C) e up(p) < pe(q);

[ @
(iii) Mﬁ“z (x)} <0, Ve (e, 20), pa, (@) # pa, ().

i+1

Entao S possui um unico ponto de equilibrio, x* em A*, e * € [c1, 2,).
Demonstragao 7 Andloga a demonstragdo anterior.

4.3 Comentarios sobre os teoremas de unicidade

Quando nao temos puc(t) > up(—t) ou uc(t) < pp(—t) nao é possivel es-

tabelecer condigOes gerais para unicidade do ponto de equilibrio, como fizemos



Pontos Estaciondrios: I - Sistemas Dinamicos P-fuzzy Unidimensionais 81

nos casos anteriores. Por exemplo, consideremos um sistema p-fuzzy ilustrado na

Figura 8. Este sistema possui um conjunto viavel de equilibrio, A*, A* = A1 N A,.

Figura 8: Sistema p-fuzzy: existéncia de mais de um ponto de equilibrio.

Os conjuntos que descrevem a varidavel de entrada tém como funcgoes de

pertinéncias:
4—10:5,se0<:c§40 %x—ﬁ,se5<a:§60
pa, () = g—éx—i—%, sed) <z <90 e pa,(r)= Z—éx—i—%, se 60 < x < 100
0, caso contrario. 0, caso contrario.

e os conjuntos fuzzy que descrevem a varidvel de saida tém como fungoes de per-

tinéncias: pc(t) = Ft+1le

t+1, se —3<t<3(m—1)
3e(e+mi—1 —1
(t) gt e se 3(mi—1) <t < HEgTglm s (4.22)
UB = .
1 3e(e+my1—1)(m1—1)
St 1, se 3(m1_1)+€§ <t<0
0, caso contrario.

Se tomarmos em (4.22), por exemplo, m; = 0.1 e € = 0.1 o sistema p-fuzzy
obtido possui trés pontos de equilibrio em A*, os quais podem ser visualizados na

Figura 9, onde podemos observar a o grafico da funcao A.

Observagao 3 Observe que a funcdo pup nao € derivdvel em todos os pontos de
supp(B), exigéncia feita nos casos anteriores. Entretanto, claramente pode se

construir uma fun¢ao pup que seja derivdvel em todos os pontos de supp(B). Por
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Figura 9: Funcdao A com m; = 0.1 e Figura 10: Funcao A com ¢ = 0.4 e
e =0.1. mi =0.1.

exemplo, se substituirmos a sequnda sentenca de pup por um polinémio de quarto

grau adequado, obviamente pp serd derivavel em supp(B).

Observacgao 4 Se tomarmos, por ezemplo, € = 0.3 e m1; = 0.3 temos que o sis-
tema p-fuzzy obtido possui somente um ponto de equilibrio (Figura 10). O que
mostra que os Teoremas 3 e j estabelecem apenas condi¢des suficientes para uni-

ctdade do ponto de equilibrio.

4.4 Aplicacoes dos teoremas de unicidades

Nesta secao, vamos listar algumas conseqiiéncias importantes, referentes aos
Teoremas 3 e 4 dados anteriores. Mostraremos que para fungoes de pertinéncias
do tipo triangulares ou trapezoidais o ponto de equilibrio é inico em A*. Antes

porém,

Lema 7 Se ug(p) > pc(q) entdo ¢ > —p, onde p = ug'(m) e ¢ = ug'(n).

Demonstragao:
De fato, temos que pup(p) > puc(g) = m > n dai usando o Lema 4 e o fato

de —,ugl ser decrescente, pois up é crescente, entao:

q=pg'(n) > —pup'(n) > —pp'(m) = —p
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Lema 8 Se ug(p) < puc(q) entdo g < —p, onde p = ug'(m) e ¢ = ug'(n).

Demonstracao: Andloga & anterior.

Corolério 1 Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de equilibrio de
S. Se pa;, pa,, ., BB e pc forem nimeros fuzzy triangulares entdo S possui um

iunico ponto de equilibrio em A*.

Demonstracgao:
Demonstraremos o caso em que S é (ua,,pa,,) — (tc,us). Se S for
(A a;,) — (1B, pe) a demonstracao é analoga.

Se a = b entao pa, e pa,,, sao simétricas, pela Proposicao 1 o ponto de

i+1
equilibrio é tnico,

r* = KA OV A L = gé%}i[min(ﬂAi (z), /"LAZ'+1(‘T))]‘

Suponhamos que a > b, entao pa;, pa,,,, uB € pic satisfazem o Teorema 3.

De fato, (i) e (iit) sao triviai,s.( )Como pp(t) = —ft+lepc(t) =-1t+1 eng:uéo
b
na(p) > pe(q) = ; <t = Zg(g) < £. Do Lema 7 temos que ¢ > —p = 2 < ’;—3 e,
e Pcl@ _ p® : »
portanto tem-se (o) < g oque satisfaz (i7).

Suponhamos agora que a < b entao pa,, pa,,,, B € pc satisfazem o Teore-

ma 4. De fato, (i) e (i) sdo triviais e pp(p) < pc(q) = 2 > = Z;CEZ; > 2. Do
B

3 .
> 2—3 o que satisfaz

b ()
g (p)

Lema 8 temos que ¢ < —p = g > g—i e, portanto tem-se

(73). O que conclui a demonstragao.

Corolario 2 Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de equilibrio de
S. Se pa; e pa,, sao nimeros fuzzy trapezoidais e up e jic sao triangulares entdo

S possui um unico ponto de equilibrio em A*.

Demonstragao: Andloga a demonstragao do Corolario 1.

5 Exemplos

Nesta secao vamos apresentar alguns experimentos computacionais que com-

provam a teoria matematica apresentada nas secoes anteriores. Os experimentos
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foram realizados no software Matlab®. Para o experimento consideraremos o que
chamamos de sistemas p-fuzzy unidimensionais inibidos. Estes sistemas podem ser
utilizados para modelar situagoes em que a variavel de estado é crescente (respec-
tivamente decrescente) com uma capacidade suporte (respectivamente limiar infe-
rior). Situagoes que, em dindmica populacional sdo descritas por modelos inibidos
tais como: o de Gompertz, o de Verhulst, o de Von Bertallanffy, o Exponencial

Assintético etc.
O sistema p-fuzzy unidimensional inibido consiste das variaveis “populagao”
(Figura 11) e “Variacao” (Figura 12) e como base de regra:

1. Se populagao é Baiza(A;) entdo variacao é Baiza positiva(C);

2. Se populagéo é Média baiza(As) entdo variacao é Média positiva(D);
3. Se populagdo é Média(As) entéo variacao é Alta positiva(E);

4. Se populagdo é Média alta(A4) entao variacao é Média positiva(D);
5. Se populagao é Alta(As) entao variagao é Baiza positiva(C);

6. Se populagao é Altissima(Ag) entdo variacao é Baiza negativa(B);

ree of rerberstip
o o °
Degree o membership
o o

Degr
°

Figura 12: Variagdo (A): pc(t) =
Figura 11: Populagao (x). up(—t)

5.1 Exemplo 1

Neste sistema as fungoes de pertinéncia de B e C sao up(t) = t+1 e
uc(t) =1 —t as quais sado simétricas (Figura 12). Observando as regras podemos
identificar uma regiao de equilibrio, A* = [200, 280], onde A* = A5 N Ag e cujas as

fungoes de pertinéncias sao:
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55(% —150), se 150 <z < 200 1 (4 — 200), se 200 < z < 270
1,se 200 < = < 220 70 ' .

s(z) = e (x) = 1,5e 270 < x < 300
pas () Ly —280)se 220 <z <210 © Pl ) > v

60 . 0, caso contrdrio
0, caso contrario

Um célculo simples mostra que pa, N pa, = 243.07, o qual é o ponto de
equilibrio do sistema p-fuzzy, conforme proposicao 1. O que confere com os ex-
perimentos numeéricos dados na figura 15, onde é possivel observar a solu¢ao do
sistema p-fuzzy com condigao inicial z, = 50 convergindo para o ponto de equilibrio

x* = 243.07 (curva em linha pontilhada).

c o

Degree of memberstip
© o

Degree of membership
° °

Figura 13: Variagao (A): pc(t) > Figura 14: Variagao (A): pc(t) <
i (—t) pB(—1)

5.2 Exemplo 2

Uma pequena modificagdo, apenas na fungao de pertinéncia do conjunto
fuzzy C, pc(t) = t(x — 2), temos pc(t) > pp(—t) (figura 13). Obtemos um
sistema p-fuzzy onde o ponto de equilibrio é z* = 274.25 € [243.07,280], como
pode ser visto na figura 15 (curva em linha continua), o que estd em conformidade

com o teorema 3.

5.3 Exemplo 3

Ainda considerando o sistema p-fuzzy inicial, mudando apenas a funcao de
pertinéncia do conjunto fuzzy B, up(t) = 3(z + 2) tem-se puc(t) < pp(—t) (figu-
ra 14). Para este sistema o ponto de equilibrio é x* = 206.42 € [200, 243.07] como
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300

250 (- ~

200 [~ s 7 7 ) 7 7 7 ) T

150 - b

L L L L .
200 400 600 800 1000 1200
Iteracéo

50
0

Figura 15: Equilibrio dos sistemas p-fuzzy

pode ser visto na figura 15 (curva em linha tracejada), o que estd em conformidade
com o teorema 4.
6. Conclusoes

Desenvolvemos novos conceitos e técnicas para modelagem, usando sistemas
baseados em regras fuzzy. Enunciamos e demonstramos teoremas que estabelecem
condicoes de existéncia e unicidade de ponto de equilibrio num dado conjunto de
equilibrio de um sistema p-fuzzy unidimensional.
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