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1. Introducao

Este trabalho visa recorrer a sistemas nio-lineares de Equacoes Diferenciais
Parciais que modelem tanto a dispersao populacional com efeitos outros como a
migragio, por exemplo, em conjunto com dinamicas populacionais de tipo logistico
genérico incorporando, também, as acoes interespecificas de tipo cldssico, ou seja,
na linha de Lotka-Volterra (ver: Meyer et al., 1999).

As equagbes dos sistemas propostos permitem a inclusio de efeitos tdxicos
letais varidveis de um poluente no meio, poluente este cuja presenca evolui no
tempo em fungao nao apenas de difusao efetiva (no sentido de Marchuk (1986), ou
de Okubo (1980)), mas também do transporte advectivo — no caso que se deseja
estudar, este transporte é devido & correnteza em corpos aquaticos, e, além disso,
as populacgoes estudadas, em funcao de ambientes de competicao intra-especifica,
podem sofrer efeitos permanentes, visto que os equilibrios de convivéncia competi-
tiva s&0, reconhecidamente, equilibrios de frigil estabilidade — uma modelagem que
reune idéias ji cldssicas em termos de convivio entre espécies (Edelstein-Keshet,
(1988), Murray (1989)).

O cendrio em que serdo feitas as simulacoes deste trabalho é a lagoa Iberd,
situada no nordeste da Argentina. O grupo de Ecologia Matematica do IMECC-
UNICAMP, em conjunto com outros centros de pesquisa como os da Universitd
degli Studi di Siena (Italia), da Universidad del Salvador (Argentina), da Uni-
versidad Nacional del Centro de la Provincia de Buenos Aires (Argentina), da
Universidad de Cadiz (Espanha), da Universidade de Aveiro (Portugal), da Uni-
versity of York (Reino Unido) e da Universidade Federal do Rio Grande do Sul
(Brasil), j4 vem desenvolvendo estudos sobre esta regido, obtendo resultados sig-
nificativos. Na defini¢do da cadeia tréfica deste meio (Gantes et al., 2005), duas
espécies-chave — o “chajd” ( Chauna torquata) e o jacaré (Caiman yacare) — estao no
topo, competindo entre si por presas de pequeno porte (basicamente peixes e ras).
O material impactante téxico que serd considerado nas simulacbes é proveniente
das culturas de arroz presentes nas regides vizinhas da lagoa. Os agrotéxicos sio

as principais fontes de poluicao naquele meio.
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2. A dispersao de um poluente no meio

Nesta secao serd apresentado um modelo matemadtico para a dispersdao de um
poluente no meio, seguido de resultados de simulacdes computacionais baseadas

nele.

2.1 O modelo matematico

A equacao que descreve esse tipo de modelagem é a j& cldssica Equagio de
Difusao-Adveccio. Neste modelo, sdo considerados basicamente os fendmenos de
difusao (ou seja, espalhamento natural do poluente em contato com o meio), de
adveccdo (o movimento provocado pela movimentagdo do préprio meio), de de-
caimento (fendémeno que retne alteracoes sofridas pelas moléculas das substancias
componentes do produto téxico ao longo do tempo, ocasionando perda de mas-
sa e consequéntemente sua exclusdo do meio) e da presenca de fontes poluentes,
introduzindo o material impactante no meio.

Nestas situacdes, a equacio que descreve tais fenémenos para a concentracao
do poluente, C = C(z,y;t) com (x,y) € L C IR? e t € (0,T], é dada por

%(tj —div(a,VC) + div(VC) + 0.C = f (2.1)

onde

e «. = a.(z,y;t) representa a difusibilidade do poluente no meio;

V = (Vi(x,y;t), Vo(x,y; t)) representa o campo de velocidades da circulagio
local, com div(V) = 0;

e 0. = o.(x,y;t) representa o decaimento do poluente no meio;

[ = f(z,y;t) representa as fontes poluentes.

Convém observar que o gradiente e o divergente sao considerados como ope-
radores somente sobre as variiveis espaciais, e que as condicoes inicial e de contorno
serdo explicitadas mais adiante.

Devido & proposta de aplicacdo deste modelo, serdo feitas algumas simpli-

ficacOes, com o intuito também de torni-lo mais trativel: serfo counsiderados a
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e o, constantes, V= V(z,y) e f = 0. Dessa forma, completando a equacao (2.1)

oC

com as condi¢des de contorno® C |F0 =0e —| =0, o modelo torna-se

an r

%—f—aCAC+V'V0+OCO:O, (z,y) € Q C R?, t € (0,17

C(z,y;0) = Co(z,9),V (2,9) € Q
Clp, =0, V€ (0,T]

o =0, Vte(0,T].
on r,

2.2 Formulacao Variacional

Devido as dificuldades tedricas e praticas na busca de uma solucdo do pro-

blema (2.2), o modelo serd descrito na sua formulagao fraca, no sentido de dis-

tribuicdes, pois assim pode-se exigir menos regularidade da solucdo. Para isto,

definem-se os produtos internos em L?((2):

. (flg) = /Q F (@ 9)9(z, y)ds:

o (VSflIVg) = /QVf(xyy) - Vg(z,y)ds.

Assim, o problema torna-se encontrar

CeS={CeL*(0,T),H(Q); C=0emTye o0 e L*(Q) Vt € (0,T]}

ot
tal que

(%f\u) —a.(AClv) + (V- VC|w)+0.(Clv) =0 YveVy

onde V= {vec H' (Q); v=0em o}

*As partes da fronteira T'; e I's serdo explicitadas mais adiante.
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O operador laplaciano que figura no segundo termo desta tltima equagao
parece introduzir uma incoeréncia na escolha do espaco S. Para contornar essa
situagio, aplica-se o Teorema de Green neste termo. Entao, fazendo uma expansao

do terceiro termo e usando as condigoes de contorno, tem-se

(88(;1 >+ac(vc||w) (Vlgcl ) (Vzgjl >+ac(ClV) =0 VveVv. (24)

Resultados sobre existéncia e unicidade de solucao para este tipo de problema,

podem ser encontrados nos trabalhos de Mistro (1992), Bernardes (1998) e Cantéo
(1998), entre outros.

2.3 Aproximacao da solucao

Na tarefa da construcio de uma solu¢do aproximada da equacao (2.4), serdo
trabalhadas primeiramente as varidveis espaciais, pelo método de Galerkin. Para
isto, seja V;, C V um subespaco de dimensdo N e seja B = {y1,¢2,...,oN} uma
base para esse subespago. Visando construir uma aproximacao da solugdo nesse

espaco, separam-se as suas varidveis obtendo

C(z,y;t) = Chlz,y; 1) ch )i, y),

N
aC}, dcj dp; 8Ch Op;
ot _J PTREK Bfr Z “ oz © =G

Usando estas aproximagoes na formulagao variacional (2.4) tem-se

dc
(pjyyh + o VZCJ% |Vup| + V1ZCJ(9J|1/h + VQZCJ ]|Vh +

Jj=1 Jj=1

+ o¢ chwpﬂllh =0 Vo, € Vy,.
=1
Como esta expressao deve valer para todo v, € Vy, basta escrevé-la para

todo elemento de B. Entao, retirando os coeficientes c¢; dos produtos internos,

pois eles ndo dependem das varidveis espaciais, tem-se
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N N
dc; 0p;
Zd_tj(‘Pj‘SOZ)+@c i (Ves| Vi) +ZC] <V1—|S02>+ZCJ (VQ 9 | )—i-
7=1 7j=1 7j=1 Yy
N
—l—aCch(gojkpi):O Yi=1,...,N.
=1

(2.5)
O campo de velocidades V = (Vi (z,y), Vo(z,y)) do meio em questdo foi ob-

jeto de estudo de Cantao e D’Afonseca (1998). Seus valores pontuais aproximados

foram obtidos através da resolucao numérica da Equacgao de Stokes (ver, também,
Vésquez (2005))

—div(VV) + VP =g,

em que P representa a pressdo e g uma perturbacio que pode ser nula. Inter-
polando esses valores através das fungoes da base B tem-se

N

Vilz,y) = Vigr(z,y) e Va(w,y) = ZVamwmmy)
k=1 m=1

Assim, o sistema (2.5) torna-se

=2

N de; N N Do,
273 ojlei) + ey ci(Vesl[Vip) + > ¢ (Z%kwkaxj\wi>

Jj=1 Jj=1 J=1

_l’_

(2.6)

N N N
Op; .
—i—ch (Z Vzmgomayjlgoi> +JCch(cpj|cp,-):O Vi=1,...,N.
=1 m=1

Jj=1

Agora o objetivo é encontrar uma aproximacio temporal. Para este fim, serd
usado o método de Crank-Nicolson com aproximacao de segunda ordem. Usando-

se tal estratégia no sistema (2.6), e arranjando-se os termos convenientemente,
tem-se o sistema Ac®TD = Be™, em que
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N
a .
. eV [V5) + 3 Vi (i 52 ) +
k=1

At At
aij = |14+ oo | (piley) + =
N
a .
+ >V, <‘Pi‘ai;§0m)] :
m=1

N
Op;
eV [Ve5) + 3 Vi (i 52 ) +
k=1

At At
bi; = [1 - 002] (pilps) — 5>

N Do,
m=1
(2.7)
com 2,5 = 1,..., N para cada n. Este sistema serd resolvido iterativamente no
tempo, a partir da condicio inicial ¢(¥) pontualmente fornecida ou dada implici-

tamente por
N

Z C,g'o)(@ﬂ%) = (Coleps).

Jj=1

3. O convivio entre duas espécies competidoras sob efeito

do poluente

Esta secio trata da parte principal do presente trabalho. O que se fard é uma
combinacao dos resultados obtidos da equacio (2.1) com um sistema de Equagoes
Diferenciais Parciais de Dispersao-Migracio envolvendo termos do tipo Lotka-
Volterra e dindmicas vitais do tipo Verhulst. Fsta idéia foi trabalhada primeira-
mente em Sossae (2003), num sistema que envolvia interagoes interespecificas do

tipo presa-predador e competicio.

3.1 O modelo matematico

Dentro do contexto da presente proposta de modelagem, os fendmenos prin-

cipalmente considerados serio:
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A dispersdo populacional de cada espécie;

e Processos migratorios de cada espécie;

O decaimento das espécies devido & presenca de um material impactante

téxico;

e Dinamicas vitais;

Relacoes inter e intra-especificas.

Fntao, levando em conta duas populacoes P1 e P> que interagem entre si, o
sistema nao-linear que descreve tais fenémenos para as densidades populacionais
Py(z,y;t) e Po(z,y;t) com (z,y) € Q C IR? e t € (0,T] é dado por

OP; P+ P

(97?51 - d?;U(OqVPl) + div(UPﬂ + p10P1 = a1P1 (1 — 1;;2> — (51P1P2
P P+ P

% — d?;U(OéQVPQ) + div(WPQ) 4+ poo Py = as Py (1 — 1;;,2) — 0P P

(3.8)
onde

e oy = ai(x,y;t) e as = ag(x,y;t) representam as dispersdes populacionais

de cada espécie;

o U= (Ui(z,y31),Uz(z, y51)) e W = (Wi(w,y;t), Wa(w,y;t)) representam os
campos de velocidades possiveis de migracao de cada espécie, com div(U) =
div(W) = 0;

e 0 = o(x,y;t) representa a concentracio de um poluente no meio, obtida pela

resolucao numérica da equagao (2.1);

e p1 e po representam os decaimentos populacionais de cada espécie devido a

mortalidade causada pela presenca deste poluente;
® ai e gy representam as taxas de crescimento intrinsecas de cada espécie;

e K representa a capacidade de suporte do meio para as duas espécies;
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e §1 e Jy representam as taxas de relacio interespecifica.

Usando argumentos analogos aos da subsecdo 2.1, neste caso serdo conside-
rados U, W, a1 e ao constantes. Dessa forma, completando o sistema (3.8) com
as condicoes iniciais e com as condic¢oes de contorno Dirichlet homogénea em I'y e

von Neumann homogénea em I'y, tem-se

( OP 0P, oP,
=1_ OélApl + Ulil + U271 —l—p10P1 = a1P1 — b1P12 — d1P1P2
ot oz oy
OP, 0P, oP.
2 APy + W172 + WQJ 4 poo Py = ag Py — b2P22 —do P P
ot oz Oy

(r,y) € QC R? t € (0,7)
Pl(m7y70) = Plo(xhy)a PQ((I;ay7O) = PQO(‘/I;ay) V(x,y) €

PlIFO = PQ’FO =0 Vite (O,T]

on o =0 Vte(0,T]
on I an T
em que by = %, by = C[L(—Q, di = b1 + 01 € do = by + 9.

3.2 Formulacao variacional

Usando o mesmo argumento que na secio 2, também serd tomada como

opgao a formulagao fraca do sistema (3.9) em vez da cldssica. Adotando as mesmas
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notagoes da subsecdo 2.2, o problema aqui torna-se encontrar P, P, € § tais que

( (0P op op
<—1|y) + a1 (VP V) + U (a—1|y) + Uy (8—y1|1/> +pi(oPil) =

= a1(P|v) — bi(PE|v) — di (P P2|v)

OP. OP. OP.
( ai'”) + ax(VP|[VV) + Wy (a—2|”) +Wo (a—;p) + pa(oPo|v) =
= ay(Pa|v) — bo(P3|v) — da(PL P, |v)

Yv e V.

(3.10)

3.3 Aproximacao da solugcao

Aqui, como na se¢io anterior, as solucoes do sistema (3.10) serdo aproxima-
das nas suas varidveis espaciais através do método de Galerkin e na sua varidvel
temporal através do método de Crank-Nicolson. Considerando o subespaco V;, C V

e a base B como antes e separando-se as varidveis espaciais da temporal de P e

P, tém-se:
Pi(z,y;t) = Py, (z,y5t) Zm )iz, y),
N
8P1h dp1 A 3P1h Z 8903 8P1h _ %
o 7 Pl oy =My

Py(w,y;t) = Py, (z,y;1) sz )iz, y),

N
8P2 dp2j 8P2 8903 8P2 8903
oy, S e Sy
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e para a concentracio o do poluente,

N
o(e,y;t) = on(@,yit) = > u(t)er(z,y).
]

11

Agora, aplicando-se o método de Crank-Nicolson nas varidveis temporais

de P, P, e o, usando-se estas aproximagoes na formulacao variacional (3.10) e

arranjando-se os termos convenientemente, obtém-se o sistema

()
= D(p{"

p1 apl

= F(p{"

em que
At
Cij= (1 —a1 7)(%‘\%’) +

pﬁ,j + pﬁfH)

( C(p1 apl 7p2 7p2 ,u ,u

B (p(™ pn 1 pl)

+ dq

n+1) _(n)_(n+1)_ (n) (n+1))p§"+1):

(n+1) _(n) _(n+1)

9 p1 3 pQ 3 pQ n)’ u(n+l)) (n)

,ll( p1
(3.11)

(n+1) 4(m)

ap2 ap a ’u(n+1))pén+1) =

(n+1) _(n) _(n+1)

, D} Py, Py n) u(n+1)) gn)

7u( ’

At (9(,0' 8(,0'
7{041(V<PiHV<Pj)+U1 (w!a—;> 0 (*"i’a_yj> "
(n+1)

3

k—1

At
d;j= <1+017)(90i|90j)_

n+1
b pgk)—i_ §k+ :

(n) ( ) (n+1)
Dy, +p +u
2 5 2 +0172 b ] (Soi|(Pj(Pk)}7

N dp; Op
7{oa(VsOilIVSOJ‘)JrUl (90i|3—;> U (% 8—y]> i

pgk)-i- gzﬂ) ( )_i_u;cn—i—l)

D)

k=1

At
€ij= (1 —a9 7)(% )+

2

8 4 it

+ dq +p1

2 2

(%I@j%)}
At 0
SHeaTal Ve (w152 Jewa (w5 )+

p 4 Pt

DY

k=1

by

2

+ dy +p2

( ), (1)
+u
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At At 0% 0%
fij:<1+a22)(%!<ﬁj)—Q{QQ(V‘PZ'HV‘PJ)JFM (‘pi‘a(’;cj)+w2 (w <9ZJ>+

N (n) (n+1) (n) (n+1) ( ) (n+1)
pg + D by, +p; + Uy,
+k§] g E— +dy 5 +p272 (wileser) ¢ s
com 7,7 = 1,...,N para cada n. Este sistema serd resolvido iterativamente no

0) , ,0)

tempo, a partir das condigoes iniciais p;”’ e p, ’ pontualmente fornecidas ou dadas

implicitamente por

N N
> 00 (el65) = (Prolied) €30 (03l0) = (Paolr).

4. Implementacao computacional

Na implementacdo computacional dos sistemas referentes a (2.7) e (3.11),
o dominio espacial foi discretizado através de elementos finitos triangulares de
segunda ordem. Os esquemas algoritmicos montados para a resolucdo numérica
desses dois sistemas T sio andlogos, salvo que no tltimo sistema, em virtude do sur-
gimento de termos varidveis nas matrizes do sistema (que sdo sobrescritos a cada
iteracdo temporal), serdo feitas duas iteracdo internas a cada passo no tempo,
caracterizando-se assim um método preditor-corretor que tende a uma aproxi-
macio da ordem de (At)? conforme se aumentam as iteracdes (ver: Meyer, 1988).

Este processo é feito da seguinte maneira:

(), 5

e obtém-se p;’ e p, ’ a partir de

( cpi™,p"”,pi”, pi”, ut, ulr+ D)l =

=D, p{™,pd, pi”, u u

E(p{"”,p{”,p{"”, pf"”, u™, ulntV)p)

(x) () _(n)

= F(pgn)a p1 7p2 7p2 3 u(n)’ u(n+l)) (n)

P

TNeste trabalho, os algoritmos foram programados em ambiente Matlab
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e depois obtém-se p&nﬂ) e pgnH) a partir de

/ C(Pgn), Pg*)’ pgn)’ pg)) u(”), u("+1))p§"+1) _

=D, p{”,pl™, pS”, u™, ur+1)pl

E(p(ln)’pgn”LD,pgn),pg*),u(”),u(”ﬂ))pé"‘H) _

_ F(pgn)’ p§n+1)’ pg"), pg*), u™, u(n+1))pg*)'

Outro detalhe a ser observado é o cédlculo do pardmetro ¢. No programa,
: < . () :
usado nas simulacdes, é considerado u(™ = ——— numa tentativa de se ter um

[le(]|”
bom tratamento numérico em relacao a concentracao do poluente em cada instante
de tempo.
Para o problema do poluente, deve-se pontuar que o dominio em estudo é

de baixa circulacdo, produzindo efeitos residuais a médio e longo prazos.

5. Resultados da simulagoes

Tabela 1: Pardmetros usados nas simulacdes da dispersdo de um poluente na lagoa

e seu efeito sobre o convivio de duas espécies competidoras

Parametros Valores Pardmetros | Valores

Qe 0.75 o 0.001
oy 0.05 a2 0.025
Uy 0.0 Us 0.01
Wy 0.0 Wo 0.0

o1 0.05 o 0.02
1 1.5 x107¢ 5o 10-°
ai 0.004 as 0.005
K 20 At 0.25

Os parametros utilizados nas simulacées deste trabalho foram baseados em
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SOSSAE (2003), porém fizeram-se algumas modificagbes com o intuito de serem

sugeridas outras provaveis situacgoes.

Figura 1: Determinacao das fronteiras

Para simular uma distribuigado inicial da concentragdo do polente na lagoa,
foram escolhidos alguns nés préximos a uma porcao da margem, sugerindo uma
descarga do material impactante téxico advinda das plantacoes de arroz nos seus
arredores, como mostra a figura 2. As densidades populacionais iniciais Pj, e P»,
das duas espécies (chajd e jacaré, respectivamente) foram consideradas distribuidas
de forma homogénea em todo o dominio, respeitando as condicdes de contorno e
assumindo valores pontuais iguais a 1.

Na figura 3 pode-se perceber claramente o efeito difusivo-advectivo na evo-
lu¢do do material impactante. Nas primeiras 1000 iteracoes pode-se ver (figura
4) que a espécie 1 comega a sofrer mais com os danos causados pela presenca
do poluente que a espécie 2, resultado numérico influenciado pela diferenca entre
0s parametros p; e p2, que indicam os decaimentos proporcionais das densidades
populacionais das duas espécies.

Efetuadas todas as 3000 iteragbes, o que corresponde a um tempo final de

750 unidades de tempo, pode-se perceber agora a influéncia de todos os pardmetros
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0.02

Figura 2: Distribuicdo inicial da concentragao do poluente na lagoa

3
%10
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Figura 3: Distribuicdo da concentragdo do poluente na lagoa apds 1000 iteragoes

do modelo no resultado final (figuras 5, 6, 7 e 8). As regides onde se tem uma
menor densidade populacional da espécie 1, sdo justamente aquelas onde se tem
maior densidade populacional da espécie 2 — desse modo a competicio interes-

pecifica influenciando negativamente na dindmica populacional — e por onde houve
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P, (chaja) P, (jacaré)

Figura 4: Distribuicdo das densidades populacionais das duas espécies na lagoa
apds 1000 iteracoes

a passagem do poluente. Por outro lado, as regides onde se tem maior densidade
populacional da espécie 1 se situam ao norte da lagoa — efeito da caracteristica
de migracio, entre outros — e na “ponta”a sudeste, onde nao se teve a presenca
expressiva do material impactante téxico em nenhum instante.

Trés nés da malha foram escolhidos a fim de serem observados os fendmenos
do comportamento evolutivo do material impactante e seu efeito nas duas espécie-

chave da lagoa nas regides do dominio que compreendem esses nés (figuras 9 e
10).

6. Conclusoes

E reconhecido o risco e o resultado muitas vezes fatal decorrente de nm ma-
terial impactante que afeta de modo irreversivel o delicado e instdvel equilibrio do
convivio de duas espécies. No caso de espécies-chave, cuja presenca e cuja per-

manéncia sdo essenciais na estabilidade do ecossistema, experimentos nao podem
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Figura 5: Distribui¢do final da concentracdo do poluente na lagoa (apds 3000

iteracoes)
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Figura 6: Distribuicdo final das densidades populacionais das duas espécies na
lagoa (apds 3000 iteragoes)
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Figura 7: Visualizacao 3D da distribuicdo final da densidade populacional da

espécie 1 (chajd) na lagoa (ap6s 3000 iteragoes)
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Figura 8: Visualizacao 3D da distribuicdo final da densidade populacional da

espécie 2 (jacaré) na lagoa (ap6s 3000 iteragoes)
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Figura 9: Localizacao dos nds 6259, 3638 e 369

ser feitos a ndo ser em condigoes muito restritas. No sentido de permitir reduzir
o nimero de diferentes experimentos, e suas replicacoes, o que foi proposto neste
trabalho é a elabora¢do de um programa que simule essa situagdo, permitindo

reduzir a um minimo as experiéncias de campo.

Este trabalho traz uma inovagdo, simples porém contundente, na proposta
de modelagem matemdtica para os fendmenos que foram estudados. O uso de uma
mesma capacidade de suporte para populacoes de espécies-chave de um ecossistema,
nao visa simplesmente facilitar os calculos, ou tornar o modelo 1itil apenas do ponto

de vista qualitativo. O objetivo deste estudo foi mesmo descrever de modo mais
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Figura 10: Acompanhamento pontual do comportamento evolutivo do material

impactante téxico e seu efeito nas duas espécies-chave da lagoa
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*Faz-se reconhecer aqui as limitacGes do nso deste termo e da ambicdo desse objetivo
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que excluem o tratamento isolado de cada uma.
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