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Prezado(a) Leitor(a)

“Dream like you’ll live forever...

Lowve like you “ve never been hurt...
Work like you don ‘t need the money...
and,

Dance like nobody is watching!?’

Satchel Paige http://www.satchelpaige.com/quote2.html

Como esta é a parte de um livro que, de duas, uma, ou néo é sequer lida pelo leitor mais ansioso
pela matéria em epigrafe, ou, é a unica lida pelo leitor desanimado da mesma, torna-se necessario,
pelo menos interessante, que seja iniciada por uma justificagdo, ou seja, com um pré-“preficio”.
Para evitar que este argumento cause uma regressdo “ad infinitum”, truncarei o processo nesta
segunda etapa.

“Prefacio” é uma palavra que tem ébvias raizes latinas e de significado ululante: “o que se faz
com antecedéncia”. Segundo o “Aurélio”: “sm. Discurso ou adverténcia que antecede uma obra
escrita; prélogo, proémio, preambulo, introdu¢do”. Nenhuma destas alternativas me serve para
classificar esta péagina, ja que foi escrita muito depois daquilo que o livro encerra na sua seqiiéncia,
alids, pouco antes do Geraldinho Diniz desistir dela. Alguns, mais espertos em tergiversagoes,
poderiam até contra-argumentar que o “fazer” no caso nédo é o “escrever” mas, o “ler”. Estes, que
sigam os seus coragdes racionais; convido os restantes, se houver, que sigam o meu, mais vagabundo!

E, pensando bem no assunto, se ndo fosse exigir mais ainda dos editores da Revista de Bio-
matemadtica, gostaria de lhes pedir uma “licenga poética” para denotar o presente espago tipografico
de “Preladio” e, vou explicar o porqué. Para este vocabulo, o “Aurélio” segue o uso comum e o
define em termos musicais, o que, suponho, ndo caiba neste contexto. Entretanto, as suas raizes
latinas s&o muito mais ricas, e, estas sim, servirao melhor para o nosso propdsito. A palavra latina
chave neste caso é “ludens’ cujo significado original estd bem representado no vocabulo “ludico”
que o “Aurélio” caracteriza como: “Adj.-Relativo a jogos, brinquedos e divertimentos”. Ora, dirdo
os mais sisudos, compenetrados e de visdo focalizada: 'mas o que se faz aqui é pesquisal, “coisa
séria”, de “gente com responsabilidade”, uma atividade altamente racional, Uinica e peculiar do
homo sapiens’ !! Nada contra, de minha parte, com respeito a estes trés atributos que, na verdade,
muito prezo, desde que subentendidas algumas ressalvas seménticas. A mais importante, é a de
que eles nao sejam antagonicos a existéncia de aspectos lidicos, embora, com freqiiéncia, irritante
mesmo, venham medidos segundo a auséncia destes tltimos.

E, é af que estd o busilis sobre o qual gostaria de chamar a atencdo do(a) leitor(a).

Nao ha trabalho cientifico notdvel sem esforco, a questao fundamental é a origem deste esforco.
Se ele for impulsionado tao somente pelo “espordo” monetédrio e/ou social, o resultado ndo serd
agraddvel para quem o fez e, certamente, carregard esta marca cinzenta até o(a) seu(ua) possivel
leitor(a). O trabalho “triste” pode ser resultado de um enorme esforgo, mas serd como um parto
traumatico que somente os especialistas tém prazer, ou vantagens, em assistir.

Na verdade, a matematica “pura” tem sido utilizada freqiientemente como “filtro” ou “chicote”
sociais, objetivos completamente alheios ao seu carater intelectual ou cientifico. Basta que observe-
mos as ementas e os exames de concursos, vestibulares e outros! Ou seja, aprendemos a “engolir
giletes” para obtermos a aprovacado em doloroso exame nesta tao dificil quanto initil arte. Com isso,

1Sobre a peculiar e interessante raiz latina do termo portugués “pesquisa”, obviamente ligada
a palavra “pesce” e, completamente distinta da etimologia dos termos correspondentes em inglés
(“research”), francés (“recherche”), italiano (“ricerca”) e em espanhol (“investigacién”), trataremos
alhures.
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alcancamos uma almejada promogao na escala social, ainda que nao se tenha mais a “oportunidade”
de praticar a arte, a menos que sigamos a carreira padrao do magistério.

Muito ja foi dito do esforco que um trabalho cientifico exige e da necessidade de que os seus
resultados signifiquem algum progresso humano, e muito mais se poderia dizer com farta e sélida
argumentacao. No entanto, o que queremos enfatizar aqui é a importancia do ingrediente lidico
da atividade de pesquisa. O historiador holandés J. Huizinga foi um dos primeiros a enfatizar a
importancia do “motor lidico” nas realizagoes humanas, especialmente nas de carater intelectual.
Para ressaltar este trago fundamental da natureza humana ele cunhou o termo “homo ludens’ e deu
origem a um movimento contra-cultural que se opdoe ao “homo faber”, isto é, aquele que faz, faz,
e faz.....até cair morto, sem nunca fazer outra coisa além de “fazer”. Assim é que um “prelidio”,
pretende indicar uma atividade que abrange muito mais do que aquela que foi simplesmente “prefa-
ciada”.

Se algum trabalho que se encontra nas paginas seguintes ou, em qualquer outro lugar, foi
realizado apenas e tao somente com suor e ldgrimas mentais, a sua leitura mostrara isto de alguma
maneira triste e o seu impacto, sob o ponto de vista intelectual, dificilmente justificard sequer a
arvore que foi sacrificada para o papel que o suporta.

A fascinagdo da matemadtica aplicada, e, particularmente da biomatemaética como campo de
pesquisa, nao é que ela exija menor esforco intelectual, pois, cada um empregard nela toda a energia
que o seu “motus ludens” (?) consiga produzir. A sua grande vantagem comega pelo seu espago lidico
extraordinariamente amplo e variado, que d4 motivagao suficiente para a produgao de trabalhos com
calibre intelectual dificil de ser empatado, e oferece ainda oportunidades de contribuicao para o
progresso humano impossiveis de serem superados por qualquer outra atividade; afinal, ali estamos
tratando da vidal

Portanto, leitor(a), neste pré-lidio fica o convite para vocé se “enturmar” (neol.) com os atores
que se apresentam a seguir e, que participe de uma atividade que é o palco natural para o exercicio
das trés facetas mais importantes do género humano: Homo sapiens, Homo ludens e Homo mensch
(“Idiche/Alemao: “pessoa digna, de valor”).

Wilson Castro Ferreira Jr. Campinas, 08 de Agosto de 2005.
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Um Modelo Diferencial de Macroevolucao:

primeiros resultados
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Resumo. Neste trabalho apresentamos um modelo diferencial de macro-
evolucao, detalhando o processo de modelagem para obtencao das equacoes
diferenciais. Primeiros resultados, obtidos a partir da andlise numérica, in-
dicam que o comportamento do modelo depende de um parametro adimen-

sional das equagoes, tendo pouca dependéncia das condigoes iniciais.

Palavras-chave: FEvolucio; Modelagem; Equacoes diferenciais; Bio-

matemdtica.

1 Introducao e Objetivos

No ano de 1859, a publicacao do livro “A Origem das Espécies”, de
Charles Darwin, revolucionou a maneira de se pensar em Biologia. Sob a
luz da Teoria da Evolucao através da selecao natural, muitas observacoes
biologicas puderam ser melhor compreendidas e interpretadas. Como exem-

plo, poderiamos citar a similaridade entre os organismos de espécies distintas,

'raulassis@yahoo.com
2wilson@ime.unicamp.br
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que, atualmente, pode ser explicado através da existéncia de uma espécie an-

cestral comum nao muito distante.

Sendo umas das mais poderosas ferramentas do raciocinio humano, a
Matematica também foi, e é, utilizada para melhor compreensao do fenomeno
de evolucao das espécies. R. A. Fisher foi um dos primeiros a propor mode-
los matemaéticos para o processo de propagacao de genes vantajosos (Fisher,
1937). Através do desenvolvimento da genética e com uma maior com-
preensao dos mecanismos que regulam a evolugao dos organismos, a aplicacao
de modelos e conceitos matematicos nessa drea de estudo desenvolveu-se sig-
nificativamente, sendo conhecida atualmente como “Genética de Populagoes”-
(Crow e Kimura, 1970; Hartl e Clark, 1989).

A Genética de Populagoes propoe modelos para se estudar a variagao da
freqiiéncia dos genes em uma certa populagao, sendo, em sua grande maioria,
modelos estocasticos. A velocidade de multiplicacao de um gene mutante, sua
chance de permanéncia na espécie, a freqiiéncia de individuos homozigotos
e heterozigotos, sao objetos de estudo da Genética de Populacoes. Dessa
forma, a Genética de Populacoes se estabeleceu como uma ferramenta de

analise teodrica dos processos evolutivos.

Contudo, do ponto de vista biolégico, no estudo do processo de evolucao
ha uma distin¢do entre micro e macroevolu¢ao(Eldredge e Gould, 1972; El-
dredge, 1992). Como o préprio nome sugere, o processo de microevolugdo
é aquele em que ocorrem “pequenas”’ modificacoes na espécie em estudo,
ocorrendo de geracao em geracao. Um exemplo classico de microevolugao
¢ o caso da espécie Biston betularia (uma mariposa) que teve a freqiiéncia
do gene que determinava uma cor clara diminuida em sua populacao du-
rante o periodo da revolugao industrial na Inglaterra (Sargent et al., 1998;
Grant et al., 1995). Nesse periodo, a poluicao do ar fez com que as su-
perficies das arvores ficassem escuras, tornando os individuos de cor clara
presas de facil localizagao por parte dos predadores, de maneira que houve
uma selegdo natural dos individuos (e portanto dos genes) que determinam

uma cor escura. Um exemplo de macroevolucao é a descendéncia das espécies



Um Modelo Diferencial de Macroevolugao: primeiros resultados 3

de baleias dos mamiferos terrestres. Essa mudanca s6 pode ocorrer em uma
larga escala de tempo, comparada com aquela da microevolugao, e apresenta
mudancas radicais no organismo da espécie, podendo gerar, durante o pro-
cesso, espécies totalmente diferentes, dependendo da “direcao” de evolugao
(Eldredge, 1992).

Uma diferenga fundamental entre micro e macro evolucao é que primeira
pode ser estudada diretamente, através de experimentos, enquanto a se-
gunda, devido a sua natureza lenta, sé pode ser estudada indiretamente,
como por exemplo, através de fosseis, analise de sequiéncias de DNA e, é
claro, modelos matematicos. Naturalmente, isso torna muito mais dificil
compreender os mecanismos e processos macroevolutivos do que os processos
da microevolugao.

Os modelos utilizados em Genética de Populacoes refletem, em geral,
os processos de microevolugao, geracao apds geragao. Existe ainda uma con-
trovérsia se a macroevolugao ¢ apenas microevolucao acumulada ou se esta
possui outros mecanismos além daqueles da microevolugao (selegao natu-
ral, variagdo genética, fluxo de genes). De qualquer forma, os modelos da
Genética de Populagoes que visam reproduzir a evolucao da freqiiéncia de
genes na populacao refletem, na verdade, exatamente esses mecanismos de
microevolucao. Propomos, entao, uma abordagem diferenciada para o pro-
cesso macroevolutivo, onde “esquecemos”, os detalhes das distribuicoes de
freqiiéncia de genes e buscamos criar um modelo “macro”, onde tenhamos a
visao do processo em larga escala de tempo.

De maneira a tornar claras nossas limitagoes e intencoes, listamos a

seguir quais sao e quais nao sao os nossos objetivos neste artigo:

e Buscamos criar um modelo de macroevolucao baseado em uma mode-
lagem em um espaco de aspecto, onde a populacao se distribui, sujeita
as forcas de selecao natural e variagao genética. Esse modelo pode
servir como alternativa aos modelos estocéasticos da Genética de Popu-

lacoes.
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e Ainda que em fase inicial, testar o comportamento do modelo, através

de simulacoes numéricas.

e Nao temos a intencao de comparar uma abordagem e outra, apenas

oferecer uma alternativa para a modelagem de macroevolucao.

2 Modelagem Matematica

Nesta secao apresentamos o processo de modelagem através do qual

podemos obter as equagoes diferenciais que regem o modelo.

2.1 O Espaco de Aspecto

O conceito de espaco de aspecto, amplamente utilizado em dindmica de
fluidos e na modelagem da movimentacao de populagoes (Lin e Segel, 1988)
¢ a abordagem que utilizaremos para modelar o processo de macroevolugao.
Os individuos de uma populacao se distribuem em um “espaco de carac-
teristicas”. Esse espaco é abstrato, tedrico, e sobre ele, ocorrem os processos
de selecao natural e variagao genética.

Para criar um exemplo mais claro, suponha que estamos estudando
apenas a evolucao do tamanho da asa em uma certa espécie. Entao o espaco
de aspecto, nesse caso, seria um intervalo da reta real, onde se distribuem
os individuos, sendo que a selecao natural pode favorecer certos individuos
com tamanho de asa dentro de um intervalo especifico e a variacao genética é
responsavel por gerar individuos de diferentes tamanhos de asas. Deixamos
claro que esse exemplo é apenas para uma melhor compreensao do modelo,
pois nao estamos interessados em criar modelos especificos de evolucao de
certas caracteristicas ou tragos em uma populagao, senao que estamos inte-
ressados no movimento de uma populagao através de um espago de aspecto
abstrato.

De maneira a tornar viavel a analise e também por ser esse o primeiro

modelo criado com essa intengao, tomaremos nosso espaco de aspecto como
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sendo um intervalo da reta real, a dizer 2 = [0, L]. Esse serd o espago onde a
populacao ird movimentar-se, sujeita as forcas de selecao natural e variagao

genética.

2.2 Modelo Discreto

O modelo pode ser deduzido via uma discretizagao do dominio €2, para
depois tomar-se o limite para o caso continuo, ou através de uma mode-
lagem de meio continuo, utilizando-se os principios de conservagao. Aqui
apresentaremos apenas o processo de modelagem através da discretizacao do
dominio, por julgar que a mesma torna as idéias mais claras e acessiveis a
compreensao. A modelagem via principios de conservacao sera apresentada
em outra oportunidade.

Dessa forma, dividimos o dominio em N intervalos iguais, sendo Ax, o
tamanho desses intervalos. Dessa forma, criamos N classes, e definimos Uj,
i =1,...N como sendo o niimero de individuos no intervalo [(i — 1)Ax, iAz].
Além disso, consideramos um intervalo de tempo At, sob o qual analisaremos
a variacao no nimero de individuos da classe 7 no instante ¢, que denotamos
por Us;.

Teremos, como ingredientes do modelo, os seguintes fatores, como na

figura 1:

1. Reprodugao dos individuos da classe U;, gerando individuos semelhan-

tes aos mesmos, dentro da propria classe U;.

2. Reproducao dos individuos da classe U;, gerando individuos distintos
aos mesmos, das classes U;_; e U;y;. Esse ingrediente, na verdade,

representa a variacao genética da microevolucao.

3. Existéncia de uma “funcao de adaptacao”, que varia de acordo com a
classe do individuo.

4. Taxa de reprodugao diferenciada entre individuos mais aptos e menos

aptos, representando a “forca” de selecao natural.
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2 | . 4

t t t
U, JU" L U
I 1
. /)

Figura 1: Esquema dos ingredientes a serem inclufdos no modelo. U ; também pode

ser escrito como Uf_; = U!_,,, Ul = Ul e Ul | = UL, 5, 1- Efeito de reprodugao dentro

de uma mesma classe. 2- Efeito de variagao genética. 3- Mortalidade.

5. Mortalidade tipo Verhulst devido a saturagao do meio por individuos.

Definindo U} como a quantidade de individuos na classe i no instante
k, buscaremos modelar a variacio AU! = U4 — UL,

Para incluir os ingredientes 1 e 2, acima, definimos r como a taxa
de reproducao no intervalo At, a unidade de r é, entdao 1/[t]. Além disso,
definimos uma fracao o que representa a fracao de individuos que nascerao
em classes distintas dos pais, sendo metade da classe a direita (classe i — 1)
e a outra metade a esquerda (classe 7 + 1). Em analogia aos processos de
microevolug¢ao, o tem o mesmo papel que o da taxa de mutacao. Dessa
forma, ficamos, por hora, com:

AUt = U1 — o) + %UU?H + %UU}_1 (2.1)

7
onde o primeiro termo representa a reproducao dos individuos gerando des-
cendentes dentro da propria classe, enquanto os outros dois termos represen-
tam a geracao de individuos da classe ¢ por parte das populacoes das classes
1—1let+ 1.
Todavia, se utilizassemos a equacao 2.1, nosso modelo estaria represen-

tando uma taxa de reprodugao igual para todas as classes. Como queremos
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representar o efeito da selecao natural, devemos relacionar a taxa de re-
producao dos individuos com uma funcao de adaptacao. Para que essa funcao
represente taxas de reproducao diferenciadas, definimos f : Q — [0,1] com
valores adimensionais, onde 0 representa a impossibilidade de reproducao e

1 a taxa maxima de reproducao da espécie, fazendo:

, ro , ro ,
AUL = J(iAa)r UL = 0) + 2 (i + VAR Ulsy + 5f (i = DAD) UL

(2.2)

isto é, quanto maior o valor de f no intervalo da classe i, maior sera a taxa

de reproducao dos individuos daquela classe. Por questao de clareza, fazemos

f(iAz) = f;, de forma que a equagcao 2.2 fica:

AU = rfiU! + - (finUtoy = 201 + finUlL) (2.3)

Finalmente, modificamos a dinamica vital da equagao 2.3 (rf;U}), que

¢ malthusiana, para uma dinamica de Verhulst, representando o efeito de
saturagao do meio e da competicao entre os individuos, substituindo-a por
rUl(fi — P/K), onde P = sz\il U; é a populagao total e K é a constante
de saturacdo do meio, tendo como unidade [U]. Assim, a equacdo para o

modelo discreto fica:

N
ro
AU} =rUl(fi = Y U E) + o (iU = 2fU] + feaUfa) - (24)
i=1

Na figura 2 apresentamos um esquema com a formulagdo matemética
do modelo. Se tomamos na equagao 2.3 o limite N — oco(Az — 0) e At — 0,

entao a dinamica continua que representa o modelo discreto acima é:

N Fu((a) - /QU/K) ek (2.5)

onde u(zx,t) representa a densidade populacional no ponto x no instante

t, 7 (que denotaremos por r daqui por diante) é a taxa mdaxima de re-

~ . ~ . 2 . o~ s .
producao instantanea e M = lima,_.oat—0 AA—xt, uma condicao necessaria para
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ro ro
— U!
71U, I
. ] ] Y
t t t
UH > Ui “ U:‘+1
| I |
ro " -
7 .7?_1[’ i-1 U ;70- f;+1["rif+1
U (1-0)
N ; 2
-r Y [Ul_'j /K
i=1

Figura 2: Esquema das equagoes utilizadas para representar cada um dos efeitos de

variacao genética, competicao, mortalidade e reproducao.

a deducao da equacao de difusao, que aqui se repete, devido ao operador dis-
creto fiUly — 2f;Uf + fiyaUf . B possivel deduzir essa mesma equacao
através de principios de conservacao em meios continuos.

Vale notar que a taxa de variagao temporal de u(z,t) vem decomposta
roM O*(f(x)ul

2 0x?
modelo representam as forcas de selecao e variagao genética, respectivamente.

como a soma de duas parcelas: ru(f(z) — [u/K) e , que no

3 Simulacgoes do Modelo

3.1 Adimensionalizacao

Em primeiro lugar, empregamos uma adimensionalizacao da equagao
2.4, fazendo x* = x/L, t* =rt e v* = uL /K. A equagao resultante é, entao

(ja retirando os asteriscos):

% =u (f(a:) — /01 u(z,t)dz) + DW (3.1)

onde D = oM /2L2.
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Como buscamos modelar o processo e macroevolucao, temos uma hipo-
tese fundamental a ser incluida no modelo, que nao se encontra nas proprias
equacgoes: que a mudanc¢a nos individuos, de geragao para geragao ¢ pequena
se comparada com o processo inteiro de macroevolugao.

Ora, a movimentacao dos agentes no espago de aspecto, se d& devido

roM O*(f (x)u]
2

produgao instantanea, 1/r ¢é a escala de tempo da reprodugao. Para obter a

ao termo difusivo

na equacao 2.5, e como r é a taxa de re-

ordem de grandeza da “distancia” percorrida pelos agentes nessa escala de

tempo basta tomar o coeficiente de difusao fazer uma andlise dimen-
sional, obtendo L, = oM /2L. Finalmente, incluimos que essa distancia
deve ser pequena em relacao ao dominio inteiro, que tem comprimento L, ou
seja, Lyer/L = o M/2L? = € < 1.

Assim, o parametro adimensional D é um nimero pequeno € com
relacdo a 1, uma hipdétese fundamental para a representacao do processo

de macroevolucao.

3.2 Estabelecimento dos mais aptos

De maneira a testar o comportamento do modelo e sua coeréncia com os
objetivos buscados (isto é, simular o processo de evolugao de uma espécie em
um espago de aspecto abstrato), criamos um cenério de simula¢ao onde exista
um resultado esperado do ponto de vista biolégico, para entao, compararmos
com o comportamento da modelo matematico.

Nosso primeiro cenério de simulagao tem como objetivo testar a capaci-
dade do modelo de fazer com que a populacao de dirija a regioes de maior
valor adaptativo. Para tanto, criamos uma funcao de adaptacao como na
figura 3 As condigoes de contorno adotadas para u sdo u(0,t) = u(1,t) = 0,
significando que qualquer individuo com essas caracteristicas nao consegue
sobreviver, representando a natureza limitada da extensao do dominio. A
condigao inicial é uma func¢do wug(z) que representa a distribuicdo inicial da

populacao.
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Figura 3: Funcio de adaptagao sobre o espaco de aspecto. A funcio é dada por f(z) =

(z + k)"
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Figura 4: Simulagdes numéricas do modelo diferencial. D = 0.01. a) 1- condicdo inicial,
2- estado do sistema apds um intervalo adimensional de 6.25 (100 iteragdes no método
numérico). 3- estado do sistema a partir de 18.25(300 iteragoes). b) 1- condigao inicial,
2- estado do sistema apds um intervalo adimensional de 3.125 (50 iteragdes no método

numérico). 3- estado do sistema a partir de 12.5(200 iteragoes).
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Do ponto de vista bioldgico, esperamos, como resultados das simulagoes,
que a populacao caminhe para regioes de maior valor adaptativo, nesse caso,
que a populagao de concentre na regiao [1/2, 1]. De fato, simulagoes do mode-
lo com o parametro D < 0.01 apresentaram o comportamento esperado, com
a populagao rumando para uma distribuicao estacionéaria onde pos individuos
se concentram na regiao de maior valor adaptativo, independentemente das
condigoes iniciais. Apresentamos, na figura 4 a evolucao do sistema para

diferentes condigoes inciciais.

3.3 Sobre o valor de D

Simulagoes para diferentes valores de D apresentaram comportamentos
bem distintos, sendo que esse parametro parece reger a dinamica principal do
sistema, tendo as condigoes inciais pouca importancia para o estabelecimento
da solucao estacionaria final.

Valores de D nao muito pequenos, significam, biologicamente, que a
espécie é capaz de mudar muito na escala de tempo da reproducao. Nesse
caso, nao ha um estabelecimento claro dos individuos mais aptos. De uma
maneira geral, quanto menor o valor de D, maior é o estabelecimento dos

individuos mais aptos, e quanto maior D menor ¢é esse estabelecimento.

4 Conclusoes

Dentro de nossos objetivos buscamos apresentar um modelo diferen-
cial de macroevolugao que utilizasse uma abordagem diferenciada, que nao
a analise da freqiiéncia de genes em uma populagao. Apresentamos os argu-
mentos de modelagem bem como os primeiros resultados de anélise, através
de simulac¢oes numéricas.

A analise do comportamento do modelo deve ser aprofundada, princi-
palmente porque parece haver um dependéncia direta do valor do parametro

D, o que pode facilitar o estudo de seu comportamento. Um mapeamento
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dos resultados das simulagoes do modelo com relacao a esse parametro é o
préximo passo a ser dado.

Uma vez clara a analise do modelo com relacao a esse parametro, pode-
mos realizar um reinterpretacao biolégica do mesmo, confrontando-a com as
hipoteses e teorias encontradas no estudo biolégico de macroevolucao.

Enfim, permanecem amplas possibilidades para o aprofundamento do

estudo do modelo, que serao abordadas em trabalhos futuros.

Referéncias

Crow, J. F. e Kimura, M. (1970). An Introduction to Population Genetics
Theory. Harper & Row.

Eldredge, N. (1992). Macroevolutionary Dynamics: Species, Niches and
Adaptive Peaks. McGraw-Hill.

Eldredge, N. e Gould, S. J. (1972). Punctuated equilibria: an alternative to
phyletic gradualism. Models In Paleobiology, 5:82-115.

Fisher, R. A. (1937). The wave of advance of advantageous genes. Ann.
Eugenics, 7:353-369.

Grant, B. S., Owen, D. F., e Clarke, C. A. (1995). Decline of melanic moths.
Nature, 373:565.

Hartl, D. L. e Clark, A. G. (1989). Principles of Population Genetics. Sin-
auer, Sunderland, Mass, USA.

Lin, C. C. e Segel, L. A. (1988). Mathematics Applied to Deterministic
Problems in the Natural Sciences. SIAM, USA.

Sargent, T. D., Millar, C. D., e Lambert, D. M. (1998). The classical expla-
nation of industrial melanism. Behavioral Ecology, 30:299-322.



BIOMATEMATICA 15 (2005), 13-28 ISSN 1679-365X
Uma Publicagao do Grupo de Biomatemdtica IMECC — UNICAMP

Inteligencia Coletiva: Rotacao da Direcao de

Busca de Presas em uma Colonia de Formigas
(Eciton burchellr)

Raul Abreu de Assis?!
Dep. de Matemética, UNEMAT, 78390-000 — Barra do Bugres/MT.

Wilson Castro Ferreira Jr.?
DMA, IMECC-UNICAMP, 13.083-970 — Campinas/SP.

Resumo. Neste trabalho estendemos o modelo de correicao de Denebourg
et al. para estudar a escolha da direcao de busca de presas em uma colonia
de formigas (Eciton Burchelli). Os resultados das simulagbes do modelo
sugerem que a espécie é capaz de escolher eficientemente a direcao de busca
de presas, através de um processo auto-organizado. Essa eficiéncia é uma
propriedade emergente do sistema, indicando que a espécie bioldgica pode

estar empregando uma estratégia de “Inteligéncia de Bando”.
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1 Introducao

Sob diversas circunstancias, colonias de insetos sociais, em particular,

colonias de formigas, devem tomar “decisoes”. Um novo local para o ninho,

'raulassis@yahoo.com
2wilson@ime.unicamp.br
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uma direcao para a busca de presas, qual dentre varias fontes de alimento
deve ser explorada, sao exemplos de opgoes que sao feitas pela colonia. En-
tretanto, as formigas e os insetos sociais de uma maneira geral, apresentam
uma caracteristica interessante em sua estrutura social: a auséncia de um
gerenciamento, de um comando central de onde partem essas “decisoes” da
colonia. Na verdade, em muitos casos, ficou demonstrado que essas decisoes
sao alcancadas através da propria dinamica de interacao dos agentes entre
si e com o meio, através de um processo auto-organizado (Bonabeau et al.,
1999; Camazine e Sneid, 1991; Denebourg et al., 1989).

Observamos que, além de tomar uma “decisao”, as colonias de insetos
sociais o fazem, de modo geral, de maneira eficiente, pois, caso contrario, nao
seriam capazes de sobreviver ao processo de selecao natural. Nosso objetivo
neste artigo ¢ estudar o processo de escolha de uma direcao coletiva de busca
de presas na espécie Eciton burchelli, mostrando que um processo de tomada

de decisao eficiente pode emergir da prépria dinamica do sistema.

2 O Fenomeno de Correicao

2.1 Formigas-Correicao

O fenomeno de correicao é tido como um dos mais impressionantes do
mundo dos insetos. Durante uma correicao da espécie Eciton burchelli, cerca
de 200 mil individuos se engajam na busca de presas, realizando verdadeiros
“arrastoes”, capturando varias espécies de insetos (formigas, vespas, gafan-
hotos) e até mesmo pequenos vertebrados (Gotwald Jr., 1995). Durante a
correi¢ao, os individuos criam uma frente de busca, que avanca, capturando
presas, formando atras dela uma fila organizada, onde os individuos trans-
portam presas de volta ao ninho, como na figura 1- ¢).

Para coordenar as acoes dos individuos, as formigas utilizam uma subs-
tancia quimica, denominada feromoénio. Esse feromonio é a principal fonte de

orientagao dos individuos, uma vez que eles sdo praticamente cegos (Franks
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et al., 1991). Dessa maneira, o padrao de correigdo é um resultado da in-

teracao dos agentes, que depositam feromonio e o utilizam para se orientar.

Figura 1: Formagdo do padrdo de correicao na espécie Eciton Burchelli, extraido de
(Gotwald Jr., 1995, p. 114). a) Durante o inicio da correi¢do ainda ndo ha uma diregao
coletiva bem estabelecida. b) e ¢) Os individuos se concentram em apenas uma diregdo

de busca, criando uma direcao coletiva.

Uma caracteristica que se observa nos padroes de correicao dessa espécie
é a emergéncia de uma direcao coletiva de correi¢ao, como ilustrado na figura
1. Durante o periodo estaciondrio (que dura aproximadamente trés semanas),
a colonia realiza diversas correicoes, geralmente uma por dia, devendo, a cada
nova correigao “escolher” uma diregao coletiva de busca de presas (Holldobler
e Wilson, 1990).

Estudos sobre a seqiiéncia de escolha de direcoes da espécie FEciton
burchelli (Franks e Fletcher, 1983), sugerem que a escolha ndo é aleatéria,
senao que a colonia evita repetir correicoes em direcoes ja utilizadas. Dessa
forma, a espécie exibe um comportamento eficiente, evitando regioes com
baixa densidade de presas.

A questao que nos ocupa entao, é a compreensao do processo de escolha

de direcao, considerando-se que os individuos sao extremamente simples sob
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o ponto de vista comportamental. Isto é, nao deve ser incluida nenhuma
percepcao teleologica e nem capacidades modulares para resolucao individual
de problemas complexos constituidos de varias etapas. Enfim, as formigas

sao diligentes e sistematicas , mas nao criativas.

2.2 0O Modelo

O modelo proposto é uma extensao dos trabalhos de Bonabeau et al.
(1999); Denebourg et al. (1989) e Franks et al. (1991). A seguir, listamos as

principais hipéteses do modelo.

1. Por simplicidade, representamos o plano bidimensional onde ocorre a
correi¢ao como uma malha discreta. Utilizamos uma matriz A(3, j)
para representar a quantidade de feromonio em cada ponto e uma ma-
triz C'(i, ) para representar a quantidade de presas em cada ponto da

malha. A atualizagdo temporal do sistema é feita de maneira discreta

2. Agentes que nao estao carregando presas depositam F unidades de
feromonio ao se movimentar para qualquer ponto da malha. Agentes
carregando presas depositam F,. unidades de feromonio ao se movimen-
tar, simulando o recrutamento de individuos para regioes com presas.
H& um limite de saturacao de Fl,; unidades de feromonio por ponto da
malha, acima dessa quantidade nao ha mais o depédsito de feromonio.

Uma fragao o do feromonio evapora por iteragao do modelo.

3. Ao deixar o ninho, cada agente escolhe uma direcao principal de busca
(de 1 a 8), de acordo com a quantidade de feromoénio nos pontos ad-
jacentes a colonia, conforme figura 2. A probabilidade de escolha de
cada direcao é determinada pela expressao a seguir:

R G e l.) S SR (2.1)
> (B + k)7

onde k e n sao parametros.
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4. Uma vez definida a direcao principal de busca, o agente passa a escolher
somente entre trés possiveis diregoes de movimentagao, conforme figura

2- b). A probabilidade de escolha dessas diregdes é dada por:
o (EA+R)
' Z;:—1(Fp+j + k)n

onde p denota o indice da direcao principal de forrageamento escolhida

i=p—1,p, p+1. (2.2)

pelo agente, k e n sao parametros do modelo. O formato especifico
das expressoes (2.1) e (2.2) é baseado em experimentos com formigas
realizados em laboratério Bonabeau et al. (1999); Denebourg et al.
(1989).

5. Quando um agente encontra uma presa no ponto (¢, j) da malha, atua-
lizamos C, fazendo C(i, j) « C(i, j)—1 e invertemos sua dire¢ao princi-
pal de movimentacao, que passa a se movimentar na direcao de retorno

a colonia.

6. A cada iteracao, cada agente deve decidir entre mover-se ou ficar parado,
simulando a velocidade dos agentes, que depende da quantidade de
feromonio percebida pelos mesmos. Um agente que percebe uma grande
quantidade de feromonio se movimenta rapidamente, pois a trilha esta
bem marcada, todavia, se o estimulo quimico é reduzido, sua veloci-
dade diminui. A funcao escolhida e ajustada a dados experimentais

por Franks et al. Franks et al. (1991) foi a seguinte:
P(T) = [1 + tanh(7T'/100 — 1)]/2 (2.3)

onde T é a quantidade de feromonio percebida pelo agente e P(T') é a
probabilidade do agente se mover. Em nosso modelo T = F,,_; + F}, +
F,+1, onde p é o indice de sua diregao principal de movimentacao. No
caso da figura 2- b), T'= Fy + F3 + F.

7. HA um limite maximo de 20 agentes por ponto da malha. Caso um

agente escolha se movimentar para um ponto lotado, entao ele é deslo-
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cado para um ponto livre adjacente ao mesmo. Se todos os pontos

adjacentes estiverem lotados, o agente permanece parado.

8. A cada iteragao, uma quantidade () de novos agentes deixa a colonia.
Esses agentes sao introduzidos no ponto da malha onde se localiza a

colonia. Caso o mesmo se encontre lotado, nenhum agente é intro-

duzido.

F1

/FS T /rs

8| e F4 /ﬁg "F4

11~

F7 F3

a) b)

Figura 2: a) No espaco discretizado, o agente que deixa a colénia pode escolher entre
oito diregoes principais de busca. A probabilidade de escolha de cada diregao é dada por
P, = (F;, + IZ;)ﬁ/[Z?:I(Fj + k)"]. b) Uma vez escolhida a dire¢do principal de busca
de presas, o agente passa a escolher entre apenas trés diregoes possiveis de movimento.
No caso acima a direcdo 3 foi escolhida como principal, a movimentacao é regida pela

expressao 2.2.

Com esses ingredientes é facil construir um programa de maneira a
simular o processo de correigao, cujos resultados das simulacoes apresentamos
a seguir. Para maiores detalhes a respeito do modelo e da implementacao

computacional, indicamos Assis (2003).
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3 Simulacoes

3.1 Emergéncia de uma Direcao Coletiva

Em primeiro lugar, antes de verificarmos se a dinamica do sistema pode
levar a uma seqiiéncia de escolhas de busca eficiente, devemos antes mostrar
que o modelo apresenta a propriedade da emergéncia de uma direcao coletiva
de correicao.

A seguir, apresentamos o conjunto de parametros utilizado nas simu-

lacoes do modelo:

n=4 n =2 k=60 k=5 Q=10
P(T)=-eq. (2.3) | Fsu = 1000 | F.=10 | F,=1|0=1/30

onde k, n, P(T), 0, Fsu, Fe, Fs, Q sdo os parametros utilizados (alguns
estimados experimentalmente) por Denebourg et al., enquanto 7 e k foram
obtidos através de repetidas simulacoes do modelo, de maneira a obter o
comportamento desejado.

A figura 3 apresenta o fenomeno da emergéncia de uma diregao coletiva
no modelo. Convém mencionar a propriedade de auto-organizagao do sistema
que, sem nenhuma influéncia externa é capaz de “escolher” uma direcao

coletiva de forrageamento.

3.2 Rotagao da Direcao Coletiva de Busca

Para investigar se a colonia representada pelo modelo matematico é ca-
paz de evitar direcoes de busca utilizadas previamente, realizamos repetidas
simulagoes computacionais, observando, finalmente, dois principais meca-
nismos através dos quais a espécie pode estar implementando a “escolha

inteligente” de direcao de busca:

1. “Taxia” da frente de correicao para regioes de maior densidade de pre-

sas.
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Figura 3: Emergéncia de uma direcao coletiva de correigao em simulagoes do modelo
matemdtico. a) Assim como no fenémeno biolégico, nao hd uma diregao coletiva estabele-
cida durante o inicio do processo de correigao, com 100 iteragoes do modelo. b) e c¢) Os
agentes passam a se concentrar em apenas uma diregao, padroes obtidos com 400 e 500

iteragoes do modelo, respectivamente.

2. Processo de “prospeccgao local” durante o inicio da correigao, elegendo

direcoes de maior densidade de presas como diregao coletiva de busca.

Para constatar o mecanismo 1, construimos o seguinte cenario de simu-

lacao:

e Criamos uma distribui¢ao aleatéria de presas, C'(i,j). Cada ponto da

malha com probabilidade 1/2 de conter uma presa.

e Fazemos com que a colonia de agentes realize uma correigao, escolhendo
uma diregao coletiva e atuando sobre a distribuigao de presas C(i,j),

removendo parte delas.

e Utilizamos a distribuicao C(i,j) modificada pela simulagao anterior,

obrigando a colonia a realizar uma correigao na mesma dire¢ao que a
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correicao da simulacao anterior. Isso é feito para observar o compor-
tamento dos agentes ao se deparar com regioes de baixa densidade de

presas.

300
250
200
150

100

250 300 350 250 300 350

Figura 4: A colonia é “forcada” a efetuar duas correigoes consecutivas na mesma direcao.
a) Padrao de correi¢ao obtido na primeira simulagdo. b) Durante a segunda correigéo, os
agentes desviam da area utilizada pela primeira, evitando regioes de baixa densidade de
presas.

Na figura 4 ilustramos os dois padroes de correicao obtidos através da
simulagao desse cendario. Observamos que na segunda correicao a maioria
dos agentes desvia da area que foi utilizada pela primeira, evitando regioces
de baixa densidade de presas. Esse comportamento é extremamente robusto
e foi observado em todas as simulacoes do modelo com esses parametros.
Convém mencionar que essa robustez provém, em parte, do fato de que a
colonia nao depende sensivelmente do comportamento de um agente. Se um
individuo falha em encontrar o caminho para uma regiao de maior densidade
de presas, isso nao afeta o comportamento coletivo da colonia. Ou seja,
a propriedade de taxia da frente de correicao é uma propriedade coletiva,
emergente da dinamica do sistema e nao uma propriedade proveniente das

habilidades de um individuo isolado, super dotado, ou lider.
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Durante o inicio do processo de correigao, existe uma fase em que a
colonia ainda nao estabeleceu uma direcao coletiva de busca, que pode ser
observada tanto no fenémeno biolégico (figura 1- a)), quanto nas simulagoes
do modelo matematico (figura 3- a)). Através do mecanismo 2 (prospeccao
local) a colonia utiliza essa fase inicial de “indecisdo” para estabelecer uma
escolha eficiente de direcao coletiva de busca, conforme as seguintes pro-

priedades do modelo:

1. Maiores concentracoes de presas em uma dire¢ao acarretam uma maior

probabilidade de escolha daquela direcao.

2. Existe uma “regiao de influéncia”, determinada por um valor 7,
(distancia da colonia), onde a distribuigdo de presas tem relevancia
para a escolha da direcao coletiva de correicao. Presas além dessa

regiao tém pouca ou nenhuma influéncia na escolha da colonia.

3. Ao realizar uma correicao em uma direcao especifica, a colonia reduz
significativamente a concentracao de presas naquela direcao, resultando
em uma menor probabilidade de uma escolha consecutiva da mesma

direcao.
Para constatar o comportamento 1 acima, simulamos o seguinte cenario:

e Dividimos a distribuicao de presas no plano em quatro setores: C'1,
C2, C3 e C4, cada uma ocupando um quadrante como na figura 5, e

sem sobreposicao.

e Associamos a distribuicao da direcao 2, isto é, aquela referente ao qua-
drante norte, uma probabilidade fixa S = 1/2 de cada ponto da malha
conter uma presa, relacionando as demais uma probabilidade s, de tal
forma que S/s = > 1. Dessa forma, criamos uma dire¢ao que é mais

rica em presas em relacao as outras (figura 5).
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Figura 5: Cenério de simulagiao para correicao, os pontos pretos representam a dis-

tribuicao de presas. Varia-se o valor de 7, que representa o quanto o setor C'2 é mais rico

que os outros setores.

e Para cada valor de 7, realizamos um grande numero de simulagoes,

registrando as diregoes escolhidas em cada uma.

cada nova simulagao, renovam-se as distribuicoes C1,...,C4.
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Figura 6: a) Indice de “sucesso” da colonia em detectar uma diregao mais rica em fungao

de v = S/s. b) Indice de “sucesso” da colonia em detectar regiao mais rica em funcao da

distancia minima das presas & colénia (r).

Dessa maneira, podemos estimar um indice de “sucesso” da colonia em

detectar a presenca de uma regiao mais rica em presas. Definimos o indice de

sucesso como a percentagem das simulagoes em que a correicao foi efetuada
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Figura 7: Cendrios com r varidvel. As presas estdo presentes apenas a uma distancia
maior que r, medido em pontos da malha. Estuda-se qual é o valor mdximo de r em que

as presas influenciam a dire¢ao de forrageamento da colonia.

nas direcoes 1, 2 ou 3, que sao as direcoes que incluem o quadrante C2.
O indice de sucesso em fungao de vy aparece na figura 6- a), indicando que
a colonia do modelo é capaz de detectar direcoes com maior densidade de
presas.

Para constatar a propriedade 2, realizamos simulagoes da seguinte ma-

neira:

e Da mesma maneira que no cenario anterior, divide-se a distribuicao de
presas no plano em quatro: C1,C2,C3 e C4. Escolhe-se entao uma
dire¢@o principal (dire¢do 2) para distribuir as presas, de forma que

essa regiao seja mais rica que as outras (7 = 5).

e As distribuicoes sao diferentes de zero apenas a partir de um certo r
variavel, isto é, as presas devem estar a uma distancia minima r da

colonia como na figura 7 (r medido em pontos da malha).

e Para cada r, realizam-se varias simulacoes, verificando a direcao esco-
lhida pela colonia e a freqiiéncia com que a colonia é capaz de detectar a
abundancia de presas na direcao que contém maior densidade de presas
(direcao 2).

O indice de “sucesso” em funcao da distancia r é apresentado na figura

6- b). De onde se estima, graficamente, que a maior distancia (sob esse
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conjunto de parametros!) que a colonia modelada pode detectar a presenca
de uma direcao mais rica é 7,4, =~ 16, medido em pontos da malha.

Finalmente, confirmando a propriedade 3, verifica-se que a densidade
de presas em uma direcao que sofreu um processo de correicao, dentro do raio
de influéncia 7,,,, €, em média, 2.7 vezes inferior a densidade das direcoes
que nao sofreram um processo de correicao.

Dessa maneira, através das propriedades 1, 2 e 3, concluimos que a
colonia do modelo exibe um mecanismo de “prospeccao local” que evita repe-
tir diregoes de correicao, criando um comportamento coletivo eficiente. Vale
notar que nao assumimos nenhuma capacidade de memoria por parte dos
individuos, que obedecem apenas regras simples de movimentagao, orienta-
dos pelo feromonio. Como resultado da interacao dos individuos, temos uma
propriedade emergente de “Inteligéncia coletiva”, onde “o todo é mais do que

a soma das partes”.

4 Conclusao

A importancia de se estudar mecanismos de auto-organizacao em inse-
tos sociais nao se restringe apenas a analise do fenomeno do ponto de vista
bioldgico, na tentativa de compreender certos comportamentos das espécies.
Se compreendermos as razoes que levam a auto-organizagao dos individuos
para desenvolverem certas tarefas coletivas, teremos condigoes de formular
modelos matematicos que poderao ser usados para simular situacoes analogas
em areas cientificas diversas.

Algoritmos inspirados no comportamento de recrutamento das formigas
foram implementados com sucesso para fazer o roteamento de dados em uma
rede telefonica Bonabeau et al. (1999) e também aplicados a diversos prob-
lemas de otimizagao Dorigo e Di Caro (1999). Também a robética esta en-
contrando nos mecanismos de auto-organizagao e de “Inteligéncia Coletiva”
uma alternativa para implementar conjuntos de robos inteligentes Bonabeau

et al. (1999). Agrupamento de objetos e transporte coletivo de um item sao
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exemplos de tarefas implementadas a partir de modelos do comportamento
de insetos sociais.

Dessa forma, o modelo proposto além de contribuir com uma possivel
explicacao para o comportamento para o comportamento da espécie Fciton
burchelli, apresenta um método eficiente de procura pelo qual agentes de
comportamento relativamente simples podem explorar recursos em uma vizi-

nhanca.
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of both these variables independent on the variable dependent. As a con-
sequence it is possible to consider distinct scenarios to be mathematically
analyzed through of the fuzzy sets theory available at MATLAB 6.5. The
comparison between the results obtained previously and the results obtained
using this methodology shows approximately the same kind of strategy to
the management of the environmental conditions to reach comfort conditions
and so reveals the fuzzy sets theory as an alternative to continue researches

that are looking for animal productivity improvement.

Key words: Climatological analyze, comfort conditions, animal pro-

ductivity, Fuzzy sets theory.

1 Introduction

An alternative strategy to improve animal productivity, as can be found
in the specialized literature, is by the management and/or through by the
control of the heat stress, which is a function of the environmental conditions.

Following this strategy, Nienaber et al. (2004) presents a table shown in
Figure 1, where it can be identified four categories of the Livestock Weather
Safety Index associated with the T'HI values as a function of the values
obtained by the climatological analysis. According to this author, this table
was assembled considering the air dry bulb temperature [°C|, T'db, and the
air relative humidity [%] to obtain the dew point temperature [°C], T'dp,
using the following equation:

THI =Tdb+ 0.36Tdp + 41.2

According to the grey color nuance shown in Figure 1, it can be ob-
served the referred four categories: Normal, Alert, Danger and Emergency.
These categories reveal another kind of variable, which can be recognized as

a linguistic variable once it is natural and not as accurate as those, used from
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Figure 1: Temperature-Humidity Index Values

human bean. So, according to Amendola et al. (2004b), this is the kind of
conditions and variable adequate to be analyzed through the fuzzy sets the-
ory. The fuzzy sets theory has been reached several application areas. One
of these areas is associated to the fuzzy control, used to the automation of
process, since domestic tasks till to complex industrial process (Klir e Yuan,
1995). According the literature, the pioneer fuzzy control application is due
to 7, whose theoretical support can be found in some papers of Zadeh (1965).
At the “Faculdade de Engenharia Agricola - FEAGRI-UNICAMP”, the use
of fuzzy sets theory could be recognized as an adequate mathematical tool
to be used in researches involving animal breeding, just after several events
scientific (Amendola, 2004). A resulting pioneer paper of Amendola et al.
(2004a) shows the use of this methodology to simulate comfort conditions in
broilers production. The suitable results of this work were taken as an incen-
tive to the development of similar projects, as those found in Moura et al.
(2004), performed also to broilers; and in Queiroz et al. (2004) to swine; as
well to several projects that are still in development. These considerations

justify the objective of this paper.
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2 Objectives

The aim of this research is to show how the use of the fuzzy sets theory
is adequate as an alternative mathematical tool to analyze environmental
conditions as able as to suggest comfort conditions in animal breeding pro-

Cess.

3 Material and methods

First of all, according to Amendola et al. (2004a), it is necessary to
define a subdivision of the information shown in Figure 1, which must be
performed through linguistic terms to construct an inference fuzzy system.
This requires a rule system establishment, which must be able to describe
the relations between the independent variables and the dependent variables.
In this work the inference method used is according to the Mamdani method
and the change from fuzzy results to numerical values is obtained by the
gravity center method; membership functions must also be selected. All
these concepts theoretical can be found in Pedricz e Gomide (1998). The
fuzzy analyze is carried out using the scientific computational environment

MATLAB 6.5. (Amendola et al., 2004b).

4 Results

The referred subdivision of Figure 1, performed to the temperature
variable T belonging to the interval [20,40], is shown in Table 1, and to the
relative humidity, RH belonging to the interval [0, 100], is shown Table 1.
By the other hand, in Table 3 it is shown the division to the T'HI variable
exactly as it appears in Nienaber et al. (2004).

The membership functions considered as convenient to represent the

independent variables T and RH, as shown in Tables 1 and 2 respectively,
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Table 1: Subdivision to the T variable Table 2: Subdivision to the RH vari-
and the associated linguistics terms able and the associated linguistics terms
INTERVAL | TERM INTERVAL | TERM

0, 6] U,

[20, 23] T [5, 11] U,
[22, 25] Ty (10, 16] Us
[24, 27] T3 [15, 21] U,
(26, 29] T 20, 26] Us
[28,31] Ty [25, 36] Us
30, 33] Ty 35, 51] Uy
32, 35] T, (50, 56] Us
34, 37] Ty [55, 66] Uy
(36, 39) Ty (65, 71] Uso
(38, 40] Tho [70, 86] Uy
(85, 100] Uss

Table 3: Subdivision to the THI variable and the associated linguistics terms

INTERVAL TERM

[0, 74] N (Normal)
(75, 78] A (Alert)
(79, 83] P (Danger)

[84,104] E (Emergency)

are triangular, which were subject to some kind of fit to avoid superposition.

These functions are shown in Figures 2 and 3 respectively.

By the other hand the membership functions considered convenient as
to represent the dependent variable THI, as shown in Table 3, are trapezoidal.

These functions are shown in Figure 4.

In Table 4 it is shown the rules system obtained from the all 120 com-

position of the variables. The elements of this Table, T'HI; ;, must be inter-
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Figure 3: Membership functions to RU variable according to Table 2

preted as THI(T;, RH;). For example, THls5 = THI(Ts, RH5), represents

the Alert condition by the rule:

“If T'is T and RH is RHs then T HI is Alert”.

Figure 5 shows the 3D surface generated as a function of the fuzzy sets
theory, which summarizes the rules system according to Table 4. Finally,
in Figure 6 it is shown the results obtained from the fuzzy methodology.
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Table 4: Subdivision to the THI variable and the associated linguistics terms

RHy | RHy | RH3 | RHy | RHs | RHe | RH; | RHs | RHy | RHio | RH11 | RHiz
n| N|]N|N|N]N|]N|N|]N|N N N N
n| N| N|N|N|]N|]N|N|]N|N N N A
| N|N|] N|N|N|N|N|N|A A A A
nw| N| N|] N| N|N|NJ]A|]A|A P P P
| N| N| N | N| A | A | A P P P P E
| N| N|A|]A|A|A|P P P B B B
| A|A|]A|A|A|P P E E D) D) B
| A|A|] A |P P P E E E E E B
T, | A P P P P E E E E E E E
Tw | P P P P B E E E E B E B

In this figure the following colors are in correspondence with the categories
established previously: green - Normal, yellow - Alert, blue - Danger and red

-Emergency.
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Figure 4: Membership functions to T variable according to Table 1

The associated colors shown in Figure 6 obtained as a function of the

fuzzy sets theory and the categories original shown in Figure 1 are in agree-
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Figure 5: Membership functions to RU variable according to Table 2

& w (15 2 5 |3 |3 |40 |45 50 (S5 (60 |65 (V0 WS (B0 | E5 (M0 |25 10O
) 6E0 |68 | 6EE GEE GRE | 6B | 6RO [ GET | 6ET 6RO |6EE | 687 | 6RO | GBE GRT [GET | 620 ) 6RR | 6B 6RE
32 |680 |60 8 | 6RE GEE GRE | ERT | 6RO [ G6RE | GBE GEOD |6BE | 6EE | 6O | 6BE GRE [GEE | 620 ) 60R [ 6BE GRE
) 6ED | 6EE | 6EE GEE GBS | 667 [ 6B9 | 6RT | 6B 6BED | 6BB | 680 | 680 | G6EE G6ED [6ET | 622
26 |GED | 6E R | 60F GEE GRE |GEV [ GED | 6N [ GET 6D |60E
2 |6R0 | 6ER|GEE GEE GRRE (6B | GREO $10 (210 | 210 | 810 ) 00 E1N
30 (620 |68 8| GER 6EE 2100 [ 810 | $1.0 | 10 BRI (10 | $10 | 037 (938 BEE
32| 689 [ ok L0 [ 210 FLD | $1.0 | 1O [ BLO | 937 937 (935 (036|037 |93F 03%
34 1020810210 £10 (237 | 938 036|937 037 (234 | 036|037 (938 03
36 210 B10 | E1.0 | B1.0 | 237 | 03F 036 037038 [ 036|037 037|038 (036037 )03F 03%
3t L0810 E10 E10 |93 8 | 936 ) %37 | B3E 236 (937 938|036 (937 237 (938 936 (937 | 938 3%
di [E1.0 [ #1.0 [ 810 210 937 | E |06 | 237 |0FE 036 (037 [03E | 036|037 037|038 |036 | 037 (038 M3

Figure 6: Membership functions to RU variable according to Table 2

ment but from the exact values. Using this mathematical tool it is possible to
obtain results to the dependent variable values as a function of several com-
positions of the independent variables values in an easy way (it is enough
to move and push the cursor in the selected values) to give some kind of

decision support to the animal producer as there are shown in the following
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examples. Selecting specific values of T = 30°C and RH = 75% the resulting
T H I value as it is shown in Figure 7, is THI = 81, meaning the Danger con-
dition. This result suggests that one of these selected values must be changed
to reach better condition. So, for the same RH value and another selection
of T value, T' = 22°C, for example, the resulting THI value is THI = 68.8,
which reveals a Normal and so better category, while if 7' = 26°C' the THI
value is THI = 76.5, which reveals the Alert category. Furthermore, for a
fixed RH value RH = 75%, it can be concluded that the best THI value
occurs for T' = 20°C, which is THI = 68.7.
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Figure 7: Membership functions to RU variable according to Table 2
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5 Conclusions

The result presented in this research shows a good agreement with the
original research, and for that confirm the fuzzy sets theory, carried out at
the MATLAB 6.5 toolbox, as an adequate tool to continue researches that
are looking for animal productivity improvement. As an example we could
conclude that for a fixed value of HR, HR = 75%, the best condition of
THI = 68.7 is reached to the temperature 7' = 20°C.
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1 Introducao

O cancer de prostata €, atualmente, o segundo tipo de cancer com maior
incidéncia entre a populacao masculina, no Brasil. E tinico entre os tumores
solidos porque existe em duas formas: uma forma histolégica ou latente e
uma forma clinicamente evidente (Pienta, 1997). Assim, a evolugao de um
cancer de préstata pode ser réapida (rdpida disseminacao da neoplasia, antes
mesmo de surgirem os sintomas locais) ou lenta e indolente (com lesoes que
permanecem estacionarias) (Srougi, 1999).

Com essa caracteristica, um modelo de crescimento do cancer de présta-
ta deve incluir varidveis que permitam identificar em qual caso o paciente
se enquadra. Os parametros mais utilizados para prognosticar o cancer sao:
niveis de antigeno prostatico especifico-PSA no sangue, grau de diferenciacao
das células do tumor dado pelo escore de Gleason e volume do tumor, avaliado
por métodos de imagem.

Vérios autores estudaram a relacao entre o tamanho do tumor, o grau
de diferenciagao das células e o nivel de PSA no sangue (INCA, 2002; Black-
well et al., 1994; Partin et al., 1990; Stamey et al., 1987; Swanson et al.,
2001). Como essas condigoes clinicas variam entre os individuos, nesse ar-
tigo, consideramos a taxa de crescimento do tumor como um parametro com
incertezas. Essa taxa é obtida por meio de um sistema baseado em regras
fuzzy, em funcao do escore de Gleason e do nivel de PSA de cada individuo.
Também, o nivel de PSA produzido pelas células normais é descrito por um

conjunto fuzzy.

2 Modelo Matematico

Modelos matematicos que descrevem o crescimento de tumores sélidos

exibem trés fases distintas (Jiang et al., 2004):

e uma fase inicial, durante a qual as células crescem quasi-exponencial-

mente;
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e uma fase em que ocorre a formagao de um nicleo necroético, acumulagao
de células latentes ao redor e separacao de células multiplicativas na

periferia;

e uma fase na qual a taxa de crescimento comeca a diminuir e o tumor

tende a um diametro maximo.

A caracterizacao desse crescimento é feita, na maioria dos casos, por meio de
modelos matematicos classicos, como o modelo de Gompertz.
Fister e Panetta (2003) usam uma extensdo do modelo de Gompertz

para descrever o crescimento do tumor e o efeito do tratamento:

(fi—z; = )\Tln; — G(T,u(t)), (2.1)
onde T é o volume do tumor, \ é a taxa de crescimento, 6 representa o tama-
nho méximo do tumor e G(7,u(t)) descreve a interagao entre o tratamento
descrito pelo médico e o volume do tumor.

Consideremos esse modelo sem o tratamento, ou seja

dT 0
o Mg (2.2)

A solugao deterministica de (2.2) é dada por
Ty
6

Tendo em vista que ha relacao entre o nivel de PSA p, o escore de

T(t) = 6(=2) ™. (2.3)

Gleason ¢ e o tamanho do tumor T, a taxa de crescimento A é modelada

como funcao dessas varidveis (Castanho, 2005).
A = A(Gleason, PSA) = A\(g,p).

Para tal, construimos um sistema baseado em regras fuzzy, estruturado
conforme Figura 1, pois essas varidveis sao incertas e descritas em termos
lingiifsticos na literatura médica.

Temos, entao, como variaveis de entrada do sistema:
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Base de
Regras

Escore de Gleason

[0,1]
Método
de
Inferéncia
(Sugeno) Taxa de Crescimento

Nivel de PSA

Figura 1: Estrutura do sistema baseado em regras fuzzy construido para estimar

a taxa de crescimento do tumor.

e Escore de Gleason: classificado de acordo com o grau de diferenciacao
das células em Bem Diferenciado (menos agressivo), Moderadamente

Diferenciado e Indiferenciado (mais agressivo);
e Nivel de PSA: classificado em Baizo, Médio e Elevado.

Uma hipétese simplificadora nesse modelo é de que o tumor cresce con-
finado na prostata até um valor maximo que o organismo pode suportar. Os
casos em que hé extensao extraprostatica e metastase nao serao considerados.
Assim, os niveis de PSA sao limitados por aquele valor que indica extensao
extraprostatica.

A base de regras, descrita na Tabela 1, foi construida com a informacao
dos especialistas, constantes na literatura (INCA, 2002; Aihara et al., 1994;
Swanson et al., 2001).

Utilizamos o método de inferéncia de Sugeno de ordem zero, ou seja,
o conseqiiente das regras é constante, para encontrarmos a taxa de cresci-
mento do tumor como fungao do grau de diferenciacao das células (escore de
Gleason) e do nivel de PSA.

Sendo o grau de diferenciagao celular igual a 3 o padrao predominante
em cancer de prostata clinicamente localizado (Aihara et al., 1994), a fim de

encontrarmos uma expressao analitica para a taxa de crescimento, conside-
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Tabela 1: Base de regras do sistema baseado em regras fuzzy.

Regra Gleason PSA Taxa de crescimento
Bem Diferenciado Qualquer Baixa
2 Moderadamente Diferenciado Baixo Alta
3 Moderadamente Diferenciado | Médio Média
4 Moderadamente Diferenciado | Elevado Baixa
5 Indiferenciado Qualquer Alta

ramos o escore de Gleason igual a 6 = (34+3). Assim, essa taxa é fungao

apenas do PSA, A = \(p), estd representada na Figura 2 e é aproximada

pela expressao analitica (2.4):

Taxa de crescimento do tumor
Taxa de crescimento do tumor

Niveis de PSA

P

max

Niveis de PSA

Figura 2: Taxa de crescimento do tumor como fungao dos niveis de PSA no sangue

para escore de Gleason igual a 6. A esquerda, a saida do sistema baseado em regras

fuzzy considerando uma populagdo com 80 individuos e, a direita, a aproximacao

considerada.

1 S€ p S pmm
Ap) =< P2 se prin <D < Pras (2.4)

Pmin—Pmazx

0 Sepzpmam'
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Segundo Stenman et al. (1999), devemos supor que o cancer de prostata
desenvolve mais rapidamente até alcancar um tamanho que exija a vascula-
rizacao. Somente apods esse estagio, pode-se esperar que o crescimento do
tumor seja refletido num aumento dos niveis de PSA no sangue. Com base
nessa hipdtese, podemos interpretar p,,;, como o nivel de PSA a partir do
qual as células do interior do tumor param de se multiplicar e, conseqiien-
temente, a taxa de crescimento do tumor comeca a diminuir. Esse modelo
considera um tamanho maximo que o tumor localizado pode alcangar. Entao,
Pmaz POde ser interpretado como o ponto a partir do qual ha estabilizagao do
volume localmente, embora os niveis de PSA possam continuar aumentando
devido a metastases.

Da solugao do modelo deterministico (2.2), considerando a taxa de
crescimento como fungao do PSA, A = A(p), e o tamanho maximo do tumor

0 igual a 1, temos

e—Mp)t
T(p t) _ (TO) " se 0 S P < Pmaz (2 5)
’ 1 S€ P > Pinaa '

onde T é o tamanho do tumor, no instante ¢, para os individuos com niveis
de PSA no diagndstico iguais a p.
Carter e Partin (1997) verificaram que os niveis de PSA no sangue

crescem de forma exponencial na presenca do tumor. Essa variacao é expressa

por:
b _,
a P (2.6)
p(0) = po

onde p é o nivel de PSA e a é sua taxa de crescimento. A solucao de (2.6) é
p(t) = poe™.

O PSA produzido pelas células normais varia entre os individuos. O
ponto de corte entre niveis normais e anormais é 4 ng/ml, embora muitos

pacientes com cancer tenham nivel de PSA menor que 4 ng/ml. Assim, o



Modelo Matematico Fuzzy... 47

valor do PSA, quando um tumor se inicia, é considerado como um ntmero

fuzzy caracterizado por uma fungao de pertinéncia triangular pp,, a saber

0 sep<pg—20
sp=P+d) sepp-0<p<Do
—5(p—Do—06) sepo<p<po+0
0 se p>py+9,

pry(p) = (2.7)

onde pg é o valor médio de PSA e § é a dispersao do conjunto fuzzy F.
Esse conjunto contém os niveis de PSA produzidos pelas células normais da
prostata dos individuos estudados.

Com o objetivo de descrever o crescimento do tumor no tempo, com
a taxa de crescimento em func¢ao dos niveis de PSA que também variam
no tempo, utilizamos a metodologia elaborada por Jafelice (2003). Essa
metodologia foi desenvolvida para encontrar a solugao de uma equacao difer-

encial fuzzy nao-autonoma a partir de uma equagao autonoma.

N

Nivel de PSA
\\\\

y

-~

\\\\\\\\

Figura 3: Solucao fuzzy da equacao diferencial (2.6), P, para t = 1,2,...,6,
considerando « = 0,25 e o nivel PSA inicial, Py, dado por um nimero fuzzy em

torno de 2.

Para resolver a equacao diferencial (2.6), considerando o valor inicial

dado por um conjunto fuzzy (2.7), devemos encontrar a solugao para cada
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valor py no suporte de Py considerando que cada solugao p; mantém o grau
de pertinéncia do respectivo pg. Portanto, a solugao de (2.6), dado o valor
inicial fuzzy Py, é um conjunto fuzzy P;, cuja funcao de pertinéncia é pp,.
Na Figura 3, estd representada a solucao obtida com F, dado pela funcao de
pertinéncia (2.7).

O principio de extensao de Zadeh é utilizado para se obter a imagem
de um conjunto fuzzy através de uma fungao classica. Entao, para obtermos
a imagem do conjunto fuzzy P, que contém os niveis de PSA dos individuos
no instante ¢, através da fungao (2.5) que expressa o tamanho do tumor,
utilizando o principio de extensao temos para cada instante ¢,

1 (T (p)) = Sup 117 (),
onde T} é o conjunto fuzzy do tamanho do tumor nos individuos, no instante

t. A Figura 4 ilustra o procedimento para t = 4.

()

PSA

1 0 20
Hp
t ]
. . . .

Figura 4: Principio de extensao utilizado para obter a imagem do conjunto fuzzy

P, através da fungao (2.5).

A Figura 5 mostra a solucao fuzzy T;(P;) obtida por meio do principio de
extensao, sendo P, um conjunto fuzzy que varia no tempo, como na Figura
3. Para encontrarmos uma curva representativa dessa familia de solugoes,

utilizamos o método de defuzzificagao do centro de gravidade.
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Figura 5: Solucao fuzzy da equacao diferencial (2.2) com valor inicial fuzzy, dada

pelo principio de extensao. Destacada estd a solucao defuzzificada.

Tal solucao s6 ¢ vélida até o valor de ¢ para o qual o= 0, ou seja,
onde o tumor para de crescer. Esse valor de ¢ é dado por
at Pmaz
e(1+at) = . (2.8)

Po

Devemos observar que a solucao defuzzificada nao é solucao da equacao

diferencial (2.2) considerada inicialmente.

3 Conclusoes

A partir de um modelo deterministico, com o objetivo de incluir as dife-
rencas individuais no crescimento do tumor, consideramos a taxa de cresci-
mento como fung¢ao do nivel de PSA e escore de Gleason. Para tal utilizamos
a teoria dos conjuntos fuzzy que é apropriada para lidar com informacoes
subjetivas como as encontradas na literatura médica.

Para encontrarmos a solucao do modelo, fizemos simulagoes utilizando
dados ficticios tendo em vista a auséncia de dados reais. Portanto, para

validacao do modelo e adaptacao dos parametros, inclusive a escala de tempo,
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serd necessario elaborar experimentos para obtencao de dados reais.
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Resumo. Nesse artigo estudamos a interagao entre pulgoes (supostos insetos
transmissores do virus da Morte Subita dos Citros) e joaninhas (insetos
predadores de pulgdes) por meio de um sistema do tipo presa-predador,
baseado em regras fuzzy. A partir do retrato de fase obtido, um modelo
cléssico do tipo Holling-Tanner é ajustado com o objetivo de encontrar seus

paramétros, os quais tém importantes interpretacoes bioldgicas.

Palavras-chave: conjuntos fuzzy, base de regras fuzzy, pulgoes, joa-

ninhas.

1. Introducao

A Morte Stubita dos Citros (MSC) é uma doenga que vem causando
sérios prejuizos aos citricultores, chegando ao extremo de provocar a morte
de grandes plantagoes no Estado de Sao Paulo.

A subenxertia, técnica de substituicao do porta-enxerto de espécie in-

tolerante por outro tolerante, tem sido a solucao para o controle da MSC.
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Para as arvores contaminadas, pesquisas mostram que os vasos do
floema do porta-enxerto, que levam os produtos gerados na fotossintese para
as raizes, ficam bloqueados e degenerados. Sem alimento, as raizes apo-
drecem, a arvore definha e morre (Bassanezi et al., 2004).

Pesquisadores acreditam que tal doenca seja causada por um virus
transmitido por insetos conhecidos como pulgoes (FAPESP, 2004). Dentre
os predadores mais conhecidos em citros, as joaninhas, pertencentes a Or-
dem Coleoptera e Familia Coccinelidae, sao importantes agentes de controle
biologico, pois se alimentam de pulgoes. Consideraremos heterogeneidade na
classe dos predadores, ja que temos informacoes que, dependendo do estéagio,
cada individuo tem potencial de predagao bastante diferenciado. Na verdade,
sabe-se que cada larva desses predadores pode consumir até 200 pulgoes/dia

e os adultos predam uma média de 20 pulgdes/dia (Gravena, 2003).

2 Preliminares

Para um melhor entendimento do artigo faremos um pequeno resumo
sobre o que sera aqui utilizado da ldgica fuzzy (Barros e Bassanezi, 2005;
Peixoto, 2005; Pedrycz e Gomide, 1998).

Um subconjunto (cldssico) A do universo U pode ser representado por

sua funcao caracteristica dada por

(2) 1, sexe A
xT) =
xa 0, sex ¢ A.

Assim, a fungao caracteristica descreve completamente o conjunto A,
uma vez que indica quais elementos do conjunto U sao elementos de A.

Permitindo uma espécie de ‘“relaxamento” no conjunto imagem da
funcao caracteristica de um conjunto foi que Zadeh formulou matematica-
mente um subconjunto fuzzy (Zadeh, 1965).

Definimos um subconjunto fuzzy A de U, ou simplesmente conjunto

fuzzy, por meio da func¢ao de pertinéncia ps : U — [0, 1], em que o nimero
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ta(x) representa o grau de pertinéncia do elemento x ao subconjunto fuzzy
A.

Um sistema baseado em regras fuzzy possui, basicamente, quatro com-
ponentes: um processador de entrada (ou fuzzificador), um conjunto de re-
gras linguisticas, um método de inferéncia fuzzy e um processador de saida
(ou defuzzificador), gerando um niimero real como saida. A Figura 1 ilustra

um sistema fuzzy.

Base
de
Regras
¥
reX TR ye
= Fuzzificagiio Defuzzificagio ==
F 3
Y
Légica
. > de -
Corjuntos Py Conjuntos
Fuzzy em ¥ decisio Fuzzy em ¥

Figura 1: Arquitetura de sistemas baseados em regras fuzzy.

A fuzzificacao é o processo pelo qual os valores de entrada do sistema
sao convertidos para conjuntos fuzzy, com as respectivas faixas de valores
onde estdo definidos. E um mapeamento do dominio de niimeros reais para
o dominio fuzzy.

A base de regras caracteriza os objetivos e a estratégia utilizados por
especialistas na area, por meio de um conjunto de regras lingiiisticas. Um es-
pecialista humano, entrevistado para ajudar a formular o conjunto de regras
fuzzy, pode articular associagoes de entradas/saidas lingiiisticas. Assim, sis-
temas fuzzy podem produzir estimativas de um sistema nao linear complexo
sem recorrer a modelos matematicos. Nesse escopo, a metodologia fuzzy é

um método de estimativa de entrada e saida livre de modelos matematicos
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(Shaw e Simdes, 1999). E é justamente esse nosso objetivo, modelar a in-
teragao presa-predador sem uso de equagoes, apenas com regras construidas
com o auxilio de especialistas. Por exemplo, considere um controlador fuzzy
simples de 2 entradas e 1 saida, consistindo de apenas duas regras:

Ri: SEx é Ay Ey é B ENTAO = é C4

Ry: SEx é Ay Ey é By ENTAO z é Cs
onde A;, B;, C; sao conjuntos fuzzy.

A l6gica de tomada de decisbes, incorporada na estrutura de inferéncia
da base de regras, usa implicacoes fuzzy para simular tomadas de decisao
humanas. Ela gera acoes - conseqiientes - inferidas a partir de um conjunto

de condicoes de entrada - antecedentes.

O método de inferéncia que utilizaremos em nosso trabalho é o de Mam-
dani Pedrycz e Gomide (1998), que agrega as regras por meio do operador
l6gico OU, modelado pelo operador méaximo V e, em cada regra, os opera-
dores 16gicos E ¢ ENTAO sao modelados pelo operador minimo A. Para
ilustrar o método vamos usar apenas duas regras genéricas, do tipo daque-
las que aparecem na base de regras do exemplo acima, cada uma com duas

entradas e uma saida (Figura 2).

min
“oa “ AB! “1 /\C1
A\

> \,_ JJ_>
T z

s ‘e 1 /ﬁf
/\ N [N\,
o ¥ zZ

z y ppo e

e

PH!:!‘F’EAE/‘.FP?BE c
Coz)=m, T )

Y

Figura 2: Método de Inferéncia de Mamdani.
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Por fim, na defuzzificacao, o valor da variavel lingiiistica de saida, in-
ferida pelas regras fuzzy, é traduzida num valor real. O objetivo é obter-se
um unico numero real que melhor represente os valores fuzzy inferidos da
variavel lingiifstica de saida. Para selecionar o método apropriado pode-se
utilizar um enfoque baseado no centréide ou nos valores maximos que ocor-
rem na fungao de pertinéncia resultante.

O método do Centro de Gravidade ou Centrdide é a técnica de defuzzi-
ficacao mais comumente usada. Pode ser compreendido como uma média
ponderada, onde p4(z) funciona como o peso do valor z.

Se x é discreto, entao a defuzzificacao do conjunto fuzzy A é dada por:

g ta(T)z

7=l

2 talx)

Da mesma forma, se x é continuo, entao,

[ pale)eda
[ ra(w)de

7 =

3 O Modelo

Nesse trabalho propomos um modelo do tipo presa-predador, baseado
em regras fuzzy, que represente a interagdo entre pulgdes (presa) e joani-
nhas (predador) na citricultura. Levando em conta que cada larva desses
predadores pode consumir até 200 pulgbes/dia e os adultos predam uma
média de 20 pulgoes/dia, consideramos que os predadores sao diferenciados
de acordo com sua forga de predagao, segundo uma funcao de pertinéncia a

classe dos predadores como,

1,  se larva;
Pyi =
0.1, se adulto

e o potencial de predacao de uma populagao de predadores como sendo
P, = p; +0.1 % ps, onde p; ¢é a quantidade de larvas desta populagao, p; é a
populacao de adultos.
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As varidveis de estado, entradas do sistema, sao quantidade de presas
e a potencialidade dos predadores. As saidas sao as variacoes das entradas.
Porém, um conhecimento preciso envolvendo as variaveis de entradas e suas
taxas de variagao nao esta disponivel. O que se tem sobre o fenomeno nao é
suficiente para expressar as taxas de variacoes como fungoes dos estados. Isso
implica a impossibilidade de modelar a dinamica do sistema por meio de um
sistema de equacoes diferenciais como é feito de costume. Por outro lado, a
partir de informacoes qualitativas, dadas por especialistas, em particular en-
tomologistas, é possivel propor regras que relacione ainda que parcialmente,
as variaveis de estado, com suas variagoes. Nesse sentido, o que se propoe
aqui é a substituicao das clasicas equacoes diferenciais por uma base de regras
fuzzy para se estudar a evolugao do fenomeno. As regras sao do tipo: “Se
a quantidade de presa € alta e o potencial de predacao € muito bairo, entao
a variagao de presas aumenta pouco e a variacao do potencial de predacao
aumenta muito”.

Utilizamos o Método de Inferéncia de Mamdani e o método de defuzzi-
ficacao do Centro de Gravidade para obter as taxas de variacao de presas e

do potencial de predacao.

Em cada instante ¢, o nimero de presas e o potencial de predacao sao

dados pelas férmulas:

z(t) =x(to) + [ 2'(s)ds
L o

P,(t) = P,(to) +/ P, (s)ds

to

Nas simulagoes numéricas realizadas procuramos observar a variagao da
quantidade de presas e do potencial de predagao. Para isso consideramos um
nimero inicial xy de presas e um nimero inicial P, de potencial de predacao.
A partir das condigoes iniciais o sistema fuzzy produz as saidas 2’ e P,. Com

esses ultimos valores, atualizamos x e P, em cada iteracao fazendo:
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(tin) = (L) + / " (s)ds -
ti 3.2

tit1
Py(ti+1) = Py(t1> + / P;(s)ds
t

T
Finalmente, para resolver as integrais acima utilizamos a Regra dos
Trapézios, ja que o sistema fuzzy fornece 2’ e P, em cada iteragao ¢;. Assim

o sistema (3.2) passa a ser:

w(ti) = 2(t;) + 5[2' (tig1) + 2/ (L))
Py(tiy1) = Py(t;) + 5[P)(tixa) + P, (t:)]

Agora, utilizando (3.3) e sendo t; =ty + i e to = 0, obtemos os valores

(3.3)

de z e P, e assim sucessivamente.

A evolugao dos contingentes populacionais de presas e potencial de
predacao ao longo do tempo para o modelo fuzzy, juntamente com o respec-
tivo plano de fase, estao representados nas Figuras 3 e 4, para diferentes

condicgoes iniciais.

- presas
150 —— potencial de predagdo 45

]

a0

potencial de predagdo

2 L L L L
0 50 100 150 40 =in] 80 100 120 140
t (dias) presas

@ (b)

Figura 3: (a) Evolugao dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b)

Plano de fase do modelo fuzzy, para o = 110 e Pyo = 3,2.

Queremos ressaltar que mesmo sem equagoes, o modelo produz um
plano de fase onde as trajetérias que parecem convergir para um ciclo limite

e mantém uma periodicidade.
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Figura 4: (a) Evolugao dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b)

Plano de fase do modelo fuzzy, para xo = 100 e Py = 2, 3.

4 Modelo Holling-Tanner

A seguir vamos propor um modelo classico, dado por um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias, supondo agora que nao ha heterogeneidade
na classe dos predadores. Com isso ¢é possivel encontrar os parametros desse
novo modelo, utilizando o plano de fase do modelo fuzzy ilustrado nas Figuras
3 e 4. Gostarfamos de comparar o Modelo Presa-predador Fuzzy com o
Modelo de Holling-Tanner. Para isso, procuramos ajustar os parametros do
sistema dado por equacoes diferenciais a partir do modelo fuzzy obtido. Esta

escolha se justifica, pois:

e A populagao de pulgoes cresce logisticamente e um ramo de arvore

possui capacidade suporte na auséncia de predacao.

e Para a populagao de joaninhas o ramo possui capacidade suporte pro-

porcional ao tamanho da populagao de presas.

e De acordo com Morales e Buranr Jr. (1985), o nimero de pulgoes preda-
dos por dia para a Cycloneda sanguinea (adultos, machos e fémeas),

corresponde a resposta funcional do Tipo II de Holling (Figura 5).
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ortas

de

densidade de presas

Figura 5: Funcao que representa um tipo peculiar de resposta funcional em in-
vertebrados (Svirezhev e Logofet, 1983).

Consideremos um sistema presa-predador de Holling-Tanner:

v _ ra(l — £) _ ey
Ccllt a K D+
Y Y (4.4)
29 (1l — b2
o = Ul )

z(0) > 0,y(0) >0

onde r,m, s, h, D, K > 0, sendo

e a taxa de crescimento interespecifica (fungao densidade-dependéncia)
¢ a mesma taxa do modelo logistico para uma espécie isolada. Desta
forma, o crescimento das presas é inibido, tendo uma capacidade su-

porte igual a K na auseéncia de predadores;

e a taxa de ataque (efeito dos predadores) é crescente em relagao a quan-

tidade de presas, aproximando-se de um valor limiar estacionario;

x
e a capacidade suporte da populacao de predadores é —, isto é, y deve

h )
x .
ser menor que 7 para que a populacao de predadores cresca;

e m é 0 numero maximo de presas que podem ser capturadas por um

predador em cada unidade de tempo (taxa méxima de predagdo per
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capita);

D é o nimero de presas necessarias para se atingir metade da taxa

maxima m;

h é uma medida da qualidade alimenticia proporcionada pela presa

para conversao em nascimento de predadores.
Alguns parametros conseguimos estimar:

Como a joaninha adulta consome em média 20 pulgoes por dia, entao
D = 10;

A populagao com mais de 200 pulgoes por ramo ja é considerada alta,
por isso adotamos a capacidade suporte da populacao de presas como
sendo K = 200;

Considerando que o pulgao gera até 5 novas ninfas por dia enquanto

adulto, entao adotamos r = 2;

Se a populacao de joaninhas dobra em 1,03 semana e apenas as fémeas

reproduzem, supomos s = 0, 3.

Os demais parametros foram ajustados de acordo com dados (z,y) ge-

rados pelo modelo fuzzy, substituindo estes dados nas equagoes (4.4).

delos.

Desta forma, chegamos ao seguinte sistema de equagoes:

dz o1 =) 30,625y
200 10+2
dy

Y
— =0,3y( 1 —22,142857~=
dt Y y( ) l’)

z(0) > 0,y(0) >0

(4.5)

onde x é a quantidade de presas e y é a quantidade de predadores.

Nas figuras a seguir fazemos dois exemplos de ajuste para os dois mo-
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Notemos que a partir da curva no plano de fase obtida através do
modelo fuzzy foi possivel ajustar a curva de forma a encontrar os parametros
adequados para o modelo deterministico.

A grande vantagem de se obter os parametros de equacoes diferenciais
dadas por (4.4) é o fato de que podemos fazer a andlise da estabilidade do
sistema.

Ao analisarmos o sistema (4.5) buscamos inicialmente os pontos criticos
do mesmo, ou seja, os pares de valores de x e y que tornam as derivadas nulas
e mantém o sistema em equilibrio constante, sem alteragao nos valores de x e
y. Verificamos que o sistema acima temos um par possivel: (77,5;3,5), que
corresponde a populacoes constantes e nao-nulas de presas e de predadores,
respectivamente, que podem coexistir em equilibrio.

E interessante que facamos a analise do que ocorre quando as popula-
¢oes iniciais xg e 1o estao muito préximas destas populacoes criticas, ou seja
(x,y) é préximo de (77,5;3,5). Com esta andlise verificamos a estabilidade
do ponto critico nao nulo.

Vamos fazer a andlise de estabilidade do ponto critico (77,5;3,5) pre-

cisamos das equacoes das isoclinas que sao dadas por:

2_(04a)1- 2

e T _—

Y7 30,625 200 (1.6)
2 .

Y= 99 149857

iséclinas da populacao de presas e da populacao de predadores, respectiva-
mente, referente ao sistema de equagoes (4.5), dadas pela Figura 8.

O méximo da iséclina de presas estd em

K—-D
2

e portanto, o ponto critico esta a direita do maximo. Ainda,

= 95> z* = 77,5, (4.7)

h
o1 m6>2=0,15 (4.8)
m r
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dy/dt=0

dx/dt=0

¥
= - I e = ]
T T T T T T T T T
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u] 20 40 B0 80 100 1200 140 160 180 200

Figura 8: Iséclinas.

Por (4.7) e (4.8), o ponto critico (77,5;3,5) é foco de um ciclo limite
(ver: Peixoto, 2005).

5 Conclusoes.

Para finalizar, concluimos que, através de uma base de regras fuzzy, con-
seguimos modelar a dinamica pulgoes-joaninhas sem o uso de equagoes difer-
enciais explicitas, apenas utilizando hipdteses naturais da interacao presa-
predador e o auxilio de especialistas.

Consideramos a utilizacao da teoria dos conjunto fuzzy uma grande con-
tribuicao na construcao de modelos matematicos, principalmente nesses casos
onde alguns dos parametros das equagoes diferenciais nao sao disponiveis.

A grande vantagem de se obter os parametros de equacoes diferenciais

estd no fato de que podemos fazer a analise da estabilidade do sistema.
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Resumo. Nesse trabalho, usamos um sistema baseado em regras fuzzy para
simular a aplicacao de biocidas para combater pulgoes, insetos transmissores
do virus responsével pela Morte Stubita dos Citros. Verificamos que a estabi-
lidade das populagoes de praga e de seus predadores é alterada ao se aplicar
biocidas. Com a aplicagdo de veneno o sistema deixa de ter um ciclo limite
e passa a ter um equilibrio assintoticamente estavel. Também verificamos

um favorecimento da populagdo de praga no equilibrio.
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ninhas.

1. Introducao

A Morte Subita dos Citros(MSC) ¢é uma doenga que vem causando
sérios prejuizos aos citricultores no Estado de Sao Paulo. Pesquisadores
acreditam que tal doenga seja causada por um virus transmitido por insetos

conhecidos como pulgoes (FAPESP, 2004). No intuito de preservarem seus
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pomares, os produtores utilizam indiscriminadamente agrotoxicos, que, como
se sabe, possuem efeitos adversos sobre a fauna benéfica - como por exemplo,
as joaninhas, predadores naturais de pulgoes. E natural que se decida a
quantidade de biocida a ser aplicada em funcao da quantidade de pulgoes
presente nas arvores, ou seja, quanto maior a densidade populacional de

afideos, maior a quantidade de biocida necessaria.

2 Preliminares

Para um melhor entendimento do artigo faremos um pequeno resumo
sobre o que sera aqui utilizado da ldgica fuzzy (Barros e Bassanezi, 2005;
Peixoto, 2005; Pedrycz e Gomide, 1998).

Um subconjunto (cldssico) A do universo U pode ser representado por

sua funcao caracteristica dada por

(2) 1, sexe A
xT) =
x4 0, sex ¢ A.

Assim, a fungao caracteristica descreve completamente o conjunto A,
uma vez que indica quais elementos do conjunto U sao elementos de A.

Permitindo uma espécie de ‘“relaxamento” no conjunto imagem da
fungao caracteristica de um conjunto foi que Zadeh formulou matematica-
mente um subconjunto fuzzy (Zadeh, 1965).

Definimos um subconjunto fuzzy A de U, ou simplesmente conjunto
fuzzy, por meio da funcao de pertinéncia ps : U — [0, 1], em que o nimero
pa(z) representa o grau de pertinéncia do elemento x ao subconjunto fuzzy
A.

Um sistema baseado em regras fuzzy possui, basicamente, quatro com-
ponentes: um processador de entrada (ou fuzzificador), um conjunto de re-
gras linguisticas, um método de inferéncia fuzzy e um processador de saida
(ou defuzzificador), gerando um nimero real como saida. A Figura 1 ilustra

um sistema fuzzy.
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Figura 1: Arquitetura de sistemas baseados em regras fuzzy.

A fuzzificacdo é o processo pelo qual os valores de entrada do sistema
sao convertidos para conjuntos fuzzy, com as respectivas faixas de valores
onde estao definidos. E um mapeamento do dominio de ntimeros reais para

o dominio fuzzy.

A base de regras caracteriza os objetivos e a estratégia utilizados por
especialistas na area, por meio de um conjunto de regras lingiiisticas. Um es-
pecialista humano, entrevistado para ajudar a formular o conjunto de regras
fuzzy, pode articular associacoes de entradas/saidas lingiiisticas. Assim, sis-
temas fuzzy podem produzir estimativas de um sistema nao linear complexo
sem recorrer a modelos matematicos. Nesse escopo, a metodologia fuzzy é
um método de estimativa de entrada e saida livre de modelos matematicos
(Shaw e Simdes, 1999). E é justamente esse nosso objetivo, modelar a in-
teragao presa-predador sem uso de equagoes, apenas com regras construidas
com o auxilio de especialistas. Por exemplo, considere um controlador fuzzy
simples de 2 entradas e 1 saida, consistindo de apenas duas regras:

Ri: SEx é Ay Ey é B ENTAO = é C4

Ry: SEx é Ay Ey é By ENTAO z é Cs

onde A;, B;, C; sao conjuntos fuzzy.
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A légica de tomada de decisoes, incorporada na estrutura de inferéncia
da base de regras, usa implicagoes fuzzy para simular tomadas de decisao
humanas. Ela gera acoes - conseqiientes - inferidas a partir de um conjunto
de condigoes de entrada - antecedentes.

O método de inferéncia que utilizaremos em nosso trabalho ¢ o de Mam-
dani Pedrycz e Gomide (1998), que agrega as regras por meio do operador
l6gico OU, modelado pelo operador maximo V e, em cada regra, os opera-
dores logicos E e ENTAO sido modelados pelo operador minimo A. Para
ilustrar o método vamos usar apenas duas regras genéricas, do tipo daque-
las que aparecem na base de regras do exemplo acima, cada uma com duas
entradas e uma saida (Figura 2).
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Figura 2: Método de Inferéncia de Mamdani.

Por fim, na defuzzificagao, o valor da variavel lingiiistica de saida, in-
ferida pelas regras fuzzy, é traduzida num valor real. O objetivo é obter-se
um unico numero real que melhor represente os valores fuzzy inferidos da
variavel lingiifstica de saida. Para selecionar o método apropriado pode-se
utilizar um enfoque baseado no centréide ou nos valores maximos que ocor-
rem na fun¢ao de pertinéncia resultante.

O método do Centro de Gravidade ou Centrdide é a técnica de defuzzi-
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ficacdo mais comumente usada. Pode ser compreendido como uma média

ponderada, onde p4(z) funciona como o peso do valor .
Se x é discreto, entao a defuzzificacao do conjunto fuzzy A é dada por:

Zm pa(T)x

7=l

> oo halr)

Da mesma forma, se x é continuo, entao,

[ pala)rds

F=o Y

J pa(z)dz

Essa metodologia nos permitiu realizar um estudo (Peixoto, 2005) a
respeito da interacdo entre pulgdes (presas) e joaninhas (predadores) em
plantacoes de citros. A evolugao dos contigentes populagionais ao longo do

tempo bem como o plano de fase estao presentes na Figura 3.

150 - - - presas 4.5
— predadores

o o KA = 4
S PN S -

100 ; g 35
r =]

! = 3
a0p f . v g

25

u] R e 2

a a0 100 150 40 B0 [5l] 100 120
t (dias) presas
(a) (b}

Figura 3: (a) Evolugao dos contingentes populacionais de presas e (b) Plano de

fase do Modelo Presa-predador Fuzzy estudado em Peixoto (2005) para xy = 60 e
Yo =4

Nosso interesse a seguir, que ¢ o principal objetivo desse trabalho, ¢é
estudar a interferéncia do uso de biocidas na evolucao de cada uma das
populagoes de pulgdes e joaninhas, tomando como referéncia os resultados

ilustrados na Figura 3.
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3 O Modelo

O objetivo quando se aplica um biocida em uma plantacao é eliminar

a praga. E natural que se decida a quantidade de inseticida a ser aplicada

um funcao da quantidade de pulgoes presente nas arvores, ou seja, quanto

maior a densidade populacional de afideos, maior a quantidade de biocida

necessaria. Assim, optamos por modelar a variavel quantidade de biocida -

veneno - por meio de um sistema baseado em regras fuzzy, dependendo da

quantidade de pulgoes - z. No caso, temos uma variavel de entrada, x, e

uma variavel de saida, veneno.

Dessa forma, obtem-se a seguinte base de regras:
1. SE (z é muito baiza) ENTAO (veneno € pouco)

T W N

. SE (z é baiza) ENTAO (veneno é pouco)

. SE (z é media baiza) ENTAO (veneno é pouco)
. SE (z é media) ENTAO (veneno é medio)

. SE (z € alta) ENTAO (veneno é medio)

6.

SE (x é muito alta) ENTAO (veneno é muito)

A partir do Método de Inferéencia de Mamdani, combinado com a de-

fuzzificacao pelo Centro de Gravidade, obtemos a curva veneno = veneno(zx)

e representada na Figura 4, saida do sistema fuzzy.

0.09

0 50 100 150 200 250

Figura 4: Solugao dada pelo controlador fuzzy: veneno = veneno(zx).
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O grafico da Figura 4 ilustra a quantidade de biocida que deve ser
aplicada em fungao da quantidade de pulgdes presentes na arvore, ou seja, a
partir da densidade populacional de afideos obtemos, através do controlador
fuzzy, a porcentagem das populacoes de insetos na arvore que serd retirada.

Supondo que a aplicacao de veneno seja continua e que uma fracao,
proporcional ao tamanho de cada uma delas, seja retirada, propomos uma
alteragao no modelo de interagao presa-predador comentado acima. A Figura

5 ilustra o nosso procedimento.

X controlador | veneno

]—H fuzzy

()

_ K=HWEheno
integral Y=yvenenoty

()

dindmica

presa-predador

Figura 5: Sistema fuzzy composto pelos dois controladores fuzzy: veneno e sis-

tema dinamico.

4 Simulacoes

Nas simulagoes numéricas procuramos observar as variacoes das quan-
tidades de presas e de predadores com aplicagoes continuas de biocidas. Para
isso consideramos a quantidade média de pulgoes e joaninhas num ramo de
laranjeira. Iniciamos as simulacoes com um numero inicial xg de pulgoes e
um numero inicial yo de predadores num ramo da arvore, escolhidos aleato-

riamente.
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A partir de xy, obtemos pelo controlador fuzzy acima o valor da variavel
veneno. Dal, é feita a retirada nas populacoes de presas e de predadores, ou

seja, vamos admitir que

i (4.1)
Yo = Yo — VENENO * Yp.

{ Ty = Ty — VENENO * T,

Agora Tg e 7o sao as variaveis de entrada do Modelo Presa-Predador
Fuzzy estudado em Peixoto (2005), ou seja, um modelo do tipo presa-predador,
baseado em regras fuzzy, que representa a interagdo entre pulgdes (presa) e
joaninhas (predador) no qual as trajetdrias parecem convergir para um ciclo
limite. Em tal modelo, as variaveis de estado, entradas do sistema, sao as
quantidades de presas e de predadores. As saidas sao as variacoes das en-
tradas e assim, obtemos os valores de 2 e y], onde em cada instante ¢, o

niumero de presas e de predadores é dado pelas férmulas:

x(t) = x(ty) + tx'(s)ds
/to (4.2)

ywzmm+/y@@

to
Assim, em cada iteracao por (4.2) fazemos:

x(tiz1) = x(t;) + /t - 7' (s)ds

Y(tiv1) = y(t:) + /t - y'(s)ds

Para resolver as integrais acima utilizamos a Regra dos Trapézios, ja

(4.3)

que o sistema fuzzy fornece 2’ e 3y em cada iteragao t;. Assim o sistema (4.3)

passa a Ser:

«T(tz‘—i-l) = I(tz) + %[$,(ti+1> -+ ZE’(tz)] (4 4)
y(tivr) = y(t:) + 5[y (tigr) + /(1))
Agora, utilizando (4.4) e sendo t; =ty + i e ty = 0, obtemos os valores

de x e y.
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A partir do novo valor z, temos através do controlador fuzzy, a nova
quantidade de biocida a ser aplicada e assim sucessivamente, como esquema-
tizado na Figura 5.

A a evolugao dos contingentes populacionais de presas e de predadores
obtida ao longo do tempo para o modelo presaOpredador fuzzy com uso de
biocidas, juntamente com o respectivo plano de fase, estao representados na

Figura 6.
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Figura 6: (a) Evolugao dos contingentes populacionais de presas e (b) Plano de

fase do modelo fuzzy com uso de biocidas para xg = 60 e yg = 4

5 Conclusoes.

Comparando o modelo presa-predador fuzzy para pulgoes e joaninhas
dado por Peixoto (2005) com o sistema pulgao-joaninha fuzzy com aplicagao

de veneno dado acima, observacoes importantes podem ser feitas:

e Houve um deslocamento do ponto de equilibrio de (77,5;3,5) para
(105,765 3,18). Isto implica que uma aplicacgdo moderada e constante
de veneno faz crescer a populagao de pulgoes e decrescer a de joaninhas

no estado de equilibrio.

e A estabilidade do ponto de equilibrio foi alterada. Enquanto o modelo

presa-predador fuzzy sem aplicacao de veneno possui um ciclo limite, o
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ponto de equilibrio (105, 76; 3, 18) do modelo presa-predador fuzzy com
aplicagao de biocidas ¢ assintoticamente estavel.

e As observagoes acima sugerem que o uso de biocidas em plantacoes

favorece a populacao de pragas.
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Resumo. Neste artigo, propomos um sistema fuzzy que simula a atuacao
de um médico no diagnéstico de pacientes que apresentam sinais e sintomas
de doencas das vias aéreas superiores e inferiores, apartir de informacoes
dadas por especialista da area. Consideramos um paciente com uma pneu-
monia grave que necessitou de um aparelho de respiragao mecanica, onde
relacionamos parametros do individuo; fragao inspirada de oxigénio do respi-
rador e a saturacao parcial de oxigénio do paciente como variavéis lingliisticas
que influenciam a compensacao das trocas gasosas, através de um sistema
baseado em regras fuzzy. A partir, da compensacao das trocas gasosas como
antecedente de um outro sistema baseado em regras fuzzy, determinamos se
a respiragao mecanica é fraca ou forte. Desta forma, podemos dar um in-
dicativo para o especialista, se o individuo tem condigoes de respirar espon-
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1. Introducao

O ser humano, héa séculos, sofre e sente dores. O diagndstico médico
pode ser uma tarefa complicada, de certa forma, é um exercicio de com-
paragao: o médico precisa confrontar os dados que reuniu (através da anam-
nese, do exame fisico e dos exames complementares) com as informagoes
disponiveis a respeito das diversas doencas existentes.

Diagnéstico Médico Fuzzy é uma aplicacao da teoria dos conjuntos
fuzzy que é feita com a ajuda de um especialista médico. O objetivo desta
aplicacao é propor um sistema fuzzy para ajudar o médico a tomar decisoes
e optar por exames laboratorias mais detalhados (Barros e Bassanezi, 2001).

Neste artigo optamos por diagnosticar doencas das vias aéreas superi-
ores e inferiores. Com as informacoes da especialista, foi possivel relacionar
sinais e sintomas de alguns individuos com as doencas em questao.

Consideramos um individuo que foi diagnosticado com uma pneumonia
bacteriana grave e que necessitou de um tratamento em uma UTI (Unidade
de Tratamento Intensiva) tendo a necessidade do uso de um aparelho de
respiracao mecanica, onde a compensacao das trocas gasosas do individuo
foi considerada como uma variavel lingiiistica fuzzy que depende da fracao
inspirada de oxigénio do respirador e da saturagao parcial de oxigénio do
individuo. Inclusive, através do sistema baseado em regras fuzzy, podemos
ter um indicativo quanto a possibilidade de retirar o individuo da respiracao
mecanica.

Na préxima segao, apresentamos alguns conceitos importantes da teoria

dos conjuntos fuzzy.

2. Preliminares

Um subconjunto fuzzy F do conjunto universo U é definido em termos
de uma fungao de pertinéncia u que cada elemento x de U associa um nimero

u(z), entre zero e um chamado de grau de pertinéncia de = a F. Assim, o
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conjunto fuzzy F é simbolicamente indicado por sua fun¢ao de pertinéncia
u:U —[0,1]

Os valores u(z) = 1 e u(x) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia
plena e a nao pretinéncia do elemento x a F .

E interessante notar que um subconjunto classico A de U é um par-
ticular conjunto fuzzy para o qual a fungao de pertinéncia é a fungao carac-
teristica de A, isto é,

ug U —[0,1].

Uma relagao fuzzy R, sobre U;x Uy X ...x U,,, é qualquer subconjunto
fuzzy do produto cartesiano Ui x Uy X ...x U,,. Se o produto cartesiano for
formado por apenas dois conjuntos, U;x Us, a relacao é chamada de fuzzy
binéaria sobre U;x U,. Uma nocao que sera muito importante para o nosso
trabalho, é o produto cartesiano entre conjuntos.

O produto cartesiano R(xy, =3, ..., ) dos subconjuntos fuzzy A;, As, ... A,

de Uy, Us, ... Us, é a relagao fuzzy
R(xy, 29, ..., xn) = ua, (1) A uay(x2) A oo Aug, (x,) (2.1)

onde A é a t-norma min.

A nocao e utilizacao de produto cartesiano fuzzy ficard mais clara
quando introduzirmos o conceito de sistemas baseados em regras fuzzy, que
sao sistemas compostos de regras da forma ’Se...entao’, pois estas regras po-
dem ser interpretadas como produtos cartesianos de conjuntos fuzzy.

Os sistemas baseados em regras fuzzy (SBRF) contém quatro com-
ponentes: um processador de entrada que realiza a fuzzificacao dos dados
de entrada, uma colecao de regras nebulosas chamada base de regras, uma
méquina de inferéncia fuzzy (Método de Mamdani) e um processador de saida
que fornece um numero real como saida (Jafelice, 2003). Estes componentes

estao conectados conforme indicado na Figura 1.
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ARQUITETURA DE SISTEMAS BASEADOS EM
REGRASFUZZY
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xR yeR"
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ENTRADA INFEREHCIA FUZZY saiDa

Figura 1: Sistemas baseados em regras fuzzy (Jafelice, 2003).

e Processador de Entrada (Fuzzificagao)
Neste componente as entradas do sistema sao traduzidas em conjuntos
fuzzy em seus respectivos dominios. A atuacao de um especialista na
area do fenomeno a ser modelado é de fundamental importancia para
colaborar na construcao das fungoes de pertinéncias para a descri¢ao

das entradas.

e Base de Regras
Este componente, juntamente com a maquina de inferéncia, pode ser
considerado o nicleo dos sistemas baseados em regras fuzzy. Ele é com-

posto por uma colecao de proposicoes fuzzy na forma Se...entao....
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Cada uma destas proposigoes pode, por exemplo, ser descrita lingiiisti-
camente de acordo com o conhecimento de um especialista. A base de
regras descreve relagoes entre as variaveis lingiifsticas, para serem uti-
lizadas na maquina de inferéncia fuzzy que descreveremos no préximo

item.

e Maquina de Inferéncia Fuzzy
E neste componente que cada proposicao fuzzy é traduzida matematica-
mente por meio das técnicas de raciocinio aproximado. Os operadores
matematicos serao selecionados para definir a relagao fuzzy que mo-
dela a base de regras. Desta forma, a maquina de inferéncia fuzzy é
de fundamental importancia para o sucesso do sistema fuzzy, ja que
fornece a saida a partir de cada entrada fuzzy e da relacao definida
pela base de regras. Apresentaremos aqui um dos métodos particulares

de Inferéncia Fuzzy: o Método de Mamdani.

Método de Mamdani

Uma regra Se (antecedente) entdo (conseqiiente) é definida pelo pro-
duto cartesiano fuzzy dos conjuntos fuzzy que compoem o antecedente
e o conseqilente da regra. O método de Mamdani agrega as regras
através do operador logico OU, que é modelado pelo operador maximo
e, em cada regra, o operador légico E é modelado pelo operador minimo.

Veja as regras a seguir:

Regra 1: Se (z é A; e y é By) entao (z é ().
Regra 2: Se (x é Ay e y é By) entao (z é ().

A Figura 2 ilustra como uma saida real z de um sistema de inferéncia
do tipo Mamdani é gerada a partir das entradas x e y reais e a regra
de composicao max-min.

A saida z € R é obtida pela defuzzificacao do conjunto fuzzy de saida
C = C, U C, da Figura 2.
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Figura 2: Método de Mamdani com composicao maz-min.

Uma definicao importante em diagndstico médico é composicao de re-
lagoes fuzzy binarias, que definimos a seguir:

Considere R e S duas relacoes fuzzy binarias em U; X Us e Us X Us,
respectivamente.

A composicao RoS é uma relacao fuzzy binaria em U; X Us por

URos(T1,T3) = mgbiv[min(uR(xl,xz),us(xg,xg))]. (2.2)
xr2 2

Quando os conjuntos U, Us e Us sao finitos, entao a forma matricial
da relacao RoS, dada pela composicao max-min, é obtida como uma multi-
plicagao de matrizes substituindo-se o produto pelo minimo e a soma pelo
maximo.

Definiremos um caso especial da composicao max-min, que sera uti-
lizada no diagnéstico médico.

Sejam U, e Uy dois conjuntos, F (U;) e F (Us), as classes dos conjuntos

fuzzy de U; e U,, respectivamente, e R uma relagao binaria sobre U; X Us.
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Entao a relagdo R define um funcional de F (U;) em F (Us) que a cada ele-
mento A; € F (U,), faz corresponder o elemento Ay € F (Us), a fungao de
pertinéncia é dada por:

Ua,y (T2) = up(ay)(T2) = Qfgzz[mm(um (1), ur(21, T2))] (2.3)

3. Diagnéstico Médico Fuzzy

A idéia bésica é relacionar os sinais e sintomas dos pacientes com as
possiveis doencas das vias aéreas superiores e inferiores, de acordo com os
conhecimentos médicos da especialista.

Considere os seguintes conjuntos universais:
e U= conjunto dos pacientes;
e /= conjunto de sinais e sintomas;
e W= conjunto de doencas.

Neste caso, trata-se de doencas das vias aéreas superiores e inferiores das
quais tem-se conhecimento de sete pacientes Py, P», P3, P, Ps, Py, Pz, com
0s sinals e sintomas S1, S2, 83, S4, S5, S6, S7, S8, S9, S10, S11, S12, 513, S14, QUE

apresentaram os diagnosticos di, ds, ds, dy, ds, dg, d7 onde:

e s; = febre e sg = irritagao de garganta
e s, = tosse produtiva ® so = rouquidao

e 53 = tosse seca ® 519 = coriza

o s, = cefaléia ® S1; = espirros

e s; = dor tordcica e s, = dispnéia

e sg = dores musculares e s;3 = sudorese

e s; = mal-estar geral e s, = calafrios
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e (d; = pneumonia

e dy; = bronquite e d; = gripe
e (d3; = rinite e dg = laringite
e d, = sinusite e d; = amigdalite

Esses dados irao compor a base de conhecimentos que serao expressos por
meio de relagoes fuzzy. Solicitamos a especialista que estabelecesse o grau da
relacao fuzzy R, Tabela 1, onde as colunas sao as doencas consideradas, as
linhas sao os sinais e sintomas, e os valores da matriz sao o grau com que os
sinais e sintomas se relacionam com as doencgas. Na Tabela 2 apresentamos o
grau em que os sinais e sintomas aparecem nos pacientes, estes graus foram

solicitados a especialista.

< d dy d ds dy ds dg dr
51 1.0 0.1 0.0 0.6 0.5 0.2 0.9
89 0.8 0.3 0.2 0.7 0.5 0.4 0.1
83 0.8 0.9 0.8 0.5 0.5 0.4 0.2
S4 0.3 0.2 0.2 0.9 0.8 0.1 0.3
S5 0.8 0.4 0.1 0.1 0.2 0.1 0.0
S6 0.4 0.0 0.4 0.2 0.9 0.3 0.6
S7 0.9 0.3 0.2 0.7 0.8 0.3 0.9
S8 0.1 0.1 0.3 0.4 0.8 0.5 1.0
S9 0.0 0.3 0.2 0.1 0.3 1.0 0.4
510 0.2 0.2 0.9 0.8 0.5 0.2 0.1
811 0.2 0.2 1.0 0.2 0.6 0.1 0.0
512 0.8 1.0 03 0.2 0.5 0.3 0.2
813 0.7 0.6 0.0 0.1 0.4 0.0 0.1
514 0.8 0.0 0.1 0.4 0.6 0.2 0.5

Tabela 1: Relacao fuzzy sintomas x doencas.
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P ) §1 S22 83 S4 S5 S¢ St Sg S9 S0 S11 S12 S13 Su4
P 0.0 0.0 0.9 0.3 0.0 0.0 0.1 0.6 1.0 0.2 0.0 0.1 0.0 0.0
P 0.8 0.0 0.1 0.2 0.0 0.0 0.6 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.5 0.2
Ps 0.0 0.0 1.0 0.3 0.4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.3 1.0 0.8 0.0
Py 1.0 0.7 04 05 0.6 06 0.8 0.1 0.0 0.0 0.0 0.5 0.3 0.3
Ps 0.0 0.0 0.4 0.3 0.0 0.0 0.2 0.2 0.0 0.8 09 0.0 0.1 0.1
Py 0.3 0.5 0.0 1.0 0.0 0.0 0.3 0.1 0.0 0.4 0.3 0.2 0.0 0.0
P; 0.8 1.0 0.0 0.5 0.2 0.9 0.6 0.2 0.0 0.3 0.5 0.1 0.8 0.5

Tabela 2: Relagao fuzzy pacientes x sintomas.

Por exemplo, o diagnéstico médico do paciente Py, via relacao fuzzy
R, ¢é facilmente obtido através da equagao (2.3). Assim, de acordo com os
sianis e sintomas apresentados, o paciente P, pode ter uma das doencas d;,

1=1,2,3,4,5,6,7, com os respectivos graus de possibilidades:

ureey(di) = mag [minfug(dy, s:), up, (s:)] = 0.8
() = ma [minfun(ds, ), 1, (5] = 09
uppy(ds) = maz [mm[uR d3, si), up, (8:)]] = 0.8

Assim, de acordo com os sintomas apresentados, o paciente P, pode ter
também uma das doencas d;, 1 = 1,2,3,4,5,6,7, com 0s respectivos graus

de possibilidades:

ur(py)(di) = @%ﬁ[mm[uR(dh si), up,(s:)]] = 1.0




86 Lopes, Jafelice & Barros

Ur(py)(da) = 1@%{4[”?2“[“1%(652, si), up,(s:)]] = 0.5
ur(py(ds) = maz [minfug(ds, s;), up, (s:)]] = 04
Ur(py)(ds) = s [minfur(da, i), up,(si)]] = 0.7
Up(py)(ds) = maz [minfug(ds, i), up,(s;)]] = 0.8
up(py)(ds) = 1120<w [min[ug(ds, $;),up,(s;)]] = 0.4
Up(py)(d7) = 1@c<z$4[mzn[u3(d7, si),up,(s;)]] = 0.9

Desta forma, obtém-se os diagndsticos para todos os pacientes:
® upp, = (0.8;0.9;0.8;0.5;0.6;1.0;0.6)
® Up(p, = (0.8;0.5;0.3;0.6;0.8;0.5; 1.0)
® Upp,) = (0.8;1.0;0.8;0.5;0.5;0.4;0.3)
® upp,) = (1.0;0.5;0.4;0.7;0.8;0.4;0.9)
® upp;) = (0.4;0.4;0.9;0.8;0.6;0.4;0.3)
® up(py) = (0.5;0.3;0.4;0.9;0.8;0.4;0.3)
® upp, = (0.8;1.0;0.8;0.5;0.5;0.4;0.3)

A possibilidade do paciente P; ter pneumonia, bronquite, rinite, si-
nusite, gripe, laringite, amigdalite é 0.8, 0.9, 0.8, 0.5, 0.6, 1.0 e 0.6. E
a possibilidade do paciente P, ter pneumonia, bronquite, rinite, sinusite,
gripe, laringite, amigdalite é 1.0, 0.5, 0.4, 0.7, 0.8, 0.4 e 0.9, respectivamente.
Portanto, nota-se que o paciente P;, pela teoria aplicada, tem maior pos-
sibilidade de estar com laringite; e o paciente P, de estar com pneumonia.
Segundo a especialista os pacientes P, e P, foram diagnosticados com larin-
gite e pneumonia, respectivamente.

Note que a resposta da composicao é também um conjunto fuzzy, ou

seja, a composi¢ao nem sempre responde qual doenca o paciente possui.
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A composicao fuzzy fornece a distribuicao de possibilidades do paciente no
conjunto de doencas dado que ele apresenta uma certa distribuigao de possi-
bilidades no conjunto de sintomas (Massad et al., 2004).

Outra propriedade importante da relacao fuzzy é que apos ter diagnds-
ticos de novos pacientes, estes podem ser incluidos na base de conhecimentos
e assim aumentar a capacidade de se obter mais diagndsticos por meio da
relacao fuzzy R, tal como faz o médico.

Na proxima secao, consideramos que o paciente P, estd com uma pneu-

monia grave e necessita do uso de aparelho de respiracao mecanica.

4. Individuos com Pneumonia que fez uso de
UTI

Consideramos o paciente P, com uma pneumonia grave, que nao €
possivel ser tratada a nivel ambulatorial, sendo necessario internagao e além
disso devido complicagao pulmonar e respiratéria fez uso de uma UTI, ne-
cessitando do uso de aparelho de respiracao mecanica, ou seja, o paciente
passou um tempo respirando com ajuda de um aparelho até que seu estado
clinico melhorasse. Este paciente foi submetido a um tratamento com varias
medicagoes, inclusive fortes antibidticos. Apds alguns dias de tratamento
este paciente, estd com uma gasometria arterial dentro da normalidade, sem
nenhuma complicacao e praticamente curado da pneumonia.

Individuos em uso de aparelho de respiragao mecanica sao avaliados com
freqiiéncia, de uma em uma hora, pela equipe médica, onde sao considerados
varios parametros, entre eles a compensacao das trocas gasosas do individuo
(CGT), que depende da, fragao inspirada de oxigénio do respirador (FiO3) e
da saturacao parcial de oxigénio do individuo (SpOs). Estamos relacionando
apenas Fi0O, do aparelho de respiragao mecanica e SpO, do individuo.

Os individuos em uso de aparelho de respiracao mecanica comecam

com uma F'iOy de 100%, sendo reduzida gradativamente, observando alguns
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parametros entre eles, a SpOy do individuo. Diminui-se a F'iOy do aparelho
se o individuo satura bem ou seja se SpOs ¢é alta. Desta maneira, temos a
seguinte proposicao: Se FiOs é baixa e SpO, é alta entao a CGT ¢é boa.
Assim, vamos considerar as variaveis FiOy e SpO,, como varidveis
lingiiisticas que influenciam na C'GT do individuo e temos um sistema baseado
em regras fuzzy, Figura 3, em seguida, como a compensagao das trocas
gasosas infuencia na retirada do individuo do aparelho de respiragao mecanica

através de outro sistema baseado em regras fuzzy, conforme Figura 4.

MAMDANI - CGT

Figura 3: Primeiro esquema do Sistema Baseado em Regras Fuzzy.

Adotamos a base de regras fuzzy assumindo como antecedentes a fracao
inspirada de oxigénio (F'iO;), considerando um dominio de [21, 100], repre-
sentando as faixas < 40, 40 - 80, > 80 pelos termos lingiiisticos { baiza, média,
alta}; e a saturagao parcial de oxigénio (SpOs), considerando um dominio de
[60, 100], representando as faixas < 80, 80 - 91, > 91 pelos termos lingiiisticos
{ruim, média, boa}. Como consequente adotamos a compensagao das trocas
gasosas (CGT), considerando dominio [0, 10], representando as faixas < 5,

5- 7.5, > 7.5 pelos termos lingiiisticos {ruim, média, boa}, respectivamente.
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CcGT MAMDANI R\

Figura 4: Segundo esquema do Sistema Baseado em Regras Fuzzy.

O modelo foi desenvolvido via SBRF (Sistema Baseado em Regras
Fuzzy) utilizamos o Método de Mandani para obter o comportamento de
CGT, ou seja, determinamos os valores de C'GT', onde os valores assumidos
estao traduzidos pelas funcoes de pertinéncia como mostram as Figuras 5, 6,

7. A base de regras obtida estd na Tabela 3.

(SpO2) . .
] boa média | ruim
(Fi03)
alta média UM UM
média média UM UM
baiza boa média UM

Tabela 3: Regras fuzzy para FiOs e SpOs.

Para os valores do dominio de FiOy e SpO,, de um individuo em uso
de aparelho de respiracao mecanica, determinamos os valores de CGT, uti-

lizando o SBRF e obtemos a superficie mostrada na Figura 8.
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Figura 5: Fungoes de pertinéncia de FiOs.
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Figura 6: Funcoes de pertinéncia de SpO,.
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ruim media boa
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Figura 7: Fungoes de pertinéncia de CGT.
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Figura 8: Valores de CGT defuzzificados.
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A partir dos valores da compensacao das trocas gasosas, obtemos os
valores para respiragao mecanica, onde podemos concluir se o individuo pode
ou nao sair do aparelho.

Consideramos assim, a compensacao das trocas gasosas (CGT) como
antencedente, e a respira¢ao mecanica (RM) como consequente no segundo
SBRF. Os termos lingtiisticos para C'T'G permanecem os mesmos {ruim,
média, boa}. Para RM, consideramos um dominio de [0, 1] pelos termos
lingiiisticos { fraca, forte}, com as fungoes de pertinéncia ilustradas na Figura
9. A base de regras é dada por:

e Se C'T'G é ruim entao RM ¢é forte.
e Se C'T'G é média entao RM é forte.

e Se CTG é boa entao RM é fraca.

fr?oa forte

1,0 H

0,8 —

0,2 H

o.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 o.8 1,0
respiracao mecanica

Figura 9: Funcoes de pertinéncia de RM.
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Assim, se a RM é forte o individuo permanece no aparelho e se a RM
¢é fraca entao o individuo sai do aparelho e estd em condicoes de respirar
espontaneamente.

A Tabela 4 mostra os parametros do paciente 4, fornecidos pelo Hospital
de Clinicas da Universidade Federal de Uberlandia, e as Figuras 10 e 11
mostram os valores da CGT e da RM em func¢ao do tempo, respectivamente.
Assim, determinamos quando o paciente 4 pode ser retirado do aparelho de

respiracao mecanica, que esta compativel com o seu quadro clinico.

Tempo Fi0y | SpOy | CGT | RM
Primeiras 12 horas | 100 % | 97 % | 6.5 1
3 horas seguintes | 60 % | 98 % | 6.5 1
96 horas seguintes | 40 % |98 % | 6.5 1
12 horas seguintes | 21 % |98 % | 9.1 0

Tabela 4: Parametros do paciente 4.

Tempo(horas)

Figura 10: Comportamento da CGT em funcao do tempo.
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Figura 11: Comportamento da RM em fungao do tempo.

Desta forma, podemos realizar um possivel monitoramento do trata-
mento da pneumonia de individuos que estejam na UTI e necessitem de

respiracao mecanica, através da teoria dos conjuntos fuzzy.

5. Conclusoes

Neste trabalho apresentamos diagndstico médico fuzzy de doencas das
vias aéreas superiores e inferiores, esta ferramenta matematica nao responde
qual doenca o individuo possui, apenas fornece as possibilidades com maior
ou menor grau do individuo estar com uma ou outra doenca. Consideramos
um individuo com uma pneumonia grave que fez uso de UTT, sendo necessario
o uso de aparelho de respiragao mecanica, onde relacionamos parametros ob-
servados do individuo com a teoria dos conjuntos fuzzy, sendo possivel indicar
quando o individuo pode ser retirado do aparelho de respiracao mecanica,

passando a respirar espontaneamente.
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Resumo. Neste trabalho é analisada a dinamica de uma doenga comum que
afeta os frutos apds a colheita, utilizando modelagem matematica. Neste
caso especifico, abordaremos o problema com modelos alternativos: modelos
deterministicos continuo e discreto, modelo geométrico discreto e modelo

fuzzy.

Palavras-chave: Modelagem; modelos alternativos; contaminacgao de

macas.

1 Introducao

A cultura da macieira (Malus domestica) é uma atividade econémica
muito importantes em alguns estados do Brasil, sobretudo em Santa Cata-
rina e Parand. Perdas substanciais da producao de magas resultam de

doencas que afetam os frutos apds a colheita. As principais doencas sao
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2gpompeu@unesp.br
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do tipo podridao, causadas pelos patégenos Botryosphaeria dothidea (po-
dridao branca), Glomerella cingulata (podridao amarga), Penicillium expan-
sum (mofo azul) e Pezicula malicorticis (olho-de-boi) .Tais patégenos podem
causar perdas muito expressivas, podendo chegar a totalidade dos frutos ar-
mazenados (Lunardi et al., 2003).

A armazenagem das macas ¢é feita em camaras frigorificas onde sao de-
positadas em caixas de madeira (bins) sobrepostas que comportam, aproxi-
madamente, 3000 frutas. Quando alguma maca estd contaminada com po-
dridao, a doenca se propaga rapidamente contaminando as outras frutas ao
seu redor - estima-se que em 12 dias, 80% das magas da caixa sdo contami-
nadas, comprometendo posteriormente todo o estoque (Blum et al., 2005).

O objetivo deste trabalho ¢ analisar a dinamica da doenca utilizando
modelagem matematica. Neste caso especifico abordaremos o problema com
modelos alternativos: modelos deterministicos continuo e discreto, modelo

geométrico discreto e modelo fuzzy.

2 M;- Modelo Continuo

Dados e Hipoteses

> M = M(t) é a quantidade de magas contaminadas no instante ¢;

> t = tempo de propagagao (dias);

> T = populagao total em um bin =2 3000 frutas;

> Se My = M(0) =1 entdo M(12) = 0,87

Hipotese:  “A velocidade de propagacao da doenca é proporcional a
proximidade (encontro) entre magas sadias e contaminadas”.

A velocidade de propagagao pode ser entendida como a variacdo (au-
mento), em relagao ao tempo, da quantidade de magas podres.

Se usarmos um modelo continuo para a variacao populacional, devemos
traduzir tal variacao por derivada, isto é,

dM

o representa a velocidade de propagacao
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Como a populacao total é constante T entao a populacao de frutas
sadias S(t) é dada por S(t) = T'— M (t).O encontro entre frutas contaminadas
e sadias pode ser modelado tendo-se em consideragao a lei de a¢ao de massas,
ou seja, E = MS = M(T — M).

Da hipétese formulada para a epidemia, podemos escrever o seguinte
ds _
{ dS — _BSM
M
o =BSM

onde, 3 é a taxa de contaminacao, propria de cada doenca.

modelo:

O sistema pode ser reduzido a apenas uma equacao diferencial:

4 = BM(T — M)
M():l

cuja solucao analitica é obtida pelo método da separacao de varidveis. Assim,

separando as variaveis e integrando membro a membro, obtemos:

/ﬁ#ﬂdt

A primeira integral pode ser resolvida com o método das fragoes parciais:

dM = z
——— = [ Ldm I _dM
/M(T—M) /M +/T—M

1 1
= —lnM—Tln(T—M)Jrk‘l

T
1 M
= =1 k
T (T - M) T
Como
/ Bdt = Bt + ko
Temos M
- K BTt
T—M " F
Explicitando a variavel M em funcao de t, temos a solugao geral

KTePTt
== ——
(*) 1+ KePTt
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Considerando agora a condi¢ao inicial My = M(0) = 1 , podemos obter o

valor da constante arbitraria K :

1 1
M@O)=1=14+K=KT —= K = —— ~ — ~0,00033
T—1 T
A solucao particular pode, entao ser dada por:
ePTt TebTt T

M t — = =
®) 14 zefTt T4 efTt T e BTt 4]
Considerando que M (12) = 0,87, determinamos a taxa de contaminagao 3 :

T

_ —128T __
0.8T = gy = 0.8T¢ —0,2
1957 = Inb — B = —— 10 = ~0.000261
- My T T or tar T

Portanto a equagao deterministica que permite fazer previsoes de magas con-
taminadas em cada instante é

3000
M) = 3500 c-ommm 5 1

Por outro lado, se quisermos fazer previsoes do tempo necessario para cada
porcentagem de frutas contaminadas, devemos ter ¢ em funcao de M = pT.

Assim, substituindo este valor na equagao de M (t), obtemos

T 1—p
T _ T —0BTt -1 —ﬁTt:
b Tedmipy Pre TrP=i=e T
1—p 1 1—»p
= —flt=h|— ) =t=—=In| —
’ n( pT ) o7 “( oT )
. 1
Considerando o valor 3 = “1oT In T obtemos
12 1—
t= 1ln( p) com O<p<l1
In ;= pT
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Por exemplo, se quisermos o tempo transcorrido para que metade das macas
estejam contaminadas, basta tomar p = 0,5. Assim, em um bin de 3000
12 _In (1) = (—1,277) x

In T

macas teremos metade contaminada quando ¢ =
(—8,006) = 10,224 dias.

Para saber quando toda caixa de maca estara estragada dever-se-ia

4T

tomar a equacao do tempo com o valor p = 1 o que nao ¢é possivel uma vez
que tal equacao nao estd definida para este ponto. O que podemos fazer é
tomar um valor de p bastante aproximado de 1, por exemplo p = 0,99 e

obter
0,01 .
t= (—]., 277) lﬂ m ~ 167 092 d’lCLS

MH: Modelo Continuo

3000 f:
2500
2000

1500 //
1000

500 __‘,__—4’//
i et

@Y 2 3 9 5 6 78 9 M M w2319 15

magias podres

Figura 1: Propagagao da podridao em um bin de magas

Critica: Na equagao continua de propagacao consideramos que a “proxi-
midade” ou encontro entre as frutas sadias e doentes é modelado como sendo
proporcional ao produto delas (E=SM ). Isto é uma aproximagao um tanto
grosseira da realidade, uma vez que cada fruta pode encostar em um niimero
reduzido de outras frutas. Neste caso, um modelo discreto poderia ser mais

interessante e realistico!
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3 Modelo discreto D; - Equacao de diferencas

A vantagem da modelagem é que podemos, para um mesmo fenomeno,
considerar modelos diversos e depois optar por aquele que parece mais coe-
rente. Vamos considerar agora um modelo discreto supondo a mesma lei de

formacao usada no modelo continuo.

Puy1 = kPy(T — P,y + P,
P=1

onde, P, é o total de frutas infectadas e T" é o total de frutas no bin.

Neste caso é essencial determinarmos o coeficiente de contaminacao k

da féormula de recorréncia que deve ser distinto do valor 3 do modelo continuo.

Para o calculo de tais coeficientes necessitamos entender melhor o pro-
cesso de contaminagao de macas acondicionadas em caixas, isto é, devemos
estar atentos a disposicao ou geometria das magcas contaminadas em cada

passo da interacao dada pela férmula de recorréncia.

4 Enfoque geométrico na contaminacao

Para formular um modelo de propagacao discreto devemos pensar na
unidade de tempo como sendo cada interacao efetuada. Também um bin sera
considerado uma caixa ctbica cuja unidade de medida é y = 1maga. Assim,
como uma caixa contém, aproximadamente, 3000 macas entao seus lados
valem v/3000u ~ 14, 5u.Podemos pensar que as macas estejam distribuidas
em 14 ou 15 camadas planas dentro da caixa. Inicialmente consideraremos
um modelo de propagagao em uma camada central, ou seja, no plano e

tomamos a maga contaminada colocada no centro desta camada (Fig. 2).
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Figura 2: Propagacgao no plano (camada central)

4.1 Modelo da camada central

Estamos imaginando cada maca como sendo esférica e, portanto, se
comecarmos com uma magca podre, em torno dela terd exatamente 6 frutas sa-
dias (considerando que os espagos sejam preenchidos de maneira otimizada).
Este fato se d4 porque um circulo pode ser tangenciado por, no maximo,
6 circulos iguais a ele, uma vez que os centros de tais circulos formam um
hexdgono de lado igual ao diametro do circulo (Fig. 3a).

Observamos que o nimero minimo de circulos iguais que se tangenciam
é 4. De fato, na Fig. 3b o segmento BC' ¢é tal que BC” = BA” + AC” =
948" = BC = V2 AB.Por outro lado, BC' = AB + K, logo AB + K =
V2 AB. Segue que K = (/2 — 1)AB < AB , onde AB ¢ o diametro do

circulo. Isto implica que , entre os circulos de centros C' e B nao cabe outro

circulo de mesmo didmetro AB.

Assim, a propagacao da doenca, no plano, obedece a formacao de
hexdgonos encaixantes (Fig. 2), isto é, em cada estdgio (interagao) o nimero
de magas que apodrecem é sempre multiplo de 6 (no caso de tangenciamento
méximo). No caso de tangenciamento minimo o nimero serd miltiplo de 4.

Seja My =1 a quantidade inicial de maga podre e colocada no centro da
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(2) it)

Figura 3: (a) tangenciamento maximo — (b) tangenciamento minimo

regiao plana entao, as quantidades de novas macas podres em cada estagio
sao: My = 6; My = 12; M3 = 18;...; M,, = 6n. No caso especifico do nosso
problema temos 1 < n < 7 pois com 7 interacoes as primeiras magas podres
atingem a parede da caixa que tem lado igual a 14u. Depois da 7% interacao
a taxa de propagacao da doenca é modificada pois as podres sao barradas
pelas paredes da caixa.

Podemos agora calcular a soma de magas contaminadas paran < 7 :

Seja A, o total de frutas contaminadas até o estagio n, entao temos
paral <n < T:

( AOIM():l
A1:1+6:A0+6X1
As=T+12=A14+6x2=A+6x14+6x2
An:An,1+Mn:A0+6X1+6X2++6n
=Ay+6(1+2+3+---+n)

— A, =A,_1+6n=A4+3n(n+1)

ou seja,
A, =143n(n+1)paral <n <7
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Este é um modelo de previsao de transmissao da doenca quando as macas
estao situadas no plano. No caso das frutas estarem limitadas num quadrado

de lado 14p este modelo vale para 1 < n < 7.

4.2 Modelo das camadas adjacentes

Se tivermos uma camada de magas distribuidas conforme a Fig.2 entao
uma camada sobreposta e uma inferior deverao ter as frutas encaixadas nos

espagos compreendidos entre cada 3 magas da camada inicial (Fig. 4):

Figura 4: Camada sobreposta ou camada impar

Esta camada comeca a se formar no estagio 1 pois temos 3 magas que
estao em contato com a magca podre inicial da camada central.
A sequéncia de frutas podres nesta camada sobreposta é: P, = 3; P, =

9; Py = 15; Py = 21;.... A férmula de recorréncia de tal sequéncia é dada por:

Pn:Pn—1+6

para2<n <7
P1:3

cuja solucao ¢é dada por

P,=302n—-1) paral <n <7
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A camada a baixo da camada central tem a mesma disposicao de frutas que
a camada sobreposta. Se considerarmos a totalidade de macas podres em

cada estagio, em cada uma destas camadas, devemos ter:
n n
Qu=)_Pr=> 3(2n—1)=3n’
j=1 j=1

5 Modelo Parcial Espacial Discreto

Como condicao inicial supomos que exista uma fruta podre situada no
centro de uma caixa.Vamos considerar as frutas dispostas neste bin como
se estivessem em camadas sobrepostas e cujas configucoes sao dadas pelas
formacoes das camadas estudadas anteriormente (Fig. 2 e Fig. 4). Devemos
procurar uma férmula que dé a soma das frutas podres para um estagio n

tal que 0 <n < 7.

Seja S, a soma de todas as frutas podres para um estagio n.Devemos
pensar que em cada estagio n apodrecem frutas que estao situadas em ca-
madas adjacentes aquelas onde ja existem frutas podres

3 It ;n So = Ao
0 0
S = A 2
1 5 So + 2P + M, 1 1+2Q1
Sy = A2 +2Q2 + 24
2 S S1+ 241 + 2P, + My
= Sz = Az +2Q3 + 242 +2Q2
3 Ss S2 +2Q2 + 2M3z + 2P3 + M3
Sq4 = Ag +2Q4 +2A3 +2Q3 + 2A2
4 Sy S3 + 245 + 2P5 + 2Ms + 2P4 + My Se =  Agt20m 4 2Aq 4200 + 2Ag 4 2Q
5 S5 Si+2Qs+2Ms + 2Py +2My +2P5 + Ms > 08 5 Lo 3 8
P SG = exerciclo
6 Se exercicio

A soma das frutas contaminadas S,,em cada estagio n, depende da
estrutura da camada sobreposta a ultima camada que contém fruta podre.
A dinamica de propagacao se repete a cada 2 estagios e por este motivo

vamos considerar separadamente os estagios pares e impares:

2n 2n+1
Sont1 = Agny1 +2 Z Aj+2 Z oy
Jj=n+1 Jj=n+1

2n—1 2n

Som = A +2) A+2 > Q;
j=n

j=n+1
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Usando este modelo podemos calcular quantas macas apodreceram em
cada estéagio:

Camada 3
Camada 2
Camada 1
Camada o
Camada -1

Camada -2

Camada -3

Figura 5: Propagacao por camada

Observamos que esta dinamica vale para até 7 estagios quando as
primeiras frutas contaminadas atingem as paredes da caixa. Assim, tere-

mos um total de S; frutas podres no 7%estagio

S;= A7+ 2(A6 + A5 + Ay) + 2(Q7 4+ Qs + Q5 + Qa)
Considerando que

A, = 1+3n(n+1)
Qn = 3= Qni1=A, +3n+2

Observagao: Se tivermos uma esfera inscrita em um cubo, isto é,
tangenciando todas as paredes do cubo entao, a relacao entre seus volumes
¢ dada por:

Volume da esfera V, = 7r;

Y

Volume do cubo V. = (2r)* =8r* = { =1 ~0,5236.
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Como veremos na proxima secao, considerando 7 estagios para as fru-
tas contaminadas atingirem as paredes ( pressupoe-se que se tenha 2996 na
caixa). Agora, pensando na propagacao de macas podres como uma “esfera
que se expande” com centro fixo, deveriamos ter para S7; um valor da or-
dem de 0,5236x2996 = 1568, que nao difere muito do valor encontrado pelo

modelo.

Dinamica da propagacao nos “cantos” da caixa

Se a propagacao fosse continua este problema poderia ser resolvido
geometricamente e terfamos varias situacoes interessantes para modelagem.
Quando o primeiro circulo de expansao atinge as paredes o seu raio é 7u. O
circulo de raio 8 deve ser considerado somente uma parte, a que esta interna
as paredes da caixa (Fig. 6);

Figura 6: Expansao dos circulos de macas em cada camada

Uma tentativa de resolver este problema ¢ simplesmente contar em cada
estdgio n > 8 quantas magas sao contaminadas, usando as figuras iniciais

(Fig. 2 e Fig. 4). A seguinte matriz mostra estes valores
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Tabela 1: Modelo geométrico

Eo | Ey | Ex | Es | E4 | Es | B¢ | Er | Eg | B9 | Ei9 | E11 | Ei2 | E1s | Total
o2 0 0 0 0 0 0 0 48 27 33 39 45 4 0 196
Cg 0 0 0 0 0 0 37 24 30 36 42 20 12 3 204
Cs 0 0 0 0 0 27 21 27 33 39 45 4 0 0 196
Cy 0 0 0 0 19 18 24 30 36 42 20 12 3 0 204
C3 0 0 0 12 15 21 27 33 39 45 4 0 0 0 196
C, 0 0 7 12 18 24 30 36 42 20 12 3 0 0 204
C, 0 3 9 15 21 27 33 39 45 4 0 0 0 0 196
Co 1 6 12 | 18 24 30 36 42 20 12 3 0 0 0 204

c_, 0 3 9 15 21 27 33 39 45 4 0 0 0 0 196

Cc_, 0 0 7 12 18 24 30 36 42 20 12 3 0 0 204

C_j 0 0 0 12 15 21 27 33 39 45 4 0 0 0 196

C_4 0 0 0 0 19 18 24 30 36 42 20 12 3 0 204

C_; 0 0 0 0 0 27 21 27 33 39 45 4 0 0 196

C_g 0 0 0 0 0 0 37 24 30 36 42 20 12 3 204

Cc_; 0 0 0 0 0 0 0 48 27 33 39 45 4 0 196

Total 1 12 | 44 | 96 | 170 | 264 | 380 | 516 | 524 | 450 | 327 | 168 38 6 2996

Nas linhas sao as Camadas C; e nas colunas as incidéncias nos estégios
E,, isto é, o nimero de novas frutas contaminadas em cada estagio..

OBS. Consideramos na matriz 15 linhas ou camadas simplesmente para
ter uma matriz simétrica, dai a soma ter dado 2996~ 3000 magas no total.

A quantidade total de macas podres em cada estagio, obtida com
calculos parciais anteriores, sera denominado modelo discreto-geométrico

D e aqui dado pelos valores:

Sn — Z;L:OE]'
= {1,13,57,153, 323,587,967, 1483, 2007, 2457, 2784, 2952, 2990, 2996 }

A Figura 7 a seguir, mostra a propagacao da doenca em relacao ao

estdgio e a Figura 8 é o grafico do total de frutas podres.
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Velocidade da doenga Modelo discreto da evolugdio da doenca
&00 3am
500 e, 30m —
- \l\ S //,j_
@
% - / \ ;% 2000
150
a o i 5 o Vi
100 5m /
12 3 4 5 B 7 8 8101 1213 14 0 2 4 G 3 10 12 14
edigio edigios
Figura 7: Evoluc¢ao da doencga por Figura 8: Modelo geométrico da
estdgio (casos novos) propagacao

A transformacao de estdgio em tempo é obtida considerando o dado:
“em 12 dias 80% das frutas estao podres”. Assim, 80% de 1996 é 2397 macas
e este valor é atingido entre os estagios 8 e 9 com Sg = 2007 e Sy = 2457.
Neste caso, cada estagio corresponde a 1,364 dias e n = 8,8 equivale a 12

dias.

5.1 Calculo dos coeficientes de contaminacao dos mode-

los continuo e discreto

Tomando os valores da Tabela 1, podemos determinar o valor da taxa
de infecciosidade k do modelo discreto Dy, considerando a média dos valores

encontrados:

Sn-{—l - Sn
S.(T — 5,
e obtemos k = 0,0006586% = 6,586 x 1075,

Podemos também melhorar a performace do modelo continuo M; inicial

ky, =

M(t) = %, desde que consideremos, por exemplo, como condicao inicial
M(8)=970 em lugar de M(0)=1.Assim teremos:

970e 87

970 = — = K = —
K + ¢80T T — 970
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Por outro lado, sabemos que M (12) = 0,87 —

KT o—128T
0,87 = W = K =4e

Das duas equacoes tiramos que
(T — 970) x 4e¢ ™" = 970787 — T = 8,371 = BT = 0, 5312
Para o valor de K temos:

K = 4e712x05312 — () 006819

Temos que a solucao geral do modelo continuo M é

B 20, 456
"~ 0,006819 + —0:5312¢

M(t)

Tabela 2: Comparagao entre os modelos deterministicos alternativos

Estdgio | tempo: dias | M;: Continuo | Geométrico | Discreto D1 | Mg Continuo
0 0 1,00 1 1,02 20,32
1 1,364 2,91 13 13,25 41,68
2 2,728 8,44 57 58,10 84,87
3 4,092 24,43 153 155,86 170,24
4 5,456 70,00 323 328,67 331,70
5 6,82 194,97 587 596,29 613,12
6 8,184 504,66 967 979,89 1.040,21
7 9,548 1.111,35 1483 1.497,74 1.569,21
8 10,912 1.893,85 2007 2.020,04 2081,48
9 12,276 2.498,46 2457 2.465,70 2.472,02
10 13,64 2.806,38 2784 2.787,88 2.718,90
11 15,004 2.930,51 2952 2.952 85 2.856,98
12 16,368 2.975,75 2990 2.990,12 2.928,97
13 17,732 2.991,62 2996 2.996,00 2.965,13

A comparacao visual entre os quatro modelos pode ser vista na seguinte
figura (Fig. 9)
Podemos observar que o tinico modelo que difere mais dos outros é o

primeiro modelo continuo M;.
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Modelos

Zo00

S000 ——
#E  2spo PP i
g" ,f/ —— htl:Continuo
=l ; i
= / —=— Dizcrato D1
g 1500 / — — hE:Continuo
g 1000 =

S00 —
L {*// T T

Q 3 0 43 20

Figura 9: Comparacao entre os 4 modelos

6 Modelo Fuzzy

Como pode-se notar a escolha do modelo mateméatico é determinante
para se ter uma previsao de algum fato. Modelos deterministicos de um
mesmo fendomeno podem prever resultados diferentes. Isto acontece invari-
avelmente porque nem sempre € possivel dispor de todas as varidveis que
atuam no fenomeno. Neste sentido, por mais exata que seja a matematica,
por mais deterministicos que sejam os modelos, sempre teremos solucoes
aproximadas de alguma realidade. Assim, o uso de uma matematica menos
deterministica e mais grosseira pode ser muitas vezes tao eficaz para previsoes

quanto as obtidas pelos processos classicos.

Vamos agora examinar o problema da transmissao de podriddio em
macas com o auxilio dos conjuntos fuzzy e de uma base de regras fornecida
por especialistas (vamos considerar os dados do modelo My como auxiliares
para a montagem da base de regras). Com este processo, podemos fazer
inferéncias sobre o estado de evolucao da doenca sem a ajuda de equagoes

matematicas.
Um conjunto fuzzy é aquele que valoriza seus elementos, isto é, se © € A,
devemos conhecer também com que grau de pertinéncia x esta em A.

Desta forma, um conjunto fuzzy A é dado pela sua fungao de pertinéncia
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wa. Por exemplo, se a quantidade de macgas podres em uma caixa de 3000
frutas é inferior a 10, dizemos que a “Populacao de Contaminadas é Muito
Baixa” e denotamos por P,;. Para o conjunto P,; podemos definir a funcao

de pertinéncia de seus elementos por

600 —
vp, () = T()x se 0 <z <600 e¢p, =0 caso contrario

Definir fungoes de pertinéncia na forma triangular ¢ muito comum nas apli-

cagoes da teoria fuzzy.

6.1 Conjuntos fuzzy para niveis de macas contami-

nadas

o Populacao de Contaminadas, muito baixa : F,;, com

©p, = 606%6”” se 0 <2 <600 e ¢pp, =0 caso contrario;

o Populagao de Contaminadas, baixa: P,, com

op, = L2 se 300 < & < 750 ; pp, = 5T se 750 < x < 1200 e

¢p, = 0 caso contrario;

o Populacao de Contaminadas, média: P,,, com

o, = 5 se 900 < z < 1350; ¢p, = ER=E se 1350 < = < 1800 e

wp, = 0 caso contrario;

o Populacao de Contaminadas, média alta: P,,,, com

PPe = T2 se 1500 < 2 < 2000; ¢p,,, = 2052 se 2000 < x < 2400

e pp,,, = 0 caso contrario;

o Populacao de Contaminadas, alta: P,, com

op, = 20 se 2200 < < 2500; pp, = EP=E se 2500 < & < 2800 e

wp, = 0 caso contrario

o Populacao de Contaminadas, muito alta: P,;, com

Yp, = “3_2%%00 se 2800 < x < 3000; P; =1sep>3000e P,; =0

se x < 2800.
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As funcgoes de pertinéncia dos subconjuntos fuzzy, usados para modelar
a contaminacao e aqui estabelecidas como fungoes triangulares, podem ser

visualizados na figura 10

%

—

W 0 W0 g BN B0 qw e AW 0

Figura 10: Funcgoes de pertinéncia da contaminacao de macas

Observamos que para cada valor de x , a funcao de pertinéncia da
densidade de infestacao ¢p pode pode ser dada por até dois valores. Senao
vejamos, seja x um valor dado no intervalo [900, 1200) . O processo de fuzzi-

ficagdo de x nos leva aos valores de pp:
1200—a

Se 900 < z < 1050 entdao ¢, (z) pode ser dada por ¢, (v) = =5+ e
Denotamos ¢, (z) por [2%=baixa + £20média| = 20=2 /P, + £30/p,

Observamos que nesta notacgao, usada para conjuntos fuzzy discretos, o sinal

-+ significa apenas que x tem graus de pertinéncia em dois conjuntos distintos,

1200—2x —900
450 450

ao conjunto “populacao de contaminadas, média’.
J

Por exemplo, se z = 1000, entdo ¢p, (1000) = % = 0, 444, isto é, 1000

magcas podres tem grau de pertinéncia 0,444 no subconjunto fuzzy contami-

na¢ao baiza P,. Também, pp,,(1000) = %

sendo ao conjunto “populacao de contaminadas, baixa” e grau

= 0,222 é o grau de pertinéncia
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de 1000 ao subconjunto fuzzy contaminacdo média P,,. De maneira andloga

obtemos ¢p(x) para outros valores de x.

6.2 Variacao da populagao contaminada ou incidéncia

da doenca

Os subconjuntos fuzzy, modelados por funcoes de pertinéncia de in-

cidéncia da doencga, podem ser visualizados na figura 11

P

APt

Wy Ap
100 200 300 0 5pp '

Figura 11: Funcgoes grau de pertinéncia da variacao de P

Denotamos por:

Vb : incidéncia baixissima;

Vi ¢ incidéncia muito baixa;

V} @ incidéncia baixa;

V,n : incidéncia média;

V. :incidéncia alta;

V. :incidéncia muito alta.

As fungoes graus de pertinéncia das incidéncias de doencas AP sao
dadas por:

Se 0 < Ap < 100 ento ¢, (Ap) = 209282 /v, 4 20y

100

Se 100 < Ap < 200 entdo ¢, ,(Ap) = 20=8p /y;. 4 Ap=100 1/,

Se 200 < Ap < 300 entdo ¢, ,(Ap) = 20=82 /V; 4 22200 )1/ .
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Se 300 < Ap < 400 entdo @, ,(Ap) = 20=8e /Y, 4 S2-500 /i
Se 400 < Ap < 500 entdo ¢, ,(Ap) = 20=82 /y, 4 2220 /7 .
Se 500 < Ap entao ¢, ,(Ap) =1/Vu;

A base de regras fornece o entendimento do fenémeno e é da forma “SE

. ENTAOQO ... ” Para o fenomeno analisado parece coerente a seguinte
base de regras:

Tabela 3: Base de regras
Se | Py | Entao | Vy,
Se| P, | Entao | V,,
Se| P, | Entao | V,
Se | Py | Entao | Vg,
Se | P, | Entao | V,
Se | P, | Entao | Vy,

O método de inferéncia que vamos adotar aqui é o de Mandani que da

como saida um conjunto fuzzy da forma

M(z,u) = \/ {4;(z) A Bj(u)}
1<j<n
No nosso caso especifico este conjunto é bem simples de ser obtido.

No exemplo anterior tomamos x = 1000 magcas podres que corresponde
ao conjunto fuzzy ¢,(1000) = 0,444/P, + 0,222/P,,. Pela inferéncia da
Tabela 3, teremos como saida o conjunto fuzzy Ap cuja fungao de pertinéncia
¢ on,(u) =0,444/V,, + 0,222V,. O que devemos fazer agora é defuzzificar
este conjunto de incidéncia de doenga, isto é, tomar alguma medida deste

conjunto. Isto pode ser feito, por exemplo, considerando

Ap(u) = [op, () X max v, ] + [pm(2) X max @y,
PP, (IE) + @Pm(w)
0,444 x 300 + 0,222 x 400

= =222
0,444 + 0, 222
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Entao, pelas regras, quando tivermos 1000 frutas podres, teremos no préximo
estdgio 1222 frutas podres. O modelo dinamico proposto para previsao da

doenga é

Sn—i—l = Sn + An
So=1

O processo iterativo pode ser feito a mao ou usando o Toolbox do Matlab e

o resultado final de previsao ou solugao pode ser visualizado na Fig.12

Jooo

2500

2000
1500
1000 -

500

Figura 12: Solucao do modelo fuzzy

O mais interessante neste fenomeno estudado ¢ que nao se tem condicoes
de saber qual modelo é o melhor. Seria necessério ter dados experimentais
da propagacao da doenca para decidir esta questao. A modelagem nem sem-
pre pressupoe que se tenha dados reais, a intui¢ao ou bom senso pode guiar
as formulacoes dos modelos. Do ponto de vista do ensino-aprendizagem de
Matematica o “melhor modelo” é secundario pois sempre se pode fazer um
melhor do que o anterior e sempre se pode imaginar situacoes diferentes para

o0 mesmo fendmeno.
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1 Agua de Producao: O Problema, Um Mo-
delo

A poluicao cronica das operacoes rotineiras dos navios representa muito
mais perigo ao meio ambiente que a poluigao aguda dos acidentes. Estudos
realizados em 1990 mostram que entre 15 e 30% de todo o dleo despejado
no Mar do Norte (19.080 toneladas) foi conseqiiéncia de operagoes off-shore.
Apesar das atividades off-shore ocorrerem longe da costa, a polui¢ao decor-
rente gera alteragoes da qualidade ambiental. Principalmente o sufocamento
do assoalho oceanico com alteracoes das comunidades bentonicas.

Tragos de varios metais pesados, tais como Hg, Cd, Pb, Ni e Ag fazem
parte deste efluente Oliveira e Oliveira (2000). Compostos organicos tais
como os alifaticos, aromaticos, polares e acidos graxos estao naturalmente
presentes nas aguas produzidas. Adicionalmente uma grande variedade de
produtos quimicos é adicionada para resolver ou prevenir problemas opera-
cionais, embora estes ultimos sejam necessarios na fase inicial da producao,

tornam-se complicagoes no processo de tratamento da agua de producao.

1.1 Meétodos de Tratamento da Agua de Producao

Apds o processo de separacao gravitacional, a agua produzida ainda
possui um elevado teor de hidrocarbonetos que devem ser removidos antes do
seu despejo no mar. Para tal, aplicam-se métodos diferenciados para remover
compostos dispersos e compostos dissolvidos. A eficiéncia dessas tecnologias
depende dos volumes envolvidos, constituicao da agua, e do espaco fisico
no caso de instalacoes off-shore, inevitavelmente limitados pelo custo opera-
cional. Uma forma de avaliar a eficiéncia dos tratamentos da agua dleosa é
por meio da analise de amostras coletadas diariamente ao longo da planta
de tratamento. Porém este procedimento tende a causar grandes alteragoes
nas medidas do TOG e outros parametros que caracterizam a qualidade da

dgua de produgao Pereira e Travalloni (2000).
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1.2 Impacto Ambiental

O impacto ambiental devido a dgua de producao é geralmente avaliado
pela toxicidade dos constituintes e pela quantidade de compostos organicos e
inorganicos presentes nesta. De acordo com a PARCOM (Paris Commission
on Operational Pollution) o Hg, Cd e seus compostos sao as substancias* de
toxicidade mais elevada. O despejo da dgua produzida no Brasil é regulado
pelo IBAMA/CONAMA, a qual estabelece que o limite no caso de dleo e
graxas é de 20(mg/L). Apesar das restrigoes relativas ao TOG, o efeito nocivo

dos outros contaminantes nao pode ser negligenciado.

1.3 O Modelo a ser Analisado

Logo que a agua de producao é despejada no mar, as diferentes subs-
tancias presentes nela experimentam processos de dispersao e, com alguma
excecao de biodegradacao, processos que, de acordo com as caracteristicas
desta atividade, acontecem devido ao fluxo, tanto pela difusao efetiva Marchuk
(1986) como por advecgao (decorrente da correnteza do mar), e também de-
vido a volatilizacao e a absorcao respectivamente. Isto nos levou a modelar
o referido fenomeno através de sistemas que incluem a E.D.P de Difusao-
Advecgao/Reagao.

Os efluentes da agua de producao de uma unidade de producao irao
geralmente afetar um volume de d4gua do mar circunscrito a algumas centenas
de metros de distancia da unidade (Johnsen e et al (2000) e Kennicut e et
al (1996)), cuja pluma se dispersard nas trés dimensoes, é plausivel assumir
que o dominio Q C R? considerado ¢ um paralepidedo, tal como o ilustra a
figura 1, a seguir.

Além disso, adotamos a seguir as seguintes notagoes:

u(t,x), (t,x) € Q = (0,7] x Q representando a concentragao de material
presente na dgua de producdo, na posicio x € Q C R?® e no instante t.

a = at,x,u) é a funcdo que descreve a difusividade efetiva desse material.

*fazem parte da lista de produtos proibidos
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¢ : Fronteira Lat. Direita.

2¢2; : Fronteira Superior. a &x2,
ay=I;,i=1,2,3....6. 3

Figura 1: Dominio de Atuacao

Wy = (wi(x,t), wa(x,t), ws(x,t)) caracterizard o campo de velocidades do
mar devido a circulagao local, a marés e ventos. Denotamos com V' a resul-
tante da circulacao local W7 e o campo W5 o qual é induzido pela natureza
gravitatoria das diferentes susbtancias contaminantes que fazem seu ingresso
no mar através da fonte f. Neste trabalho vamos considerar que a circulagao
local W7 tem comportamento estacionario e, sendo assim, consideraremos
esse campo apenas como funcao da variavel espacial. Apesar disto, é possivel
considerar a influéncia das marés através de uma mudanca nas condi¢oes de
fronteira! emulando a ”variacdo temporal”da circulaciao local em torno da
unidade offshore.

De um modo geral, se denotamos com I'y C 0f2 as fronteiras do oceano
onde acontece a perda da substancia, entao esta é modelada através da
condicao

ou

_aﬁ_n = knu, (t,x) € [0,7] x Ty, (1.1)

tas quais permitem gerar W, através da solucdo numérica das equacdes de Stokes



Descarga de Agua de Produgao em Operagoes ... 123

onde n é o vetor normal unitario exterior a superficie. Esta condicao de tipo
Robin indica que a taxa de passagem de contaminante através da fronteira é
suposta diretamente proporcional a concentracao da propria substancia nesse
local. Neste caso, temos que ky = V on. No caso em que kp, = 0 temos
que o fluxo através da fronteira I'; é nulo, i.e. nao hé perda nem ingresso da
substancia. No caso das fronteiras nas quais nao se registra a presenca das

substancias poluentes temos a condi¢ao de Dirichlet homogénea:
u=0,(t,x) €[0,7] x Ip, (1.2)

Assim, oN=I = FNUFD7FNﬂFD = @

A funcao f : )y — R representara o ingresso das substancias contidas
na agua de produgao, a mesma que acontece de maneira local ou pontual.
A taxa da acdo conjunta dos processos de volatilizacao, oxidacao quimica
e biodegradacao dos constituintes do efluente sera representada pela funcao
o =o(t,x).

As consideragoes acima permitem modelar nosso problema através da

E.D.P.

% ~ Div(—aVu+Vu) + ou=f(tx) €
u(0,x) = wup(x) (1.3)
ou
—Oé(U) - kNU, (t,X) € FN'

an
Neste, o campo de velocidades W; corresponde a solugao numérica das

equacgoes de Stokes:

pAW, — grad(P)+ f=0

diUWl =0
Wi(x) = g(x), V xel,
o,

on
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Aqui, 2 é um conjunto aberto e limitado do R® tal que 902 =T =T, UT},
e ) = W, 1 é o coeficiente de viscocidade, W; é a velocidade , P é a
pressao e f é a forga do corpo (no nosso caso f =0).

A possibilidade de descontinuidade das funcées correspondentes a fonte,
aos parametros ou a condigao inicial faz com que a equacao (1.3) possa nao
admitir solugao no sentido classico. Em geral, as equacoes derivadas das leis
de conservagao nao tém essa solucao no sentido classico (ver Evans (1993)),
porém definem problemas bem postos considerando a definicao de solugoes

generalizadas ou fracas.

2 A Formulacao Variacional

As exigéncias de suavidade e diferenciabilidade sobre a funcao u, im-
postas por uma E.D.P. como (1.3) podem ser enfraquecidas através da in-
troducao da derivada no sentido das distribuigoes, o que permite obter a
formulagao Variacional ou Fraca (F.V) associada a (1.3), formulacao que ap-
resenta diversas vantagens. A base tedrica dos métodos de elementos finitos é
a F.V. Introduzindo uma discretizacao do dominio de solucao, aproximamos
a solucao continua com uma apropriada funcao continua por partes, e, com
isto, o problema de resolvermos uma E.D.P se reduz a resolver sucessivos

sistemas. A F.V associada a (1.3) é

(CE 1wl — albu | v)a-+ (Div(Ve) | 0o = (f = o] w)a, Ve € (0,71, (24)

YoeV C HY (Q) e (- | )@ ¢é o produto interno usual em £2(€2). De (4), com
o recurso de instrumental analitico, obtem-se:
ou
P10} +al(Vu | Voho+ (Vo Vu | o)+ ku | o,
0
=(f—oul|v)g Yo e V.Vt € (0,T].

(2.5)

Aqui, (- | -)r, ¢ o produto interno sobre a fronteira I',. Um resultado

devido a Lions (1961), garante a existéncia e unicidade de solugao para uma
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classe de problemas abstratos, e em particular para este, devidamente ade-

quado aos objetivos deste trabalho.

2.1 Discretizagao Espaco-Temporal do Problema

Garantidas existéncia e unicidade da solucao do problema variacional
(2.5) em subespagos V de £2((0,T]; H'(Q)) podemos utilizar algum método
numeérico apropriado para aproximar adequadamente esta solu¢ao. O Método
de Galerkin é um método que permite construir uma solucao aproximada da
F.V através de Elementos Finitos.

Seja Vj, um subespacgo de V' de dimensao finita gerado pela base B =
{¢1, 92, ..., n, }. Assim podemos representar qualquer fungao deste espago,

e, por isso, a solugao do problema (2.5) no subespago V},, como:

np

un(t,z) =Y cilt)pi(x).

i=1
Substituindo uj, na formulacao variacional (2.5) e uma vez que no método
de Galerkin a formulacao peso-residual é tal que as fungoes peso v sao da
mesma classe das fungoes base ou teste ;, temos :

Np

dCZ’ Ul
> —r il i)+ > {a(Vei || Voy)a + k(ei | o), + (Vo Vi, | 9))ake

= (f—ovi|¢j)a.Ve; € B,
equacao que equivale ao sistema linear de E.D.O.:
A(pi, p5)c(t) + Blei, pj)c(t) = d(f, @), (2.6)
onde B = (b;;), A = (a;j) e d = d; sdo dados por :
bij = a(Vei | Vejla+ (VVogi|gjatoale:|eia+kie:|e)r,,
ai; = (@il i), dj=(flejla 1,5 =12, ..np

Dos diferentes tipos de elementos finitos que podem ser escolhidos para

discretizar um determinado dominio bidimensional, em geral os triangulos
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sao os mais adequados para descrever dominios cuja geometria é mais irre-
gular. Assim, para dominios tridimensionais, os tetraedros sao uma extensao
natural e conveniente desses elementos triangulares.

Denotemos com {€2,}27 uma familia finita de NT tetraedros ., dois
a dois disjuntos ou tendo como intersecao no maximo, uma face, uma aresta

ou vértice e tais que :

e associamos a esta malha o parametro h dado por h = max.{diam({.)}
e. Denotamos entao esta familia {Q.}Y% por T,. Consideramos V}, como o
espaco das funcoes polinomiais de trés variaveis de grau menor ou igual a 2
definidas em (2..

2.2 Estimativas de Erro

A estimativa abaixo corresponde ao erro cometido quando aplicado o
Método de Galerkin continuo no tempo para achar a solucao aproximada wuy,
do problema (2.6).

[t — wn || Foo (0 120y < €M (Colltio — g || 720y — Chllt = wnl| 220 101 1))
+Cy([Ju — gb”%Q(O,T;Hl(Q)) + Jlu — QSH%&(O,T;LQ(Q))

Nu— ¢
+||%||2c2(0,:r;c2(9))) Vo € L2(0,T; V),

onde:

1426+ G1—2e(A+1) CotC3t 5
CO = 1% 5,01 =TT ,CQ = 1 <, e €< 1/2

Observe-se que a cota superior do erro cresce exponencialmente com o valor
T. Do ponto de vista tedrico isto indica uma dificuldade para as realizacoes
de estimativas para periodos demasiado prolongados, o que nao ¢é o caso, pois
Nossos processos acontecem em intervalos de tempo relativamente curtos (Fay
in Cantao (1998)). Douglas e Doupont (1970) obtém outro limitante para
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estimar o erro independemente de T para o caso nao linear e sob a hipotese
de a ser continuamente Lipstziana em v. Os autores fazem também algumas
observagoes e simplificagoes decorrentes no caso em que a equacao € linear.
A discretizagao temporal de (2.6), feita através do método de diferencgas
finitas de Crank-Nicolson, propocionara uma solucao aproximada U. Para
tal, consideramos a formulacao desta equagao em termos de t = (m + %)At
onde m é inteiro nao negativo e At é o passo no tempo. E possivel mostrar

que
2 -1 M-1 9
alHZMH[:Q(Q) +ley Aty Hzm+%HH1(Q)
Mf
+2LA¢ Zm:Ol as||(u — Cb)m-s-% ||12L[1(Q)
< 02_1 M-1 2
= 25, (At)? Zm:l [l (v — ¢)m+% —(u— ¢)m—%”£2(9)
a0 = 60, ) Bagey + s u = sl
+ag0g; | (= ) 1720y + I(AL)°,
Ve L20,T; Vi),
onde 2, = U, — U,, €
(i) a1 = (F(AD)M — 22),
(i) az = (pa + ps + p6) €
(iii) ag = (1 +2c, 05 — IAL).

Em outras palavras, com este resultado, obtem-se um limitante como
aquele que foi obtido anteriormente, sé que, agora, para a aproximacao de
Galerkin discreta, garantindo a qualidade das aproximagoes numéricas pelos

métodos escolhidos.

2.3 Oscilagoes Numéricas: SUPG

Existe a possibilidade de que as solugoes numéricas obtidas através do

Método de Galerkin sejam corrompidas por oscilagoes, e isto podera acon-
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tecer em casos de problemas com conveccao ou advecgao dominantes. Estas
oscilagoes indesejaveis podem ser evitadas fazendo um adequado refinamento
da malha, mas o preco a pagar é um alto custo computacional. Uma alterna-
tiva para esta op¢ao é o método Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG)
introduzido por Brooks e Hughes (1982), no qual a ideia basica é modificar as
funcoes peso residual para o termo convectivo do Método de Galerkin, per-
tubagao que sé atua na direcao do fluxo, evitando a excessiva difusibilidade
presente nas solucoes obtidas através dos outros métodos, sem introduzir di-
fusao artificial e perder consisténcia como alguns métodos Upwind. Assim,

as fungoes modificadas sao da forma:
i = pi + Vi,

onde p; sao as fungoes que geram Vo, e 1; sao fungoes descontinuas que
s6 atuam na direcao do campo de velocidades, as quais dependem tanto
de V' como do ntimero de Péclet. Como em Codina (1998), neste trabalho

consideramos:
wi =T1Vo VSOM

onde 7 é um parametro, escolhido de tal forma a se obter uma solugao nodal-
mente exata ou muito proxima desta. Para problemas de dimensao espacial
maior que 1 uma estratégia amplamente adotada é proceder como no caso
unidimensional, no qual se atinge uma solucao nodalmente exata para ele-
mentos finitos lineares, quando:

7 = (coth(Pe) — 5.) 37,

onde Pe = % é o numero de Péclet, sendo « o coeficiente de difusao, V' é
a velocidade unidimensional respectivamente, e h representa o comprimento
de um elemento da malha uniforme. O processo para calcular 7. é conforme
o procedimento que aparece em Codina (1998); Codina et al. (1992), ja in-
corporado com sucesso em diversos trabalhos correlatos (Cantao (1998) e De

Oliveira (2003)).
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2.4 Implementagao:

Foram implementados programas em MATLAB versao 6.5 para a con-
feccao da malha de elementos finitos e do campo de velocidades. Este tltimo

foi obtido através da solucao numérica da equacao de Stokes com as condicoes

de fronteira: V(z,y, 2) = (v1(x, 2), v, v3), onde: vy (, z) = Lle=TlTiglEe2),

sendo as duas ultimas componentes constantes.

3 Resultados: Simulacoes

Devido a natureza diferente dos diversos compostos da agua de produ-
¢ao, o estudo do comportamento espaco-temporal da pluma de agua de pro-
dugao é feito como em Johnsen e et al (2000) e Kennicut e et al (1996), através
da analise individual dos grupos de constituintes mais representativos levando
em cosideragao suas caracteristicas fisico-quimicas durante sua descarga no
ambiente aquatico.

Nos diversos cenarios ¢ feita uma discretizagao do dominio €2, atribuindo

aos parametros do dominio os seguintes valores:

Tabela 1: Parametros da discretizacao espacial do dominio

Parametros | Valores (km)
a 1.8
b 0.9
c 0.15

dx (nx=18) 0.1

dy (ny=9) 0.1

dz (nz =3) 0.05

O tamanho do passo do tempo adotado sera dt = 0,03125, tal que 1
hora de simulacdo equivalente a 32 iteragbes (ou passos) no tempo. Além
disso, consideramos uma fonte pontual e constante, localizada numa deter-

minada profundidade, algo que corresponde a situacao estudada.
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As taxas de degradagao biolégica o dos principais constituintes da agua

de producao, serao assumidas variaveis apenas com a profundidade. De tal

forma que:
01 0§Z<§
o(z) =4 0y S<z2< X
3= 3
03 %CSZSC7

onde 01,09 € 03 sao constantes cujos valores sao atribuidos de acordo com a
natureza da substancia em questao.

No caso do campo Ws, o qual é induzido pela natureza gravitatoria das
diferentes susbtancias contaminantes que ingressam no mar através da fonte
f, é considerado de tal forma que W (z,y, z) = (0,0, v3), onde v3 é constante
e seu valor dependera exclusivamente da natureza da substancia a ser anali-
sada, podendo ser positiva, negativa ou nula, para o caso de substancias leves
como PAHs(2-3 Anéis), Metais pesados e dleo disperso respectivamente. A
seguir, em (3.1) as simulagoes do 6leo disperso, caso ilustrativo do trabalho
feito nas trés situacoes.

3.1 Dispersao de 6leo

Oleo disperso é um dos constituintes da agua de producao que mais
atencao recebe por parte das entidades de fiscalizacdo do meio ambiente.
Estéa presente em goticulas e encontra-se suspenso na fase aquosa. Sua con-
centracao na agua de producao depende da sua densidade, da tensao su-
perficial entre o 6leo e as fases da dgua, do tipo e eficiéncia do tratamento
quimico (ver Site: Enviromental Assessment Division (2004)). A natureza
fisico-quimica desta substancia permite, neste cenario, considerarmos que
nao ha maior influéncia da forga gravitatoria sobre ele, i.e., a componente
vertical do campo W5 é nula.

Ressaltamos que neste cendrio a fonte foi desligada apés 3 trés horas de
funcionamento. Os valores adotados para a difusividade e o decaimento sao

da mesma ordem de grandeza que aqueles utilizados nos trabalhos de Cantao
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Tabela 2: Parametros do modelo utilizados na simulacao do éleo disperso

Parametro Valor
a 0.003km?/h
o 01 =09 =0.02/h,053 =0.1/h
(kn) ke =k¢ =0,kn =V ony(km/h)
Vazao(fonte) 1 (g/L)/h

(1998) e De Oliveira (2003). Para efeitos de uma melhor visualizagao e uma
adequada analise dos resultados das diferentes simulagoes, achamos conve-
niente exibir o comportamento espaco-temporal da concentracao de cada
substancia, num mesmo nivel de altura z. Para todos os diferentes cenarios
foram considerados os niveis correspondentes a z = 0,2 = £,z = % ez==c
sendo que o primeiro e tiltimo nivel correspondem ao fundo do mar e a su-

perficie respectivamente.

3.2 Comentarios dos resultados

Na Figura 2, os gréficos (a) mostram que apés trés horas, a concen-

c

3
e a concentracao de oleo nesta profundidade é menor do

tracao do 6leo na regiao que corresponde a z = £ é maior que na altura cor-

2¢
3

que na superficie (z = ¢). Como a correnteza decresce com a profundidade,

respondente a z =

entao a substancia se dispersa mais na superficie do que em qualquer outro
nivel de profundidade provocando desta maneira uma menor concentragao
em cada ponto do dominio. Outro fator que contribui para isto é que a taxa
de degradacao é maior na superficie. Além disso, nos trés casos temos um
deslocamento da pluma, predominante na direcao do eixo y, e isto se deve a

correnteza ser predominante nessa diregao.

Os gréficos (b) desta mesma figura correspondem a concentragao do
6leo na superficie apds uma, duas e trés horas respectivamente. Claramente

apreciam-se os efeitos de difusao e de transporte ao longo do tempo, uma vez
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Cendrio 1: Concentragdes do dlen
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b. Concentragdes do éleo no nivel z= h (superficie) apos 1,2 e 3 horas respectivamente,

Figura 2: Concentracao de 6leo disperso

que a fonte se mantem ligada constantemente durante estas trés horas.

4 Conclusoes

Os graficos das simulacoes dos diferentes cendrios revelam resultados
compativeis com o esperado comportamento espacgo-temporal das diversas
substancias mencionadas quando influenciadas por fenomenos de difusao e
dispersao, sob determinadas condicoes de fronteira e seus respectivos para-
metros.

Por outro lado, este texto apresenta de modo original o tratamento
tedrico que leva a garantia de convergéncia dos métodos de Galerkin dis-
creto e continuo nas situagoes abordadas. Esta situagao abrange a inclusao

no modelo e no tratamento algoritmico da variabilidade do coeficiente das
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degradagoes, da dependéncia espaco-temporal do perfil de velocidades, e,
desde que de modo adequado, da dependéncia de alguns dos parametros da

propria concentracao do efluente.

Apesar de termos considerado um dominio bastante regular, é perfeita-
mente possivel modelar o processo de dispersao da agua de produgao em
dominios de geometrias irregulares, bastando para isto fazer pequenas modi-
ficacoes no programa principal cujo cdédigo numérico aparece no apéndice
deste trabalho. Em outras palavras, os resultados nao dependeram da geo-

metria do dominio ainda que se apdiem no uso de tetraedros.

Acreditamos que este modelo, uma vez calibrado, venha poder ser ins-
trumento de apoio na avaliacao do impacto ao ambiente marinho devido a
atividade offshore, inclusive na fase de projetos tanto no dimensionamento

das unidades quanto aos efeitos resultantes da localizacao.

Como sabemos, o tipo de informacao requerido pelas instituicoes de fis-
calizacao da qualidade ambiental deve ser tanto quantitativo como qualitati-
vo e determinado em tempo real. Uma vez que os resultados das simulacoes
podem ser tanto qualitativos quanto quantitativos, e que o programa de-
manda alguns minutos (menos de 5 minutost) entdao podemos considerar este
trabalho como uma ferramenta adicional na tomada de decisoes e procedi-
mentos para avaliacao do impacto em ambientes marinhos devido a descarga

de agua de producao.
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Resumo. Este trabalho propde o uso da modelagem de fen6menos locais
relativos a qualidade de vida, com uso de instrumental matemético do en-
sino médio, como modo de motivar, justificar e promover a aprendizagem
transdisciplinar de tais fenémenos. Sao apresentados alguns exemplos cujos
comentarios ilustram esses tépicos: a inclusao da aprendizagem de temas da
qualidade de vida, o uso de matematica em situagoes efetivas, a presenca
de temas locais e atuais no curriculo escolar. Também se apresentam nos
exemplos o uso da matematica discreta, especificamente em termos gerais

de equacgoes de diferencas em suas diversas caracterizacoes.

Palavras-chave: Matemdtica discreta, equagoes de diferencas, quali-
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1 Introducao e Justificativa

A Matematica tem se apresentado, tradicionalmente, como uma das

disciplinas mais temidas pelos educandos, principalmente nos niveis funda-
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mental e médio. As dificuldades na aprendizagem podem, muitas vezes,
ocasionar a retencao continuada do educando chegando até mesmo a evasao
escolar. Naturalmente, tais dificuldades podem decorrer de intimeras agoes
pedagdégicas. Neste contexto acreditamos que uma postura partindo do pres-
suposto de que a educagao é parte da propria experiéncia humana e que o
ensino centrado nos interesses do educando ou do grupo, seja uma proposta
pedagogica mais favoravel. Neste sentido adotamos situagoes-problema en-
volvendo a qualidade de vida via modelagem como estratégia do ensino/apren-

dizagem da Matematica.

2 Objectivo

Este trabalho visa usar a modelagem matematica de fendomenos ambi-
entais como meio de criar de condi¢oes de promover mudancas em professores
e alunos quanto a matematica, seu uso instrumental e seus paradigmas. Foi
preparado para trabalho com comunidades ligadas a escolas publicas, e obje-
tiva, a longo prazo, uma melhoria no aproveitamento da parte de alunos, em
termos de seu rendimento (considerado como aprendizado) e de capacitagao
de professores, motivando-os e incentivando-os a novas praticas de ensino, no-
vas estratégias didéticas (Skovsmose, 2001), novas abordagens de contetdos

- e novos desafios.

3 Método

Sao estudadas abordagens discretas de problemas, sua relagao com con-
ceitos tradicionais de progressoes, sequiéncias, equagoes de diferencas e o uso
de continuidade no estudo de problemas discretos. Nesta 6tica, as situagoes-
problema serao retiradas do dia a dia dos alunos e da comunidade como
um todo na forma de projetos. Neste ponto serao estimulados a utilizar

equipamentos de calculo, planilhas e softwares matematicos mais adequados
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a aprendizagem. Também serd proposta uma inclusao de uso de instrumen-
tos que, mesmo nao sendo novos, sao-no em termos de suas presengas nas
aulas de matematica: informagoes da web, imagens de satélite, levantamen-
tos aerofotogramétricos, e simulacoes. Além de envolver as escolas da regiao
de Campos dos Goytacazes, RJ, o projeto prevé uma interagao intensa com
docentes e alunos do Laboratério de Ciéncias Mateméticas (LCMAT) do
Centro de Ciéncia e Tecnologia (CCT) da UENF - Universidade Estadual do
Norte Fluminense.

Inicialmente foi proposto um cronograma de doze meses para a re-
alizagao das atividades, com inicio no primeiro semestre letivo de 2005.
Questoes sobre crescimento populacional, abastecimento e dgua potéavel, pro-
ducao de lixo, tratamento e disposicao final de esgoto doméstico sao os temas
iniciais abordados pelos educandos que, sob orientagao dos professores, uti-
lizam a Matemética como ferramenta na sua solucao (Stahl, 2003; Meyer e
Stahl, 2000).

4 Desenvolvimento

4.1 PROJETO I: Construindo um modelo matematico
para previsao do consumo de agua, producao de

lixo e esgoto
4.1.1 Situacao-problema

A dinamica demografica é um fenomeno inerente a nossa historia e um
de seus aspectos, o do crescimento, acarreta a geragao de diversos problemas
de origem ambiental, como o aumento do consumo de agua, maior producao
de lixo e esgoto, entre outros. Mais especificamente, na cidade de Campos

dos Goytacazes - RJ, ocorrem-nos as seguintes questoes:

a) Na atual situacao de crescimento populacional havera abastecimento de

agua suficiente para a cidade num futuro préximo como, por exemplo,
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para o ano de 20407

b) Mesmo que haja tal recurso natural a estagao de tratamento de dgua

da cidade terd capacidade para abastecer essa populagao futura?

¢) Com relagao a producao do lixo doméstico, havera local disponivel para

sua destinagao final nesse futuro préximo?

d) O esgoto produzido atualmente é convenientemente tratado e disposto,

se for tratado, ainda podera continuar a sé-lo no futuro?

4.1.2 Coleta de Dados

Os dados referentes ao niimero de habitantes da cidade de Campos dos

Goytacazes encontram-se registrados na Tabela 1

Tabela 1: Crescimento da Populacdo de Campos

Ano | N2 de Habitantes
1940 180.677
1950 200.327
1960 246.865
1970 285.432
1980 320.940
1991 376.290
2000 406.989

4.1.3 O Modelo Matematico

A obtencao do modelo matematico que permitira estimar a populacao
futura baseias-se no método do ajuste de curvas por minimos quadrados.
Este processo de estimacao apresenta uma base matematica que nao estd

ao alcance do nivel médio, entretanto podemos contornar essa dificuldade
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se o tratamento dispensado aos dados for por meio de uma abordagem es-
tatistica, o que significa estar trabalhando com uma equacao de primeiro
grau, de acordo com o diagrama de dispersao referente a Tabela 1. A Figura

1 apresenta essa tendéncia linear.

Crancimenta Populacional da
Campon
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Figura 1: Grafico de dispersao referente ao crescimento populacional de Cam-

pos

4.1.4 Sugestao de topicos ou assuntos a serem explorados pelo

professor

A titulo de sugestao, apresentamos aos professores alguns tépicos/assuntos

a serem trabalhados com a aplicacao do projeto:

e modelos matematicos;
e construcao e tipos de graficos;
e diagramas de dispersao;

e construgao e tipos de graficos via aplicativos numéricos e/ou planilha

eletronica via microcomputador;
e tendéncias lineares e nao lineares;

e reta média, ajuste de curva por quadrados minimos (abordagem es-

tatistica em nivel médio);
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e reta média (ajuste de curva) via aplicativos numéricos e/ou planilha

eletronica via microcomputador;
e funcao linear;
e equacao da reta;
e estimativa da populagao para o ano de 2040;
e progressao aritmética e geométrica,;

e "estimativa da populacao para o ano de 2040 utilizando-se de aplica-

tivos numéricos via microcomputador;

e cscalas (andlise de fotos via satélite).

4.1.5 Solucionando o problema gerador

Sabendo-se que o consumo médio de dgua, a produgao de esgoto e lixo
per capita e por dia é de respectivamente, 300 litros, 240 litros e 1,5 quilos,
podemos, no nivel escolar desejado, projetar os valores correspondentes para
a populacao do ano de 2040. Conhecendo-se a capacidade de producao atual
de agua tratada, a capacidade de tratamento do esgoto e o tamanho das areas
para disposicao final do lixo por anélise de fotos via satélite, as respostas as

questoes do item 1 podem ser tratadas de forma imediata.

4.2 PROJETO II: Calculo da vazao do Rio Ururai

4.2.1 Situagao-problema

O rio Ururai tem como origem a Lagoa de Cima, sendo, portanto, seu
vertedor. Apresenta indices de poluicao significativos e vem perdendo piscosi-
dade ao longo dos anos. Em regioes ribeirinhas, familias inteiras sobreviviam
da pesca num passado nao muito distante, e agora tém que se dedicar a outras

atividades. Na época chuvosa o rio transborda e inunda a faixa de circulagao
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dos moradores. Isto ocorre, segundo eles, devido ao assoreamento causado
pelo acimulo de lixo em seu leito e a degradagao da mata ciliar, além de
outros fatores.

Neste contexto, uma questao ambiental relativa a qualidade de vida
dos ribeirinhos se evidencia, ou seja, diante de uma possivel canalizacao do
riacho, quais deveriam ser as dimensoes de sua se¢ao transversal e quais suas

caracteristicas geométricas possiveis (Stahl, 2003; Meyer e Stahl, 2001).

4.2.2 Coleta de dados e modelo

Para a analise da escolha dessa secao transversal de canalizacao, torna-
se necessario, primeiramente, estimar a vazao do riacho. Para tanto é feita
sua batimetria , ou seja, escolhida uma secao, esta é dividida em trechos
regulares medindo-se suas profundidades construindo-se seu perfil. A figura

2 apresenta esta situacao.

— F

Figura 2: Construgao do perfil do riacho (batimetria).

Sabe-se que a vazao (Q) ¢ definida como sendo a rela¢ao entre o volume
(V) e o tempo (t), ou Q = V/t.

Este volume, por sua vez, é definido como sendo o produto da &area
(A) (segao transversal) por um comprimento (L). Esta pode ser uma medida
conveniente situada, por exemplo, 10m a jusante e a montante da se¢ao em
estudo, portanto 20 m.

Para o célculo da area (A) seria possivel langar mao do ajuste de curva
polinomial com a determinacao da funcao que melhor se ajustasse aos pon-

tos. Este procedimento leva em conta construgoes algébricas que estao além
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do nivel médio e devemos, portanto, recorrer a métodos mais simples. A
determinagao da drea (A) da segao poderd ser obtida do perfil reproduzido
em papel milimetrado ou quadriculado, tomando algum cuidado com escalas.
Trabalhando com escalas, por exemplo, 1:100, teremos que cada quadrado de
um centimetro representara 1 metro quadrado. Com o somatorio dos quadra-
dos, teriamos a area da secao transversal do riacho. Essa medida também
poderia ser obrida por outro método, ou seja, a secao seria re-dividida em
trapézios, tantos quantos possiveis, e do somatério das areas de cada um
terfamos também o valor da area (A) da secao.

O tempo (t) poderia ser medido cronometrando-se a passagem de um
elemento (uma garrafa plstica vazia, por exemplo) arrastado pela correnteza
no espago correspondente ao mesmo comprimento (L) utilizado para o célculo
do volume. Note-se que as velocidades da corrente variam entre a margem e
o eixo do leito do riacho, entretanto vamos aproximé-la por valor constante

ao longo do perfil.

4.2.3 Modelos do perfil de canais

Numa eventual canalizacao do rio Ururai, poder-se-ia optar por tres

perfis diferentes, a saber:
i- retangular;
ii- semicircular;
iii- trapezoidal.

A Figura 3 apresenta as trés possibilidades.
4.2.4 Sugestao de topicos ou assuntos a serem explorados pelo
professor

A titulo de sugestao, apresentamos aos professores alguns tépicos/assuntos

a serem trabalhados com a aplicacao do projeto:
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I = Y=
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Figura 3: - SegOes possiveis para canais.

e calculo das areas de figuras geométricas;

e variacao de uma funcao com relacao a sua variavel dependente;
e relacoes métricas de triangulos;

e p)trigonometria;

e calculo da &area da secao do riacho via microcomputador por meio de

aplicativo numérico (Matlab).

4.2.5 Solucionando o problema gerador

Conhecida a vazao do riacho, a determinacao da segao dos diversos
canais em funcao de sua caracteristica geométrica serda imediata. Resta a
discussao sobre os efeitos ambientais de uma canalizacao desse tipo e suas

conseqiiéncias a médio e longo prazos.

5 Resultados Obtidos

Embora o projeto esteja ainda em andamento, observou-se que tanto os
alunos quanto os professores se mostram motivados. Isto se deve as mudancas
de atitudes docentes e discentes ao longo de um processo que rompe com o
paradigma tradicional: a utilizacao da modelagem matemética nao apenas
como estratégia de ensino aliado ao emprego de planilhas eletronicas e aplica-
tivos numéricos, mas na avaliacdo quantitativa e qualitativa de fenomenos

proximos, e de relevancia social. O conjunto das tecnologias usadas, quando
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devidamente aplicadas, propiciam um terreno fértil para o ensino e apren-
dizagem da Matemdtica, mas mais, para que a atividade escolar se aproprie

do compromisso social.
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1. Introducao

Muitas vezes nos deparamos com fenomenos que podem ser modela-
dos por Equagoes Diferenciais Ordinarias, cuja resolugao exige calculos com-
plexos. Na maioria das vezes, fazemos uso da Analise Numérica, cuja teoria ja
é bastante aprofundada e seus resultados sao conhecidamente eficientes. Mais

ainda, muitas vezes, principalmente em fenomenos biolégicos, tais equagoes
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sao parcialmente conhecidas, isto é, o campo de direcoes é conhecido apenas
qualitativamente. Nesse caso, uma ferramenta indicada é a teoria fuzzy, mais
especificamente os controladores fuzzy que, com o auxilio da logica fuzzy e
de um especialista, sao capazes de “captar” as principais informagoes de um
determinado fendmeno.

Assim, propomos a “uniao” da Analise Numérica, com toda a sua
eficiéncia ja comprovada, e a Teoria dos Conjuntos Fuzzy (mais especifi-
camente, os Controladores Fuzzy) para “produzir” solugdes numéricas do
fenomeno estudado. A seguir, faremos um pequeno resumo das teorias dos
conjuntos fuzzy por nés utilizada Barros e Bassanezi (2005) e Peixoto (2005);
Bando (2002). Os métodos de Anélise Numérica ndo serdo aqui comentados,
pois acreditamos que eles sejam conhecidos e, caso nao sejam, podem ser

facilmente encontrados Cunha (2003).

2. Preliminares

Um subconjunto (cldssico) A do universo U pode ser representado por

sua funcao caracteristica, que é dada por

(2) 1, sexe A
xT) =
x4 0, sex¢ A.

A idéia de Zadeh, ao formular o conceito de subconjuntos fuzzy, foi
extender o conceito de um elemento pertencer ou nao a um conjunto, am-
pliando o contradominio de x4 para [0,1]. Adimitiu-se portanto, que um
elemento, ao pertencer a um conjunto, o faz com um determinado grau.

Um subconjunto fuzzy A de U, ou simplesmente conjunto fuzzy, é car-
acterizado por uma func¢ao de pertinéncia ¢4 : U — [0, 1], em que o nimero
@a(x) representa o grau de pertinéncia do elemento x ao subconjunto fuzzy
A.

Um controlador fuzzy é um sistema baseado em regras fuzzy e possui,

basicamente, quatro componentes: um processador de entrada (ou fuzzifi-
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cador), um conjunto de regras linguisticas, um método de inferéncia fuzzy e
um processador de saida (ou deffuzificador), que gera um nimero real como
saida.

A fuzzificacao é o estdgio onde as entradas do sistema sao modeladas por
conjuntos fuzzy com seus respectivos dominios. As funcoes de pertinéncia
sao formuladas para cada conjunto fuzzy envolvido no processo e, mesmo
que a entrada seja crisp (cldssica), ela serd fuzzificada por meio de sua funao
caracteristica. A base de regras pode ser considerada como o “nicleo” do
controlador fuzzy. Nela se encontram as proposicoes fuzzy, que sao fornecidas
de acordo com um especialista. E neste ponto que as variaveis e suas classi-
ficacoes linguisticas sao catalogadas e, em seguida, modeladas por conjuntos
fuzzy, isto é, fungoes de pertinéncia. As proposicoes fuzzy aqui descritas sao

feitas na forma linguistica:

Ri: SEx é A, Eyé B, ENTAO z é ()
Ry: SEx é Ay E y é By ENTAO z é Cy

onde A;, B; e C; sao conjuntos fuzzy.

O método de inferéncia que serd utilizado em nosso trabalho é o de
Mamdani Barros e Bassanezi (2005), que agrega as regras por meio do op-
erador légico OU modelado pelo operador matemético maximo (V) e, em
cada regra, os operadores 16gicos E e ENTAO sao modelados pelo operador
minimo (A).

Por fim, na deffuzificagdo, o valor da variavel linguistica de saida é
traduzido por um valor real. O método comumente usado, e serd também
o método utilizado em nosso trabalho, é o método do Centro de Gravidade
ou Centréide. Este método pode ser entendido como uma média ponderada
onde @4 (x) funciona como peso do valor z.

No caso continuo, a defuzzificacao pode ser dada pela formula

[ pa(z)zde
Jpa(x)dz

i
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O teorema seguinte desempenhard um papel fundamental para justi-

ficar nossa metodologia.

Teorema: Suponhamos que as funcoes de pertinéncia que compoem a
base de regras sejam continuas e com valores nulos fora de intervalos (como
por exemplo, as triangulares ou trapezoidais). Se a t-norma e a t-conorma
sao continuas e for adotado um método de deffuzificacao, como centro de
massa ou média dos minimos, entao a classe das funcoes f, é densa na classe
das funcoes definidas e continuas em conjuntos compactos Nguyen e Walker
(2000).

Aqui, t-norma e t-conorma sao operadores légicos de [0, 1]x[0, 1] em

[0, 1] que generalizam os operadores minimo e maximo, respectivamente.

3. Metodologia

Suponha que um determinado fenomeno seja modelado matematica-

mente pelo PVI

o = (@y) 51)
y(l'o) = Yo,

cuja solucao ¢é dada por

y(x) =yo + /x f(s,y(s))ds.

Como ¢ sabido, dependendo da complexidade do campo f, y pode nao
ter uma expressao analitica explicita. Nesse caso, o que se faz é adotar algum
método, como os de Runge-Kutta, para obter uma solugao numérica y,, para
o PVI (3.1), com

Yn —7n—oco Y-
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E claro que as aproximacoes ¥, s6 serao obtidas se o campo f for con-
hecido, ou seja, o conhecimento de f é uma imposicao do método numérico
para produzir a estimativa y, para cada x,.

Do ponto de vista de modelagem, a critica que se faz é que, muitas vezes,
o campo de direcoes f é conhecido apenas parcialmente. Isto é, ha clareza
apenas em algumas propriedades qualitativas de f, que sao reveladas pelo
fenomeno estudado. A partir dai, com o objetivo de se produzir uma solugao
matematica para o problema, adota-se, arbitrariamente, alguma expressao
matematica, que representa aquelas propriedades do fenomeno para o campo
f.

Nossa proposta aqui é “substituir” o campo f em (3.1) por uma base
de regras que representa aquelas propriedades caracteristicas do fendmeno.
Isto é, substituir o campo tedrico f pela f,. do teorema acima, produto da
base de regras combinada com alguma metodologia de controladores fuzzy.
Aqui adotaremos o método de inferéncia de Mamdani, com centro de massa
como deffuzificador.

Desse modo, o PVI (3.1) serd substituido por

Yt
7 = fr(@.y) | 52)
y(xo) = Yo

e, a luz do teorema citado acima, espera-se que

Yr 7r— Y,

ja que

fr —)T‘—>OO f7

onde y, é a solugao de (3.2). Mais ainda, como f,. é conhecida na forma de
tabela, pois é a saida do controlador fuzzy, faz-se necessario a utilizacao de

algum método para se obter sua solucao numérica, y,".
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Desse modo temos

Yr 7 n—oo Yr 7r—oc0 Y

o que nos faz crer que

n n—oo
yr _>r—>oo y

4. Aplicacoes

Apenas com o intuito de ilustrar a metodologia aqui sugerida por nds,
vamos aplica-la ao modelo de Verhulst e comparar sua solucao com a classi-
camente conhecida.

Como sabemos, a caracteristica principal no modelo de Verhulst é que
a razao de crescimento de uma populacao depende diretamente dos recursos

disponiveis da seguinte maneira Edelstein-Keshet (1987):

e Para populagoes baixas a regiao de crescimento ¢é alta;

e Para populagoes altas a regiao de crescimento é baixa.

A partir das caracteristicas desse modelo, supomos a seguinte base de
regras fuzzy para o modelo de Verhulst considerado como entrada a densi-

dade populacional (y) e como saida a razdo de crescimento percentual, ou

1dy.

especifica, denotada por Rt

1. Se a populacao é “muito pequena” entao a variacao é “grande posi-

tiva”

Se a populacao é “pequena” entao a variacao é “grande positiva”

13

Se a populacao ¢ “média” entao a variagao ¢ “média positiva”

4o

Se a populacao ¢ “média alta” entao a variagao é “média positiva”

Se a populacao é “alta” entao a variacao é “pequena positiva”

SIS A

Se a populacao é “muito alta” entao a variacao é “pequena positiva”
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7. Se a populagao é “altissima” entao a variagao é “negativa”

Com base nas regras acima, dividimos a varidavel de entrada “pop-
ulacao” em sete compartimentos, com os seguintes termos linguisticos: muito
pequena, pequena, média, média alta, alta, muito alta e altissima. Para
a variavel de saida “variacao”, os termos linguisticos considerados foram:
negativa, pequena positiva, média positiva e grande positiva, ou seja, temos
quatro compartimentos para esta variavel. Nas figuras 1 e 2, estao ilustradas

as funcoes de pertinéncia das variaveis de entrada e saida, respectivamente:

mjto ana pequena mediana media alta mto_lta altissima

R

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
populacao

Figura 1: Funcao de pertinéncia da variavel “populacao”

Utilizamos, neste artigo, o controlador fuzzy e o método de Euler Aper-

feicoado, cujas solucoes sao obtidas através da férmula

h
Ynt1 = Yn + E[fr(xnvyn) + fr(xn + h7 Yn + hfr('rnvyn))]a

onde h ¢é o passo utilizado para a discretizacao.
Com o intuito de comparar o resultado obtido, lembramos que o modelo

de Verhulst segue a seguinte equacao

dy _

O = ax(K — x)
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heg pana osit med osit gde osit mto_de] osit

variacao

Figura 2: Funcao de pertinéncia da varidvel “variagao”

onde a é a taxa de crescimento especifico e K é a capacidade suporte da
populagao. Observamos ainda que, para este artigo, utilizamos os seguintes

parametros: a = 1 e K = 167.

Na figura 3 vemos as solugoes obtidas através dos dois métodos: o
classico, com o campo f conhecido, e o fuzzy, feito a partir da base de regras.

O valor inicial x(0) = 10 foi o mesmo nos dois casos.

180 T T T T T T

160

140

120

populacao

80

60

40t /

— — —aprox.

20 exata |

0 2 4 6 8 10 12

Figura 3: Grafico das solugdes do modelo de Verhulst no caso cldssico e obtido

pelo controlador fuzzy
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A figura 3 ilustra, ainda que apenas graficamente, o quanto as solugoes

classicas (y) e via sistema fuzzy (y,) estao proximas.

Queremos ressaltar que o exemplo acima foi escolhido para ilustrar a
metodologia aqui proposta porque, nesse caso, o campo f é bastante con-
hecido, bem como a solugao y. No entanto, devemos lembrar que y, depende
apenas do sistema fuzzy. Isto significa que nao precisamos de nenhum mod-
elo pré-concebido f sugerindo uma solucao da forma y, para representar o

fenomeno estudado.

5. Conclusoes

Como comentamos acima, as solugoes via metodologia cléssica e via
sistema fuzzy sao bastante semelhantes. Qual delas deve ser escollhida para
melhor representar o fenomeno é uma questao a ser debatida. Enquanto no
caso classico hd uma arbitrariedade na escolha do campo f como modelo do
fenomeno, no caso fuzzy a arbitrariedade é fundamentalmente no método de
inferéncia adotado, ja que a base de regras é construida juntamente com um

especialista, e portanto, com forte representatividade do fendmeno estudado.

Se, por algum motivo, adota-se o campo f como paradigma, e con-
sequentemente y ¢ a solucao do problema, entao podemos “melhorar” as
estimativas ¥, produzidas pela metodologia fuzzy, de véarias maneiras: au-
mentando r; aumentando n ou ainda escolhendo um método numérico mais

eficiente, como os de Runge-Kutta de ordem mais alta.

Finalmente queremos dizer que a metodologia apresentada por nés pode
auxiliar na investigacao de parametros do modelo dado pelo campo f, que
geralmente tem grande interpretagao fisica/biolégica. Para isto, basta usar
o conjunto de dados gerados pelo nosso método e por meio de algum método
de ajuste, obter estimativas da solucao tedrica y. Estudos preliminares sobre

este assunto o leitor pode consultar Barros e Bassanezi (2005).
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planos a la superficie esférica
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Resumen. En el presente trabajo, se realiza una extensién de un modelo
de difusién, empleado por el Doctor Joao F. Meyer, de la Universidad de
Campinas (Brasil), sobre el modelamiento de difusién de particulas conta-
minantes en medios planos, como rios, lagos y mares costeros. La extensién
se hace para encontrar un modelo equivalente, que permita describir, en la

superficie bidimensional esférica, la difusién de tales particulas.

Palabras-clave: Ecuacion de difusion, coordenadas esféricas, contami-

nacion en medios acuosos, modelaje matemdtica.

1. Introducion

La difusion es un fenémeno presente en muchos aspectos de la natu-
raleza. Uno de ellos, es la difusién de particulas contaminantes en un medio

acuoso. El presente trabajo, tiene por objeto modificar un modelo de difusién
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de particulas contaminantes, apropiado en un medio liquido y plano (rios,
lagos o mares costeros), para que pueda ser utilizado en superficies esféricas
(el océano). Para lograr este fin, se utiliza uno de los sistemas de coordenadas
curvilineas y se plantean en el sistema escogido los elementos requeridos para

la extensién del modelo.

2. Algunos aspectos sobre la difusién

Existen en la naturaleza algunos procesos fisicos, llamados Fenémenos
de Transporte, que involucran transferencia de materia, energia o momentum.
Ejemplos de estos procesos son la viscosidad, propagacién del calor y la
difusion de masa.

Los modelos de difusion son planteados con ayuda de herramientas
matematicas que permiten la descripcion de los procesos difusivos, estas her-
ramientas son las leyes de conservacion y las ecuciones diferenciales ordinarias
y parciales. Algunos procesos bioldgicos, descritos a partir del modelo de di-
fusién, son encontrados en Murray (1991); Edelstein-Keshet (1988); Okubo
(1980).

Difusién es el proceso por el cual, la materia se propaga de una parte
de una regién en un sistema, a otra regién del mismo (Cranck, 1964). Orig-
inalmente, bajo difusiéon se comprendia al proceso de auto-mezclado de las
moléculas de un fluido. Posteriormente esta idea fue replanteada, ya que
puede resultar que en el proceso difusivo se encuentren fuerzas del medio”
que ayuden a la difusién de particulas, ademas de reacciones quimicas o
fisicas del soluto con el solvente.

En sintesis, la difusion tiende a devolver el sistema de estudio, a un
estado de equilibrio, esto es, un estado de concentracién constante.

La difusion se produce por dos mecanismos basicos: difusién molecu-

lar o Browniana y difusion turbulenta. La primera, es aquella en la cual las

* .
Fuerzas convectivas
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particulas suspendidas en un fluido, experimentan un movimiento aleatorio,
producido por colisiones entre ellas; este fendmeno se conoce como movimien-
to browniano. La segunda, es la difusion que incluye procesos inducidos por
agentes externos al fluido, los cuales, entregando energia de alguna forma
al fluido, lo vuelven homogéneo, esto hace que en la difusién turbulenta las
particulas se difundan mas rapidamente que en la difusion molecular.

Como no todos los procesos de difusiéon ocurren a la misma velocidad, se
ha definido un nimero llamado Coeficiente de difusion, usualmente denotado
por D, que mide la velocidad de la difusiéon de una sustancia en otra.

Las leyes que rigen los procesos de difusién de materia o masa son: la
ley de conservacion de masa™ y la ley de Fick™.

La ley de conservacion de la materia, afirma que: la tasa de variacion de
la concentracion de particulas en una region, en un instante dado, es iqual a
la tasa de entrada de las particulas, menos la tasa de salida de las particulas,
en la region considerada.

La primera ley de Fick establece que en un medio homogéneo e isotropi-
co, el flujo de particulas es proporcional a menos el gradiente de concen-
tracion de las mismas.

La primera ley de Fick expresada en términos matemaéticos es:

IC (x;t)

J(z;t) = _DT’ (2.1)

en donde:

» J(z;t): es el flujo de particulas, dado en unidades de masa por unidad

de area por tiempo.

» C(z;t): es la concentracién de la masa, dado en unidades de masa por

volumen.

= D: es el coeficiente de difusiéon, dado en unidades de area por tiempo.

““Enunciada por Lavoiser en el siglo XIX.
“*Enunciada por Fick en 1855.



160 Mendez & Villa

La ley de conservacion de masa expresada en términos matematicos es:
oC(w;t)  OJ(x;t)
o or

Al derivar (2.1) con respecto a x y reemplazando en (2.2), se obtiene:

(2.2)

IC (z;t) D82O(x; t)

ot 02 (2:3)

Esta ecuacion es llamada la Sequnda ley de Fick o Ley de Difusion
Unidimensional. Al extender la ecuacion(2.3), a un espacio n — dimensional,

la férmula resultante para la difusién es:

aC:D(M+...+M).

ot o3 Dz (2.4)

3. Estudio del problema

El modelo cartesiano empleado por Meyer para describir la difusion de

particulas contaminantes, en un medio bidimensional Meyer (2000), estd dado

por:
(?C’(:E,y,t) _ 2 £y 60
(r,y) € Q, QCRY ¢t € (0,77,
en donde:

= (" es la concetracién de particulas;
= o: representa la tasa de degradacién o decaimiento de las particulas;

- V= V(x;y;t): es un campo de velocidades;

D: es la difusividad de las particulas;

f(z;y;t): es una fuente (o sumidero segin el caso);

(r;y) €Q,QCR*y, t € (0, T
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Meyer considera las siguientes hipétesis simplificadoras del modelo:

1. El coeficiente de difusién D es constante en todas las direcciones.

2. La degradacion o es directamente proporcional a la concentracion del

contaminante.

ﬁ
3. El campo de velocidades V' tiene una componente nula en y, la otra
componente en direccion de x depende de y.

La frontera 02 de la regién estd dada por: 02 = Iy UT'y UTy y las

condiciones de frontera para este modelo son:

oC
1. = 2.—
Clry =0 2.5,

=0 3.8—0

= kC.
r on

1)

Meyer hace una aplicacién de su modelo a mares costeros, en la isla de

Sao Sebastido (Brasil), en este estudio emplea el siguiente modelo:

oC(z,y,t) 7
e (Dvc - vc) —oC+ f(z,y,1), (36)
(r,y) € Q, QC R t €(0,7].
La condicién inicial para este estudio es:
C(l’,y,O) = OO (xay)a (37)
y las condiciones de frontera son:
oC
.- D — = t 3.8
on - go (I7 Y, ) ( )
oC
2.—D—| =g (2,y,t 3.9
o, =010 (39)
oC —
3.—D—| =qV,C. 3.10
o |r, (3.10)
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El supone que si en (3.8) v (3.9), go = g1 = 0, significa que hay una
parte de la frontera, por la cual no hay paso de contaminante y que hay otra
parte de la frontera, que esta suficientemente lejos de ella, por lo tanto, se
puede considerar que hasta alla no llegara el contaminante. Para la condicién
3, supone que el paso de contaminante es proporcional a la intensidad de la
corriente marina.

Nuevamente, D y o son considerados constantes, y el vector velocidad
es V= (Vi(2,9), Vo (2.9)).

Como el modelo empleado por Meyer(Meyer, 2000) en una superficie
plana, no es lo suficientemente bondadoso para aplicarlo en el océano, dadas
las diferencias geométricas de las regiones de trabajo, se hace necesario re-
formularlo. Para hacer la extension del modelo, se requieren entonces, de las
expresiones para el gradiente, la divergencia y el laplaciano”™  en el sistema
coordenado esférico.

Las expresiones matematicas de las derivadas ya citadas, estan inti-
mamente ligadas al uso de los factores de escala. Esto sucede porque en el
sistema coordenado cartesiano, un incremento en alguna de las variables in-
volucradas, es proporcional a la magnitud de un desplazamiento espacial, lo
que no sucede en los otros sistemas coordenados. Son entonces, los factores
de escala los que permiten corregir las posibles distorsiones que se generen
al pasar del sistema cartesiano a los sistemas curvilineos. A continuacion se
tienen las expresiones matemadticas™  para el gradiente, la divergencia y el

laplaciano en los sistemas curvilineos.

> gradiente:

1af 10f 10f
=t L =L 11
Vf hl aul * hg 8u2 * hg 8U3 (3 )

> divergencia:

divlF =

1 8(h2h3F1) 1 8(h1h3F2) X 8(h1h2F3)

3.12
hl h2h3 8u1 8U2 au3 ( )

Kk ksk

Ya que éstas son las derivadas involucradas en el modelo cartesiano.
Los términos h;, i = 1,2, 3, son los factores de escala.

skskskokok
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> laplaciano:

vy | 0 (hshy O\ | 9 (lhs Of\ 9 (huhy Of
N h1h2h3 (9u1 hl 3u1 8U2 hQ 8u2 8u3 hg 8u3 .

(3.13)

3.1. Sistema de coordenadas esféricas

La eleccion del sistema de coordenadas esféricas para la extensién del
modelo, se explica por su similitud con la superficie oceanica.

En el sistema de coordenadas esféricas p denota la distancia del origen
o al punto p (p, A, @), A es el dngulo que se forma al proyectar el vector op en
el plano zy y la parte positiva del eje z; y, ¢ va a ser el angulo que se forma
entre el vector op y la proyeccion del mismo en el plano xy. Tenemos asi que
la variacién de estos pardametros es p >0, 0 <A <21ry —7/2 < ¢ < 7/2.

Como los factores de escala en coordenadas esféricas polares son:

or
dp

or
9¢

las expresiones para el gradiente, la divergencia y el laplaciano en co-

hy = —p, (314)

0
=1; hxz‘i = pcos ¢; h¢:‘

ordenadas esféricas resultan ser:

> Gradiente:

_(9f 1 of 10f
V1= (5 amson 556) 9

> Divergencia:

ia(szp)+ 1 OF, 1 0(cospFy)
P> Op pcose OX  pcoso 0¢

. (3.16)

o, 10 (,0f 1 0 (8 1 9 of
ViI= o, (p a—p) T R cos? g o (w) T P e0sd 06 (C“%) -
(3.17)



164 Mendez & Villa

4. Extension del modelo de difusion

El interés del presente trabajo es mostrar como se puede expresar la
difusion de particulas sobre la superficie esférica. Para esto, se tienen en
cuenta dos aspectos: primero, considerar inicialmente una esfera de radio
(1), lo que implica que las variaciones a lo largo del radio esférico serdn
nulas y por lo tanto no apareceran en la ecuacion que modela la difusién de
particulas en la superficie esférica. La segunda es que debido a que p =1, la
difusion de particulas estara determinada por las variaciones angulares A y
¢ de las coordenadas esféricas, como también de la velocidad de la corriente
marina, de la reaccion de las particulas con el medio y de la existencia de
una posible fuente o sumidero de particulas.

Teniendo en cuenta los términos para la degradacién y generacion ne-
ta de las particulas, como también la influencia de la velocidad del fluido,
se tiene entonces, que el modelo bidimensional, extendido en la superficie

esférica, queda expresado como:

5 { 1 (a2c> L tawac]

oC (z,y,1) cos? ¢ \ ON? 0¢? £
ot B v, 9C _aC
_ - | = 4.18
T ViG] eCH T e, (1)
\o)eQQCS?ytel0,T],
O = ¢ U Ao U ¢y U A,
en donde:

= La difusividad D es constante, en cualquier direccién.

= El decaimiento o es directamente proporcional a la concentracién del

contaminante y es considerado constante.

H
= La velocidad V' de la corriente marina varia en el espacio,

—

V=WVi\e),Va(\e)).
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Figura 1: Condiciones de frontera

= El término f es el mismo que en el modelo tridimensional cartesiano.

Las condiciones iniciales y de frontera para el modelo estan dadas por:

Condicién inicial:

Condiciones de frontera:
1.C| =0 2.C] =0 3.8—0 =0 4. —Da—C =kC. (4.20)
1 A1 877 Ao an @0

Las condiciones iniciales 1 y 2, en(4.20) significan que estan suficientemente
lejos de la regién de concentracion de contaminante, por lo que por ahi no al-
canzaran a difundirse particulas contaminantes. La tercera condicién expresa
que si la velocidad de la corriente marina, va en esa direccion, no habra di-
fusion de contaminante, en direccién opuesta a dicha velocidad; finalmente,
la dltima condicién nos indica que el paso de contaminante, es proporcional
a la cantidad de contaminante presente. La grafica de 1 ilustra la situacion.

Las dos primeras condiciones son las de Dirichlet, la tercera es la de

Von Neumann y la cuarta corresponde a una condicién de Robin.
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5. Confrontacion de los modelos

Los modelos son confrontados por medio de dos simulaciones: una para
el modelo planteado por Meyer y otra correspondiente al modelo extendido
a la superficie esférica. Las simulaciones fueron programadas en Matlab 6.5,
utilizando el método explicito de diferencias progresivas.

Los datos para las simulaciones se obtienen al tomar como particula
contamiante el petréleo, los valores para el coeficiente de difusién, coeficiente

de degradacién y campo de velocidades fueron sugeridos por Meyer.

5.1. Analisis de resultados de las simulaciones

Considerando ademés de la parte difusiva de ambos modelos, los térmi-
nos de degradacién, campo de velocidades y generacion neta de particulas,

se obtienen los siguientes resultados:

Ensayo 1,t=0 Ensayo 1,t=3

Figura 2: Difusion cartesiana
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Ensayo 1,t=0 Ensayo 1,t =3
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Figura 4: Difusién esférica

Para el modelo cartesiano se puede observar que la concentracion inicial
rapidamente se difunde por el medio, mientras la fuente va aumentando poco
a poco, en tanto que para el modelo esférico las graficas muestran como la
concentracion inicial se va difundiendo y también va siendo transportada por

el campo de velocidades, es decir, hay difusion y adveccién, igual situacion se
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Figura 5: Difusién esférica vista superior

puede apreciar para la fuente neta de generacion de particulas contaminantes.
Esto permite afirmar que existe una diferencia significativa entre las
simulaciones de los dos modelos, por lo que se justifica la realizacion del

presente trabajo.

6. Resultados

1. El modelo obtenido es mas aproximado a la realidad que el modelo
inicial, por cuanto tiene presente la curvatura de la tierra, esto gracias

a la influencia de los factores de escala.

2. Existe una diferencia al emplear los dos modelos en la superficie esféri-

ca, esto se puede apreciar en los resultados gréaficos de las simulaciones
hechas.

3. Aunque el modelo presente una discontinuidad en ¢ = 7/2, (en los
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polos).

4. El trabajo deja la posibilidad de seguir profundizando en el modelo

extendido, en los siguientes aspectos:

a) Puede pensarse en tomar p diferente de 1 y analizar los resultados.

b) Estudiar la difusién de particulas en las tres variables espaciales:
Py AY O

c) Tomar a D y ¢ variando en espacio y en el tiempo.
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