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Resumo. Neste trabalho apresentamos um modelo diferencial de macro-
evolucao, detalhando o processo de modelagem para obtencao das equacoes
diferenciais. Primeiros resultados, obtidos a partir da andlise numérica, in-
dicam que o comportamento do modelo depende de um parametro adimen-

sional das equagoes, tendo pouca dependéncia das condigoes iniciais.
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1 Introducao e Objetivos

No ano de 1859, a publicacao do livro “A Origem das Espécies”, de
Charles Darwin, revolucionou a maneira de se pensar em Biologia. Sob a
luz da Teoria da Evolucao através da selecao natural, muitas observacoes
biologicas puderam ser melhor compreendidas e interpretadas. Como exem-

plo, poderiamos citar a similaridade entre os organismos de espécies distintas,
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que, atualmente, pode ser explicado através da existéncia de uma espécie an-

cestral comum nao muito distante.

Sendo umas das mais poderosas ferramentas do raciocinio humano, a
Matematica também foi, e é, utilizada para melhor compreensao do fenomeno
de evolucao das espécies. R. A. Fisher foi um dos primeiros a propor mode-
los matemaéticos para o processo de propagacao de genes vantajosos (Fisher,
1937). Através do desenvolvimento da genética e com uma maior com-
preensao dos mecanismos que regulam a evolugao dos organismos, a aplicacao
de modelos e conceitos matematicos nessa drea de estudo desenvolveu-se sig-
nificativamente, sendo conhecida atualmente como “Genética de Populagoes”-
(Crow e Kimura, 1970; Hartl e Clark, 1989).

A Genética de Populagoes propoe modelos para se estudar a variagao da
freqiiéncia dos genes em uma certa populagao, sendo, em sua grande maioria,
modelos estocasticos. A velocidade de multiplicacao de um gene mutante, sua
chance de permanéncia na espécie, a freqiiéncia de individuos homozigotos
e heterozigotos, sao objetos de estudo da Genética de Populacoes. Dessa
forma, a Genética de Populacoes se estabeleceu como uma ferramenta de

analise teodrica dos processos evolutivos.

Contudo, do ponto de vista biolégico, no estudo do processo de evolucao
ha uma distin¢do entre micro e macroevolu¢ao(Eldredge e Gould, 1972; El-
dredge, 1992). Como o préprio nome sugere, o processo de microevolugdo
é aquele em que ocorrem “pequenas”’ modificacoes na espécie em estudo,
ocorrendo de geracao em geracao. Um exemplo classico de microevolugao
¢ o caso da espécie Biston betularia (uma mariposa) que teve a freqiiéncia
do gene que determinava uma cor clara diminuida em sua populacao du-
rante o periodo da revolugao industrial na Inglaterra (Sargent et al., 1998;
Grant et al., 1995). Nesse periodo, a poluicao do ar fez com que as su-
perficies das arvores ficassem escuras, tornando os individuos de cor clara
presas de facil localizagao por parte dos predadores, de maneira que houve
uma selegdo natural dos individuos (e portanto dos genes) que determinam

uma cor escura. Um exemplo de macroevolucao é a descendéncia das espécies
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de baleias dos mamiferos terrestres. Essa mudanca s6 pode ocorrer em uma
larga escala de tempo, comparada com aquela da microevolugao, e apresenta
mudancas radicais no organismo da espécie, podendo gerar, durante o pro-
cesso, espécies totalmente diferentes, dependendo da “direcao” de evolugao
(Eldredge, 1992).

Uma diferenga fundamental entre micro e macro evolucao é que primeira
pode ser estudada diretamente, através de experimentos, enquanto a se-
gunda, devido a sua natureza lenta, sé pode ser estudada indiretamente,
como por exemplo, através de fosseis, analise de sequiéncias de DNA e, é
claro, modelos matematicos. Naturalmente, isso torna muito mais dificil
compreender os mecanismos e processos macroevolutivos do que os processos
da microevolugao.

Os modelos utilizados em Genética de Populacoes refletem, em geral,
os processos de microevolugao, geracao apds geragao. Existe ainda uma con-
trovérsia se a macroevolugao ¢ apenas microevolucao acumulada ou se esta
possui outros mecanismos além daqueles da microevolugao (selegao natu-
ral, variagdo genética, fluxo de genes). De qualquer forma, os modelos da
Genética de Populagoes que visam reproduzir a evolucao da freqiiéncia de
genes na populacao refletem, na verdade, exatamente esses mecanismos de
microevolucao. Propomos, entao, uma abordagem diferenciada para o pro-
cesso macroevolutivo, onde “esquecemos”, os detalhes das distribuicoes de
freqiiéncia de genes e buscamos criar um modelo “macro”, onde tenhamos a
visao do processo em larga escala de tempo.

De maneira a tornar claras nossas limitagoes e intencoes, listamos a

seguir quais sao e quais nao sao os nossos objetivos neste artigo:

e Buscamos criar um modelo de macroevolucao baseado em uma mode-
lagem em um espaco de aspecto, onde a populacao se distribui, sujeita
as forcas de selecao natural e variagao genética. Esse modelo pode
servir como alternativa aos modelos estocéasticos da Genética de Popu-

lacoes.
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e Ainda que em fase inicial, testar o comportamento do modelo, através

de simulacoes numéricas.

e Nao temos a intencao de comparar uma abordagem e outra, apenas

oferecer uma alternativa para a modelagem de macroevolucao.

2 Modelagem Matematica

Nesta secao apresentamos o processo de modelagem através do qual

podemos obter as equagoes diferenciais que regem o modelo.

2.1 O Espaco de Aspecto

O conceito de espaco de aspecto, amplamente utilizado em dindmica de
fluidos e na modelagem da movimentacao de populagoes (Lin e Segel, 1988)
¢ a abordagem que utilizaremos para modelar o processo de macroevolugao.
Os individuos de uma populacao se distribuem em um “espaco de carac-
teristicas”. Esse espaco é abstrato, tedrico, e sobre ele, ocorrem os processos
de selecao natural e variacao genética.

Para criar um exemplo mais claro, suponha que estamos estudando
apenas a evolucao do tamanho da asa em uma certa espécie. Entao o espaco
de aspecto, nesse caso, seria um intervalo da reta real, onde se distribuem
os individuos, sendo que a selecao natural pode favorecer certos individuos
com tamanho de asa dentro de um intervalo especifico e a variacao genética é
responsavel por gerar individuos de diferentes tamanhos de asas. Deixamos
claro que esse exemplo é apenas para uma melhor compreensao do modelo,
pois nao estamos interessados em criar modelos especificos de evolucao de
certas caracteristicas ou tragos em uma populagao, senao que estamos inte-
ressados no movimento de uma populagao através de um espago de aspecto
abstrato.

De maneira a tornar viavel a analise e também por ser esse o primeiro

modelo criado com essa intengao, tomaremos nosso espaco de aspecto como
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sendo um intervalo da reta real, a dizer 2 = [0, L]. Esse serd o espago onde a
populacao ird movimentar-se, sujeita as forcas de selecao natural e variagao

genética.

2.2 Modelo Discreto

O modelo pode ser deduzido via uma discretizagao do dominio €2, para
depois tomar-se o limite para o caso continuo, ou através de uma mode-
lagem de meio continuo, utilizando-se os principios de conservagao. Aqui
apresentaremos apenas o processo de modelagem através da discretizacao do
dominio, por julgar que a mesma torna as idéias mais claras e acessiveis a
compreensao. A modelagem via principios de conservacao sera apresentada
em outra oportunidade.

Dessa forma, dividimos o dominio em N intervalos iguais, sendo Ax, o
tamanho desses intervalos. Dessa forma, criamos N classes, e definimos Uj,
i =1,...N como sendo o niimero de individuos no intervalo [(i — 1)Ax, iAz].
Além disso, consideramos um intervalo de tempo At, sob o qual analisaremos
a variacao no nimero de individuos da classe 7 no instante ¢, que denotamos
por Us;.

Teremos, como ingredientes do modelo, os seguintes fatores, como na

figura 1:

1. Reprodugao dos individuos da classe U;, gerando individuos semelhan-

tes aos mesmos, dentro da propria classe U;.

2. Reproducao dos individuos da classe U;, gerando individuos distintos
aos mesmos, das classes U;_; e U;y;. Esse ingrediente, na verdade,

representa a variacao genética da microevolucao.

3. Existéncia de uma “funcao de adaptacao”, que varia de acordo com a
classe do individuo.

4. Taxa de reprodugao diferenciada entre individuos mais aptos e menos

aptos, representando a “forca” de selecao natural.
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Figura 1: Esquema dos ingredientes a serem inclufdos no modelo. U ; também pode

ser escrito como Uf_; = U!_,,, Ul = Ul e Ul | = UL, 5, 1- Efeito de reprodugao dentro

de uma mesma classe. 2- Efeito de variagao genética. 3- Mortalidade.

5. Mortalidade tipo Verhulst devido a saturagao do meio por individuos.

Definindo U} como a quantidade de individuos na classe i no instante
k, buscaremos modelar a variacio AU! = U4 — UL,

Para incluir os ingredientes 1 e 2, acima, definimos r como a taxa
de reproducao no intervalo At, a unidade de r é, entdao 1/[t]. Além disso,
definimos uma fracao o que representa a fracao de individuos que nascerao
em classes distintas dos pais, sendo metade da classe a direita (classe i — 1)
e a outra metade a esquerda (classe 7 + 1). Em analogia aos processos de
microevolug¢ao, o tem o mesmo papel que o da taxa de mutacao. Dessa
forma, ficamos, por hora, com:

AUt = U1 — o) + %UU?H + %UU}_1 (2.1)

7
onde o primeiro termo representa a reproducao dos individuos gerando des-
cendentes dentro da propria classe, enquanto os outros dois termos represen-
tam a geracao de individuos da classe ¢ por parte das populacoes das classes
1—1let+ 1.
Todavia, se utilizassemos a equacao 2.1, nosso modelo estaria represen-

tando uma taxa de reprodugao igual para todas as classes. Como queremos
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representar o efeito da selecao natural, devemos relacionar a taxa de re-
producao dos individuos com uma funcao de adaptacao. Para que essa funcao
represente taxas de reproducao diferenciadas, definimos f : Q — [0,1] com
valores adimensionais, onde 0 representa a impossibilidade de reproducao e

1 a taxa maxima de reproducao da espécie, fazendo:

, ro , ro ,
AUL = J(iAa)r UL = 0) + 2 (i + DA Ulsy + S5f (i = DA UL,

(2.2)

isto é, quanto maior o valor de f no intervalo da classe i, maior sera a taxa

de reproducao dos individuos daquela classe. Por questao de clareza, fazemos

f(iAz) = f;, de forma que a equagcao 2.2 fica:

AU = rfiU! + - (finUtoy = 201 + finUlL) (2.3)

Finalmente, modificamos a dinamica vital da equagao 2.3 (rf;U}), que

¢ malthusiana, para uma dinamica de Verhulst, representando o efeito de
saturagao do meio e da competicao entre os individuos, substituindo-a por
rUl(fi — P/K), onde P = sz\il U; é a populagao total e K é a constante
de saturacdo do meio, tendo como unidade [U]. Assim, a equacdo para o

modelo discreto fica:

N
ro
AU} =rUl(fi = Y U E) + o (iU = 2fU] + feaUfa) - (24)
i=1

Na figura 2 apresentamos um esquema com a formulagdo matemaética
do modelo. Se tomamos na equagao 2.3 o limite N — oco(Az — 0) e At — 0,

entao a dinamica continua que representa o modelo discreto acima é:

N Fu((a) - /QU/K) ek (2.5)

onde u(zx,t) representa a densidade populacional no ponto x no instante

t, 7 (que denotaremos por r daqui por diante) é a taxa mdaxima de re-

~ . ~ . 2 . o~ s .
producao instantanea e M = lima,_.oat—0 AA—xt, uma condicao necessaria para
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Figura 2: Esquema das equagoes utilizadas para representar cada um dos efeitos de

variacao genética, competicao, mortalidade e reproducao.

a deducao da equacao de difusao, que aqui se repete, devido ao operador dis-
creto fiUly — 2f;Uf + fiyaUf . B possivel deduzir essa mesma equacao
através de principios de conservacao em meios continuos.

Vale notar que a taxa de variagdo temporal de u(z,t) vem decomposta
roM O*(f(x)ul

2 0x?
modelo representam as forcas de selecao e variagao genética, respectivamente.

como a soma de duas parcelas: ru(f(z) — [u/K) e , que no

3 Simulacgoes do Modelo

3.1 Adimensionalizacao

Em primeiro lugar, empregamos uma adimensionalizacao da equacao
2.4, fazendo x* = x/L, t* =rt e v* = uL /K. A equagao resultante é, entao

(ja retirando os asteriscos):

% =u (f(a:) — /01 u(z,t)dz) + DW (3.1)

onde D = oM /2L2.
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Como buscamos modelar o processo e macroevolucao, temos uma hipo-
tese fundamental a ser incluida no modelo, que nao se encontra nas proprias
equacgoes: que a mudanc¢a nos individuos, de geragao para geragao ¢ pequena
se comparada com o processo inteiro de macroevolugao.

Ora, a movimentacao dos agentes no espago de aspecto, se d& devido

roM O*(f (x)u]
2

produgao instantanea, 1/r ¢é a escala de tempo da reprodugao. Para obter a

ao termo difusivo

na equacao 2.5, e como r é a taxa de re-

ordem de grandeza da “distancia” percorrida pelos agentes nessa escala de

tempo basta tomar o coeficiente de difusao fazer uma andlise dimen-
sional, obtendo L, = oM /2L. Finalmente, incluimos que essa distancia
deve ser pequena em relacao ao dominio inteiro, que tem comprimento L, ou
seja, Lyer/L = o M/2L? = € < 1.

Assim, o parametro adimensional D é um nimero pequeno € com
relacdo a 1, uma hipdétese fundamental para a representacao do processo

de macroevolucao.

3.2 Estabelecimento dos mais aptos

De maneira a testar o comportamento do modelo e sua coeréncia com os
objetivos buscados (isto é, simular o processo de evolugao de uma espécie em
um espago de aspecto abstrato), criamos um cenério de simula¢ao onde exista
um resultado esperado do ponto de vista biolégico, para entao, compararmos
com o comportamento da modelo matematico.

Nosso primeiro cenério de simulagao tem como objetivo testar a capaci-
dade do modelo de fazer com que a populacao de dirija a regioes de maior
valor adaptativo. Para tanto, criamos uma funcao de adaptacao como na
figura 3 As condigoes de contorno adotadas para u sdo u(0,t) = u(1,t) = 0,
significando que qualquer individuo com essas caracteristicas nao consegue
sobreviver, representando a natureza limitada da extensao do dominio. A
condigao inicial é uma func¢do wug(z) que representa a distribuicdo inicial da

populacao.
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Figura 3: Funcio de adaptagao sobre o espaco de aspecto. A funcio é dada por f(z) =

(z + k)"
de k= 0.01 = 10.
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Figura 4: Simulagdes numéricas do modelo diferencial. D = 0.01. a) 1- condicdo inicial,
2- estado do sistema apds um intervalo adimensional de 6.25 (100 iteragdes no método
numérico). 3- estado do sistema a partir de 18.25(300 iteragoes). b) 1- condigao inicial,
2- estado do sistema apds um intervalo adimensional de 3.125 (50 iteragdes no método

numérico). 3- estado do sistema a partir de 12.5(200 iteragoes).
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Do ponto de vista bioldgico, esperamos, como resultados das simulagoes,
que a populacao caminhe para regioes de maior valor adaptativo, nesse caso,
que a populagao de concentre na regiao [1/2, 1]. De fato, simulag¢oes do mode-
lo com o parametro D < 0.01 apresentaram o comportamento esperado, com
a populagao rumando para uma distribuicao estacionéaria onde pos individuos
se concentram na regiao de maior valor adaptativo, independentemente das
condigoes iniciais. Apresentamos, na figura 4 a evolucao do sistema para

diferentes condigoes inciciais.

3.3 Sobre o valor de D

Simulagoes para diferentes valores de D apresentaram comportamentos
bem distintos, sendo que esse parametro parece reger a dinamica principal do
sistema, tendo as condigoes inciais pouca importancia para o estabelecimento
da solucao estacionaria final.

Valores de D nao muito pequenos, significam, biologicamente, que a
espécie é capaz de mudar muito na escala de tempo da reproducao. Nesse
caso, nao ha um estabelecimento claro dos individuos mais aptos. De uma
maneira geral, quanto menor o valor de D, maior é o estabelecimento dos

individuos mais aptos, e quanto maior D menor ¢é esse estabelecimento.

4 Conclusoes

Dentro de nossos objetivos buscamos apresentar um modelo diferen-
cial de macroevolugao que utilizasse uma abordagem diferenciada, que nao
a analise da freqiiéncia de genes em uma populagao. Apresentamos os argu-
mentos de modelagem bem como os primeiros resultados de anélise, através
de simulac¢oes numéricas.

A analise do comportamento do modelo deve ser aprofundada, princi-
palmente porque parece haver um dependéncia direta do valor do parametro

D, o que pode facilitar o estudo de seu comportamento. Um mapeamento
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dos resultados das simulagoes do modelo com relacao a esse parametro é o
préximo passo a ser dado.

Uma vez clara a analise do modelo com relacao a esse parametro, pode-
mos realizar um reinterpretacao biolégica do mesmo, confrontando-a com as
hipoteses e teorias encontradas no estudo biolégico de macroevolucao.

Enfim, permanecem amplas possibilidades para o aprofundamento do

estudo do modelo, que serao abordadas em trabalhos futuros.
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