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O Problema

Neste trabalho, o objetivo é o de recorrer a instrumental numérico em sistemas do tipo
SIR ou SIRS com difusdo espacial a que iremos acrescentar determinadas hipoteses
relacionadas a um estudo de caso. Neste exemplo, iremos tentar descrever algumas das
hipoteses relacionadas a avaliagdo do mal-das-cadeiras em populagdes de capivaras,
uma epidemia com espalhamento espacial ciclico em determinadas situacdes com tal
tipo de roedor em ambientes naturais. A idéia, entdo, seria a de colocar um modelo SIR
ou SIM, porém apenas com equacBes para Suscetiveis e Infectados, ja que 0s
removidos o sdo por morte (0 que explica a sigla: SIM), simulando o comportamento
evolutivo da epidemia citada. Este modelo incluiria a dispersdo espacial das capivaras
infectadas, o contagio das suscetiveis, e uma dindmica populacional das suscetiveis, ja
gue as infectadas praticamente ndo se reproduzem como tal. Além disto, como a
populacdo inicial de capivaras suscetiveis € homogénea, nada ocorre em termos de
difusibilidade numa fase inicial, mas a variacdo espacial e temporal surge quando, por
contagio, parte da populacdo de animais suscetiveis passa a infectados e estes, apOs
algum tempo, a mortos (ou removidos). O primeiro modelo nédo ird incluir insetos

transmissores do trypanopssoma equus causador desse mal endémico.
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O Modelo Matematico

Este primeiro modelo é dado, consequientemente, por:

S=5(x,y;t), I=1(x,y;t) e M=M(x,y;t) taisque
0S

B 4 AS+diV(VS) + 6.8 = AS1— 1) s,
ot K

1
ﬂ—(x,AIJrCS,I =+3SI-yl e @)
ot
%:yl para(x,y)e QcR?e te(0,T].

Uma condicao inicial possivel é dada por S(x,y;0) = Sy, constante em todo o dominio,
por M(x,y;0) = 0 e por I(x,y;0) = ly(x,y), onde se supde uma populacdo de animais
sadios, e suscetiveis, homogeneamente distribuida pelo dominio do estudo, e uma
populacdo de infectados concentrada em alguma sub-regido do dominio Q. As
condi¢des de contorno sdo — numa modelagem exploratéria, inicial - de tipo Dirichlet e

von Neumann homogéneas, indicando partes de fronteira 9Q em que h&a um obstaculo

a passagem de individuos da espécie estudada (I';) e onde néo ha individuos (I'p):

aS(x,y;t) =0 para te (0, T] e

on (x.y)eT;
S(x, y; t)\(x,y)ero =0 para t € (0, T], além de 2
al(x,y;t) =0 para te (0, T] e

on (x.y)el;

1%, ¥ 9], ), =0 para te (0, TI.

Os parametros que figuram em (1) indicam, como € usual:
e as € oy S30, respectivamente, os parametros de dispersdo populacional de

Suscetiveis e de Infectados;
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e o5 € o sdo, por sua vez, parametros indicativos da hostilidade do meio, para
Suscetiveis e Infectados, respectivamente;

e V indica (se necessario) uma direcdo preferencial de movimento de individuos
suscetiveis, com div(V) = 0;

e ) fornece a taxa intrinseca de reproducdo (considerada aqui para um modelo de

dindmica logistica) de elementos Suscetiveis da espécie;

K ¢ a capacidade de suporte do meio;

B d& ataxa de infeccéo; e
e v ¢ ataxa de falecimento de individuos infectados.
Uma das razfes que motiva o uso experimental deste modelo consiste no fato se obter

um falso estado estacionario, dado por:

o, +Y

B (3)
_BK(os—2)—h(o, +7)

B.(A - B.K)

Este par de valores, ainda que permaneca (pelo menos teoricamente) estavel em termos

S=

das respectivas populagfes de animais suscetiveis e infectados, ira corresponder a uma
variacdo linear no tempo para a populacéo de individuos mortos, contrabalancando o

crescimento da populacdo pela reprodugéo dos sadios. Evidentemente esta terna dada

por (§,i, M(t)) depende de serem também constantes todos os parametros envolvidos.

Do ponto de vista da populacdo efetivamente afetada, isto pareceria apontar para um
equilibrio populacional possivel com a coexisténcia de animais sadios e infectados. As
condigdes de variabilidade, porém, tanto nas caracteristicas das espécies, quanto em
fatores que fazem variar coeficientes de contagio e de infeccdo, bem como de remocéo,

descartam essa convivéncia estatica da doenca no meio de uma populacéo.
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Isto posto, iremos recorrer a métodos de aproximacdo para descrever soluces do
sistema (6) acima, incorporando caracteristicas qualitativas com as quais se possa
analisar o mal-das-cadeiras que pretendemos avaliar em uma populacdo endémica.
Desse modo, iremos aproximar taxa de infeccdo — que descreve o contagio — por uma
senoidal, que deve retratar (numa primeira aproximacéo) a variacdo periddica sazonal
da populacdo do inseto transmissor. Serdo aqui consideradas apenas as moscas
varejeiras ou “tabanos” ja que o presente modelo ndo ird incluir os barbeiros ou
“vinchucas” que, embora transmissores, nao se manifestam significativamente no meio
estudado. Assim, associando a acdo do transmissor a sua densidade populacional, sua

disponibilidade, teremos de (6), substituindo a taxa de infeccdo constante B pela

expressao p+3.sin(n.t/6):

S=S(x,y;t), I =1(x,y;t) e M=M(x, y;t) taisque

o _ asAS +div(V.S) + 6,8 = AS(L— Stly_ (B + 6.sin(m)j.8.l,

ot K 6

ol = m.t “)
a—a,Al +0,l= +(B+6.sin(é)j.s.l =l

aa'\t/lzyl, para(x,y)e Qc R*e te(0,T].

com S(x, y, 0) = Sy = constante, M(x, y; 0) = 0 e I(x, y, 0) = Is(X, y), além de satisfazer
a (2). A unidade temporal aqui usada é o més (o que justifica o termo oscilatério anual
n.t/6 em (4)).

Abrimos mdo, evidentemente da exibicdo de uma expressdo simples para a solucdo
analitica, e dedicamo-nos, aqui, & busca e ao manejo exploratério de solucbes
aproximadas. O objetivo, muito mais do que defender que tais solucdes retratariam
realidades possiveis, é o de criar uma cultura de modelos para que, a medida que novas

caracteristicas de cendrios reais e efetivos sejam incorporadas aoc modelo, uma intuicao
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adquirida auxilie na consideracdo avaliativa das solucBGes aproximadas, permitindo
uma critica efetiva do uso do modelo e de seus resultados.
Nessas condigdes, passaremos a formulagdo variacional do sistema acima descrito,

escolhendo antes espagos funcionais convenientes para esta linha de trabalho:
ou
H={u:Vte (0, T, ueH (Q) ,—eL*(Q)eul =0
{ 0, T] ()at (@) e uf, }(5)
V={vive H'(Q) e v|ro =0}

O que se obtém é, entéo:
S=S(x,y;t), I=1(x,y;t) e M =M(X, y;t) em H tais que

(‘2—f|v)—as(AS|v)+(V.§S|v)+cS(S|v)=
Ao = . mt A
:x(S|v)—E(S |v)—(B+6.S|n(?)+EJ.(SJ|v),
(%IV)—OL.(AI|V)+G.(||V)=+B(5-||V)—v(||V),

(88—'\:'|v)=y(l|v), para Vv € V.

Ora, para V te(0, T], este sistema, com o uso do Teorema de Green e a incorporacao

das condigdes de contorno de Dirichlet e de Von Neumann homogéneas, leva a:

(%S|v)+as(v3||vV)+(T/.§S|v)+os(5|v)=

_ r iy B ssind®™h L A
=MS]|V) K(S | V) (B+6.sm(6)+KJ.(S.I|V), ©
Ve, (117 +0,(11) = +(B+6.sin<%t)].(s.l V) =11 |V),

(%M IV)=y(1|V), parawveV.
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H4, ainda, que se exigir das func¢des procuradas S, | e M que satisfacam as condigdes

iniciais, S(X, y, 0) = Sp = constante, 1(x, y, 0) = ls(X, y), e M(X, y; 0) = 0.

Discretizagéao
Deste modo, obtivemos a formulagdo fraca, ou variacional, do problema originalmente
proposto, formulacdo apropriada para a discretizacdo via Método de Galerkin, com
Elementos Finitos. Além disto iremos recorrer a Crank-Nicolson na discretizacdo da
varidvel temporal. Para isto, na pratica, & necessario promover uma separacdo de
varidveis: tratamentos diferenciados para a varidvel tempo e para as espaciais. O
espaco de Hilbert H serd aproximado por subespacos V, cujos elementos sdo da

forma
N
V= Z C (t)-(Pj (X, y).
j=1

As fungdes @1, @2, @3.. Oy geram um subespaco Vy, do espacgo V de funcdes teste.

As solucdes de (6) S, | e M serdo aproximadas por expressées do tipo:

S, =3 pi(0,(x.Y)
N 7
Ih:qu(t)'(pj(le) ()

j=

=N

N

My =2 ri(t)e(x,y)

i=1

0 que, em (6), leva ao sistema ndo-linear de Equacdes Diferenciais Ordinarias:
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p()
2 g

(o; | o, )+%Zp OVe; | Ve, )+Zp (t)NV<p, | o))+

+GSij(t)((Pj lo;) =
-130, 06 |wi)—ﬁzpj(t)zpk(t).(@k.cp,- 9~

(B Sosin(E) +ie JZD ORNCICEATS! ®)
da; (1)

i |(pi)+alij(t)(vq)j ||V(Pi)+GIqu(t)((Pj l¢;) =

i
= A
—+[BrasineE) |09, (O X000, 10 120,000, )
i k i
dr; (t)
2 o (@ile)= +vzq (t)(o; | 9;), paraVe, basedeV,.
J
O passo seguinte é o de se substituirem os termos de variacdo temporal, usando o

método implicito de Crank-Nicolson:

de,t, +A%) ¢t )—c.(t
: /2 =~ i) =6 G) comerroda ordemde (At)* e
dt At (9)

c.(t )+cCi(t
c(t, +A%);M comerro da mesmaordem.

Denominando p;”, g e r" as aproximacdes de p, q e de rnos nés ( X, y;, to),

pode-se usar (9) e voltar a (8) para obter uma nova aproximacao do sistema dado ai:
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(n+1) (n) (r|+1) (n)

p P; p +P;
Z'T(‘P I¢)+asz%(wj | Vo,)+
i
(n+1) (n) (n+1) (n)
P;j P = P; +P;
+Z%(V-V(\Dj|@i)+csz J > : ((PjI(Pi):
i i
(n+1)
—xzp’ p 0100~
(n+1) (n+1) (n)
APy 7" «p" +p, B
KX X eele)
Tt 1 (n+1) (n (n+1) (n)
— . n+> A P; +P; q +q
- 8.sin )+ — |y ! k k(0.0 |0:),
B+ dsin(— )+ Z, 5 ; 5 (001 9)
(n+1) (n) (n+1) (n)
q q; q +0Q;
217((,) I¢)+alz¥(%j | Vo,)+
(n+1)
+c.2q’ q "oy 100 =
~ n.tn+£ o (n+1) +p ) q (n+1) q_(n)
=+ B +3sin( 6 %) z : 5 : Z : 2 l -((Pk-(PjI(Pi)_
‘ J (10)
(n+1) (n)
q; +4q;
—YZ%(%I%),
j
(n+1) (“) q (n+1) q (n)
Z i (o;19;) = +YZ%(%I%),

para V(pi € base de V,.

As condicdes iniciais também tém que ser discretizadas:
' = So(%, ¥) = S0 ¥ = lo(x;, y) e M©=0,j=1,.,N.  (11)

Nesta expressdo, separando 0s termos em t,.; e em t,, obtém-se:
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n+ a At n+
Z pj( 1)((Pj |‘Pi)+STZ pj( ”(V‘Pj IVe;)+
i i
At
2

xAt o
- Z p; " (e o)+

ZmMNV¢mH ZmWW|)

(n+1) n)

AAt ne
+W ( 1)2 Py p (o.0;l9)+
m.t 1 q (n+1) +q, (n)
+ ZPJ(M)Z £ (‘qu’ lo;) =
n o At N
=Z pj()(q)jlq)i)_st pj()(V‘Pj”V(Pi)_
- -
fﬁz DWVe,le)-2 (g, l9,)+
> 2 Py oo, Zp, o;lo,
xAt , LAt ; o
+— ZP,()(‘P |‘P)*7 ()zpki(q)q) lo;) -
J
.t

(n+1) (n)

z p, Zu'((pk'q)jltpi)!

ne o At ne o At ne
> q)f 1’(q>,|<p.)+'TZ q; 1)(Vq>JIIV<p.)+'TZ a9, (e, le,) -
j j i

(n)

1

"** + n+
[ Ssm( 62).2 P - P 5 q," (9,0, 10+
Aty

I\J‘D

-2

(r|+1

ile) =

n a At n o At n
qj”(q’,lcp.)— g > a, " (Ve Ve, - 5 >a," e le)+
i j

.t

Lo ey p. "+ p, (12)
B+ &.sin ( 5 Z

2 zjqj(n)-(q’k-q)jlq’i)_

+ I
l\.w‘~< '\"D -™M I\.)‘

Z e le),
j
(n+1) (n)

- q q;
(e, le)) = Zr (o, |<p)+YAtZ %(mjlmi),
j

para V¢, € base de Vh.

Reagrupando convenientemente os termos de (12), visando facilitar uma expressao que

conduza de modo mais natural as manipulagdes algoritmicas, obtem-se:
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5P+ 2 -2, o) + 11v0) +
+?.(V.V(pj |(pi)+2—i[.%&;pkn)-(¢kipj |9;)+
+%. B+5.sin(mtT"+;)+:2 .%qk(ml)z 0" (0 0;19,)}=
- 2p, -2+ o, o 1V9)-
_?(\*/.anj |<pi)—2—AKt%M-(@kmj l¢i) -
_%, [‘3+5,sin(mt +;)Jr% .%&;qkm.((pkxpj | i)},
£, {1+ 25+ X oy o) + 25 (Vo [ V) -
_%, B+5.sin(n.tg+§) .%pk(nﬂ);pk(n) (90, 19)}=

n o, At At o, At
=20, {l1- ==~y [0 =5 (Ve Vo) +
nt (n+1) ()
At | = . n+- p +P
+=|B+dsin 2) [y =k Kk (0,0 |0
5 B ( 5 )% 5 (0 ;| 0;)}

(n+1) (n)

Meyer & Pregnolatto

(12)

Zl’j(n+1) ((Pj lo;) = er(n) ((Pj | ¢;) +YAtZk:%((pj | 9:),
J J

para Vo, € basedeV,.
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Algoritmo

11

Este sistema pode ser expresso de modo bastante resumido (visando a explicitagdo do

procedimento algoritmico de aproximag&o) como:

US(S(”) S(ﬂ+1) | |(”+l))_S(n+1):WS(S(n) S(n+1) 1™

| (n+1)) ls(ﬂ)

U|(s(ﬂ), S(”*'l), |(n), |(ﬂ+1)).|(ﬂ+1) — W|(S(n), S(n+l), |(ﬂ), I(n+1)).|(n), e

Un. M = Wy . M@ + w(1®, 1™ onde os operadores ndo lineares Us, Ws U, W, e

as matrizes Uy e Wy, além do vetor w(I™™?, 1), sdo dados, respectivamente por:

Us(i,j)=1[1+

2 *27]-((P,|(D.)+

}\,At (n+1) (n)

At o
+ —(V.Vo. )+ .
2( 9;le) T
n.t
_ L (n+1)
Az—t.[}+8.sin( 2

WG j) = [n- SeAt, 2AL

2 2
At — LAt p " 4 p, W
- —(V.V - .
5 oile) - ¢ Zk: 5
L S 1
At | — . ne b3 g, """ +q
- — | B + &.sin 2y )y Ak - Tk
2 | P — KJZk: 2
Ui =s AL Y800 g,y + AL
2 2
.t (n+1) (n)
At | — . ne Py + P
- —.| B + &.sin ( 2y | (
2 6 Zk 2
- c At YAt a At
W) =1 22 Yany - %2t
(0 =1 7 7 1o 1e) 7
Tt (n+1) ()
At | — . "ty p + Py
+ —| B + d.sin ( 2 |. k (
2 6 Zk: 2

Uy (i) =Wy (i,0) = (e 1¢;) e ainda,

q; + q

w (i) = yAt) (¢ ;@) para

o At LAt oAt
2

" A q . +q
6 )+KJ'Zk 2

0 vetor w

V ¢, € base

(VoillVe;)+

+
> %-(m-mlmﬂ

(n)
(o0 19

]-((p,ltp.)fuszA-(lelV(p.)f

(oo ;lo)-

(n)

(0 1 0)

(Vo lIVe;)-

v ;iloi)

(VoillVe;)+

L] [ o)
sendo  dado

de V,.

por

(13)
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A obtencdo dos valores de S™P, ™D e M™Y sera por meio do seguinte esquema
identificado como (14) e expresso tanto de modo didatico quanto algoritmico:

A partir de S@, 19 e M@

1. Obter S da equacéo linear

Us(S©, SO, 10, 19) 5 = Wg(S©, 5@, 1@, @) 50

2. Obter 1 da equacéo linear

U|(S(O) s® O |(0)).|(*)=W|(S(O) s® 1O |(0)).|(0)- (14)

3. Obter M® da equagdo linear

Un.- MO = Wy MO+w (19, 10);

4. Obter S da equaco linear

US(S(O) s® |© |(*)).S(**)=W5(S(O) s® @ |(*)).S(O)'

5. Obter 1™ da equacéo linear

U|(S(0) st @ |(*)).|(**)=W|(S(O) s O |(*)).|(0)-

6. Obter M da equacéo linear

Un- M = Wy MO+w (19, 16

7. De modo analogo, obter S, 1" e M,

8. Depois de um namero relativamente pequeno de iteragdes deste tipo, fazer

S(l): S(**---*) |(1): |(**---*) e M(l): M(**---*)-

9. Este procedimento triplo € repetido para cada passo no tempo para se obter:

US(S(H), S(*”'), |(n)’ I(*"')).S(**"') = WS(S("), S(*"'), |(n)’ I(*"')).S(”),

UI(Sm)’ S(**"'), |(n), |(*~--))_|(**--~) - W|(S(n), S(**"'), |(n), |(*~-)).|(n), e

UM.M(**"') - WM.M(H)+W (|(n), |(**-~));

10. Fazer S®D= g0 (= |7 g MO D= (™),
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Simulacdes

Este algoritmo do modo como é aqui apresentado, repete em diversas dimensGes um
trabalho anterior, para uma Unica equacdo, de Peaceman e Rachford, onde além da
sugestdo para contornar iterativamente a nao-linearidade do sistema, temos resultados
de convergéncia.

Este programa foi rodado no aplicativo Matlab visando, por um lado, utilizar os
recursos de matrizes esparsas, €, por outro, os de visualizagdo (principalmente plot,
surf e contour). Embora os ensaios iniciais tenham demorado razoavelmente,
execugOes mais recentes tém se revelado animadoramente rapidas.

Nas figuras abaixo, temos de inicio (fig. 1), as curvas de nivel dos trés compartimentos
apos 300 passos no tempo, mais a condi¢do inicial da populacdo de infectados. Neste
dominio idealizado, podemos ver a simula¢do de uma situacdo possivel: uma “invasao”
no dominio de animais suscetiveis por um pequeno grupo de capivaras infectadas
(presentes no canto superior direito — e s4.). Nas imagens, podemos ver, ressalvadas as
diferencas de concentracdo, a presenca complementar de infectados e de suscetiveis,

com a presenca de morte “seguindo” a populagéo de animais doentes.

infect.

sssss t.
a8
6
a
6 8 10 12

2 a

mortos Condicao inicial (infectados)

P NWGDMGOOSNO®

N
IS
)
o
6
e
N
N
N

Figura 1
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suscet. infect.
x 107

15

um ponto de suscetiveis no tempo
0.52

0.5

0.48

0.46

0.44

15 0.42

Figura 2

Na fig. 2, o quarto grafico ilustra a evolu¢do de um ponto no interior do dominio, e
pode ser observada a mortalidade devida a doenga, mais uma recuperacdo populacional
seguindo uma curva que, a um tempo, sugere a periodicidade senoidal acoplada a uma
evolugdo de tipo logistico. Este comportamento na simulagdo numérica do modelo é
condizente com as informacdes locais, que ddo conta de uma larga mortalidade seguida

de uma lenta e segura recuperacao populacional.
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suscet.

» ) @
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PN WM OO N ®

infect.

-

N

4 6 8 10

i
N

Condicao inicial (infectados)

l

N
IN
o
©
i
[S)
i
N

Figura 3

suscet.

infect.

Figura 4

Nestas figuras (3. e 4.) temos a mesma

aumentado, com um consequente aumento no nimero de passos no tempo, temos 0s

situacdo, porém como o tempo final foi
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efeitos realgados. Assim, podemos ver, novamente, 0 comportamento que chamaremos
aqui de complementar, no sentido de popula¢es de compartimentos diferentes (S e 1)
ocuparem espacos disjuntos. Além disso, no grafico inferior, a direita, podemos
acompanhar, de novo, a caracteristica periddica acoplada ao crescimento populacional

de animais suscetiveis, uma vez vencida a queda de concentracdo devida a endemia.

Conclusao

Ainda que sejam validas muitas das criticas feitas a modelos deste tipo, restritas a uma
sO espécie, simulacdes deste tipo tém provado ser bastante Gteis na confirmagdo de

hipoteses, na verificagdo de valores para parametros de dificil obtengéo e bb
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