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Prefacio:

Neste trigésimo quinto volume da revista, ha contribuigoes im-
portantes para o conhecimento desta area interdisciplinar denomi-

nada Bilomatemética.

Os artigos deste volume sao fruto de um esforco conjunto e da de-
dicagao dos pesquisadores que acreditam na solucao dos problemas
atuais e que vem exigindo uma maior cooperacao entre pesquisa-

dores de areas diversificadas.

Ao percorrer as paginas desta revista, a pessoa ird descobrir
diferentes abordagens, cujas aplicagoes se estendem a uma série
de problemas em &areas do conhecimento ligadas a epidemiologia,

oncologia, dinamica populacional e questoes ambientais.

Com o intuito de que tenham uma boa leitura e possam apreciar
o que se apresenta no presente volume deste periddico, é que o corpo

editorial selecionou estes artigos.

Comissao Editorial - IMECC-Unicamp.

Campinas, 24 de dezembro de 2025.
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Estimativa do nimero de infectados por HIV via
quadrados minimos fuzzy e interatividade do

tipO J()

Ana L. P. Mendes!, Leticia A. Nunes? Yasmin B. Shimizu3 Vinicius
F. Wasques?
Ilum Escola de Ciéncia, CNPEM, 13.087-548, Campinas/SP.

Resumo. Este trabalho fornece um estudo sobre a estimativa do nimero
de infectados por HIV no Brasil de 2015 a 2024. Para isso é considerada a
incerteza atrelada aos dados coletados na literatura, em que tal incerteza é
modelada pela teoria de conjuntos fuzzy. Por meio do método de Quadrados
Minimos Fuzzy e da interatividade via Jy é fornecido um ajuste de curvas, a
fim de realizar uma previsdo do nimero de infectados no pais para os préximos
anos. Os sistemas lineares fuzzy associados ao problema sdo resolvidos via de-

composigao LU e as operagoes computacionais sdo realizadas em Python 3.11.

Palavras-chave: Quadrados minimos fuzzy, epidemiologia, HIV, inte-

ratividade fuzzy.

1. Introducao

O ajuste de curvas é uma técnica matematica fundamental em andlise de
dados e modelagem, que consiste em encontrar uma funcao que melhor descreve
o comportamento de um conjunto de dados. Isto é, por meio de um gréfico de
dispersao, os dados observados sao comparados a fungoes conhecidas, como po-

lindbmios, exponenciais, logaritmicas ou modelos mais complexos, dependendo

1ana24007@ilum.cnpem.com
2leticia24013@ilum.cnpem.br
3yasminbshimz@gmail.com

4ywasques@outlook.com - FAPESP n  2023/03927-0
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da natureza do problema. Em seguida, o objetivo se torna minimizar a dis-
crepancia entre os valores reais e os valores previstos pela fungao, geralmente
por meio de métodos como quadrados minimos, que é definido pelo problema
[|AZ — b||2 = mingecgn
2000).

Uma das aplicagoes mais comuns do ajuste de curvas é para realizar

Az — b||2, cuja || - ||2 é a norma-2 (Ruggiero e Lopes,

previsoes, como estimar o nimero de infectados de uma certa doengas (Pinto,
2023). A partir de uma fungao ajustada, é possivel extrapolar os dados além do
intervalo observado, auxiliando na tomada de decisao como, por exemplo, na

epidemiologia, cujas curvas ajustadas podem projetar a propagacgao de doengas.

No entanto, os métodos cldssicos de ajuste de curvas nao incorporam
incertezas inerentes ao fenémeno, como é o caso de infec¢ao por doencas, no qual
nao é possivel saber com exatidao o nimero de infectados em um determinado
instante. Neste caso, outras teorias podem ser utilizadas como apoio, a fim de

fornecer resultados mais proximos da realidade.

No presente trabalho a teoria de conjuntos fuzzy é utilizada para in-
corporar tal incerteza. Na literatura é possivel encontrar varios trabalhos que
utilizam a logica fuzzy para a modelagem de problemas epidemiolégicos. Por
exemplo, Sacilotto (2017) realizou um estudo sobre a dindmica do cancer utili-
zando sistemas baseados em regras fuzzy, Santos (2018) utilizou a mesma me-
todologia para realizar um estudo sobre estimativa de risco de endometriose,
a partir de diagndsticos subjetivos. Pinto (2023) forneceu uma nova pseudo-
norma para numeros fuzzy com aplicagoes em ajuste de curvas por meio de

quadrados minimos fuzzy.

A proposta deste artigo é na diregao de estudos de Pinto (2023), isto é,
serd realizado um estudo de ajuste de curvas por meio do método de quadrados
minimos fuzzy, em que os dados considerados possuem incerteza. No entanto,
diferentemente do trabalho proposto por Pinto (2023), em que é feito uso da
relagao de interatividade do tipo completamente correlacionado, aqui serd uti-
lizada a interatividade via distribui¢ao de possibilidade conjunta .J,, proposta
por Wasques (2019).

A relacao de interatividade é uma relacdo muito similar a de dependéncia
para o caso de varidveis aleatérias. No entanto, nao sao equivalentes. Enquanto
na teoria de probabilidade a relagao de dependéncia estéd associada a uma dis-
tribuicao de probabilidade, na teoria fuzzy a interatividade estd associada a
distribuigao de possibilidade.
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A interatividade completamente correlacionada estd associada a uma
correlagao linear entre as variaveis fuzzy, isto é, as fungoes de pertinéncia dos
niimeros fuzzy envolvidos podem ser conectados por meio de uma reta (Simdes,
2017). Isso obriga que os ntmeros fuzzy envolvidos tenham o mesmo formato,
ou seja, se um numero fuzzy for triangular e simétrico, todos os outros também
devem ser. Apesar de gerar bons resultados, isso restringe o uso de tal proposta
caso a modeladora queira utilizar mais de um tipo de conjunto fuzzy em sua
abordagem. Por outro lado, a interatividade via J,, apesar de ser custosa
computacionalmente, nao obriga tal correlacao. Na verdade, ela nao possui
restrigoes e pode ser usada para qualquer formato de nimero fuzzy.

Nessa familia de distribui¢oes J,, o parametro v € [0, 1] estd associado
ao “nivel” de interatividade, isto é, quanto mais préximo de 0 for o valor de v,
maior é o nivel de interatividade (mais forte é a dependéncia entre as varidveis).
Aqui o foco é estudar as consequéncias de um ajuste de curvas utilizando o
nivel mais forte de interatividade, isto é para v = 0. Sendo assim, a proposta
é utilizar o método de quadrados minimos fuzzy sob aritmética herdada de
Jo para realizar a previsao de dados de HIV com incerteza e, a partir disso,

realizar previsoes do nimeros de infectados pela doenca no Brasil.

2. Preliminares

Esta secao traz alguns conceitos basicos para o entendimento sobre re-
solugao de sistemas lineares via decomposicao LU, o ajuste de curvas classico
e a teoria de conjuntos fuzzy e as diferentes dlgebras definidas sobre o espago

fuzzy.

2.1. Decomposicao LU para resolugao de sistemas lineares
Considere um sistema linear de equagoes dados por

a1121 + a12%2 + a1373 + ... + 1Ty = by

a21%1 + A22%2 + a2373 + ... + A2p Ty = by

Ap1T1 + Ap2To + Ap3T3 + ... + AppTp = by

que pode ser representado na forma matricial Az = b, sendo A a matriz dos

coeficientes, x o vetor das incégnitas e b o vetor resposta. Acompanhe abaixo:
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ailp a2 aiz -+ Qin X1 b1
a21 Q22 Aag3 -+ QA2p X2 by
an1 An2 an3 et Ann Tn bn

Partindo do pressuposto que det(A) = 0, é possivel dividir A em duas
outras matrizes L e U, deixando as operagoes de resolugoes mais simples. A
matriz L se trata de uma matriz triangular inferior formada por multiplicadores
(m;;) da decomposicao gaussiana e a diagonal é unitaria, j& a matriz U té
uma matriz triangular superior cujos seus componentes sao os resultados da
decomposigao gaussiana feita em A (Ruggiero e Lopes, 2000).

Apés a fatoragdo de A em duas matrizes tem-se LUz = b, em que pode
ser entendida como Ly = b, se for admitido que Uz = y. Assim, é vidvel
encontrar o vetor x a partir da determinagao de y.

No presente trabalho, realizamos também a técnica de pivoteamento par-
cial para evitar divisoes por zero e o problema da aritmética de ponto flutuante
durante a eliminacao gaussiana — uma das etapas da fatoracao. Essa estratégia
consiste em reorganizar as linhas de uma matriz A de forma que os valores da
diagonal principal (i = j) sejam maiores que todos abaixo dela (i > j).

Para realizar esse método, se parte de uma matriz inicial U que serd
uma copia da matriz que sera fatorada A,x, € a matriz inicial L serd uma
matriz identidade com o mesmo tamanho que A, «,. Com a varidavel m sendo
um contador comecando em 0, teremos o seguinte algoritmo para a obtengao
das matrizes L e U:

Enquanto m < n:
Para todoi € {m+1,n—1}:
multiplicador = Uy /Upim
L;m = multiplicador
Para todo j € {m,n}:
Uij = Ui; - (multiplicador x Up,;)

m=m+1
Retorne L, U.

Ao fim desse processo, é possivel obter as seguintes matrizes:
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1 0 0 0 -a11 a2 aiz ... aln_
mor 1 0 0 0 a%) a%) - agl)
L=|m3sa m3 1 0 e U=10 0 a:()fs) e a:(ai/) ,
Mp1 Mpa Mpz - 1 i 0 0 0 . aS{iZ_

sendo k o nimero de eliminacoes gaussianas que foram realizadas sobre a matriz
A até que esta se tornasse uma matriz triangular superior.

E importante entender que a escolha desse método se baseia no fato de
que, ao aplicar o método de minimos quadrados com abordagem fuzzy descrito
abaixo, sera necessario resolver varios sistemas lineares da forma Ax = b, no
qual A permanece igual e apenas o vetor b varia. Portanto, com apenas uma

decomposigao de A em LU é possivel resolver varios sistemas.

2.2. Ajuste de curva

Quando é feita uma coleta de dados, geralmente, temos uma distribuigao
descontinua, mas esse conjunto de dados pode apresentar certos padroes ou
relagbes entre suas varidveis. Nesses casos, é possivel encontrar uma fungao
matematica que melhor se ajuste aos dados, ou seja, que passa ou exatamente
sobre os pontos do grafico ou préxima deles. Encontrar essa funcao é fazer um
ajuste de curva. A partir do ajuste, podemos modelar fenomenos ou realizar
previsoes. A seguir, para visualizarmos e analisarmos os dados, vamos usar o
método dos quadrados minimos.

2.3. Quadrados minimos

O método dos quadrados minimos é uma técnica de otimizagdao ma-
tematica utilizada com a finalidade de preencher lacunas de dados através da
aproximagao de uma curva que melhor descreva a dispersao dos dados conhe-
cidos. Nesse método, sio escolhidas funcoes de base g1(z),g2(),. .., gn(x)
e busca-se encontrar os coeficientes a1, as9,...,a, , de modo que a funcao
o) = arg1(x;) + asga (i) + . . . + angn(x;) se aproxime ao méximo dos dados
conhecidos (z;, f(x;)) (Ruggiero e Lopes, 2000).

H4 preferéncia para o método dos quadrados minimos, em comparagao
com a interpolacao, nos casos em que se deseja fazer uma previsao de dados
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futuros, gerando um ajuste com menor taxa de erro, uma vez que o método
do quadrados minimos minimiza o desvio (Ruggiero e Lopes, 2000). Aqui,
é considerado o erro absoluto, ou desvio, d; = f(x;) — ¢(z;), determinando
a fungao p(z) de forma que o desvio d; seja minimo. Sendo assim, , como
abordado por Ruggiero e Lopes (2000), ao buscar os desvios minimos, opta-se

pela abordagem de buscar os quadrados minimos dos desvios, isto é

min Y (f(w:) — a191(25) — @aga(ws) — ... = angn(@s))
=1
Considerando F (a1, az,...,an) = (f(z;) — a1g1(x:) — - .. — angn(x:))?,
para determinar os valores de forma que F(a1,as,...,q,) seja minima, basta
que 88711 =0,sendo k=1,...,n. Assim,
OF <
Dok = QZ(f(xi) —a191(®i) — ... — angn(®i))(—gk (i)
i=1

0 = 2Z(f(x¢)*%91(1&')*~-~*Oéngn(xi))(*gk(ivz’))

0 = Z f(@a)gr(zi — argi(za)gr(zs) — ... — angn (i) gr(zs))

Abrindo o somatorio para cada valor de k, obtemos um sistema linear

com n incégnitas e n varidveis, cujas equacoes sao chamadas de equagoes nor-

i f(xi)g1(zs) — 04191(%)91(331') - 01292(%)91(%) e Oéngn(ffi)gl(xz‘) =0
i f(xi)g2(wi) — arg1(zi)g2(xi) — azga(wi)ga(zi) — ... — angn(zi)g2(wi) =0
3 F(@1)ga(@:) = 0191 (@:)g1(20) — 0202(20)g0(x0) = . — 009 (2)gn () = 0
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sendo equivalente a

72”: a191(z:)g1(wi) + azga2(zi)g1(xi) + - - + angn(@i)g1(z;) = (zi)g1(z:)

f

i=1 i=1
f

i=1

INNGEINNGE

i a191(2)g2 (i) + a2ga(x:)g2(wi) + ... 4 angn(xi)g2(zi) = (w:)g2(z:)

i=1 i

m

il a191(2:)gn (i) + a2g2(2i)gn (i) + ... + Angn(@i)gn(z:) = ; f(@i)gn(zi)

-
Il

Portanto, representando tal sistema matricialmente, o método de qua-
drados minimos pode ser escrito pelo sistema Aa = b - sendo a matriz A uma
matriz quadrada n x n cujos elementos a;; sao obtidos pelo célculo do produto
interno das funcées de base (g;,g;), a matriz o« uma matriz coluna n x 1 cu-
jos elementos «; sao os coeficientes aq, s, ..., a, que se deseja encontrar para
minimizar a fungdo, e a matriz b uma matriz coluna n x 1 cujos elementos
b; sdo obtidos pelo produto interno (g;, f) entre a fun¢do de base e os dados
conhecidos, isto é

<91791> (917g2> (9179n> (€5} <91,f>
(92,91) (92,92) - (92:9n) | |2 _ (92, )
(Gn,g1) (gnr92) -+ (Gn>9n)] Lon (In, f)

A seguir, vamos definir alguns conceitos da teoria de conjuntos fuzzy.

2.4. Teoria de conjuntos fuzzy e algebra fuzzy

Um conjunto fuzzy A de um universo X é caracterizado por uma fungao
de pertinéncia py : X — [0, 1], na qual pa(z) — que aqui serd denotada como
A(x) — representa o grau de pertinéncia de x em A para todo x em X (Barros
e Bassanezi, 2006). Os subconjuntos fuzzy de X séo denotados por F(X). Os
a-niveis de um conjunto fuzzy A C X, dados por [A]%, sdo definidos da seguinte
forma (Klir e Yuan, 1995):

[A]*={z e X : A(z) > a}, VYa e (0,1].

Ja para o 0-nivel é necessario ter em maos a defini¢ao de fecho, e conse-
quentemente, espago topolégico. Caso o conjunto X seja um espago topologico
(Bede, 2013), o 0-nivel é definido por

[A]° = cl({z € X : A(x) > 0}),
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sendo que cl(Y') representa o fecho do conjunto Y C X.

A classe de nimeros fuzzy Rz, subclasse de F(R), inclui os conjuntos de
nimeros reais assim como os conjunto dos intervalos fechados limitados de R.
Os elementos dessa classe sao caracterizados pelos subconjuntos fuzzy de X =
R, cujos a-niveis sdo intervalos encaixantes limitados, fechados e nao vazios
para todo a € [0,1] (Esmi et al., 2021). A partir disso, podemos reescrever os
a-niveis de um nimero fuzzy A como [A]* = [a,al].

Se a;, e al forem fungoes continuas com respeito a o — como os niimeros
fuzzy triangulares —, essa classe de nimeros fuzzy passa a ser denotada por
Rz.. Dado que todo nimero fuzzy triangular pode ser definido por uma tripla
do tipo (a;b;c), para qualquer a < b < ¢, a partir dos a-niveis temos que
[A]* = [a+ a(b—a),c — a(c —b)],Va € [0, 1].

Se A(x —y) = A(x +y),Vy € R, o ntimero fuzzy A é dito simétrico com
respeito a € R. Se nao ha qualquer = que satisfaga essa condicdo, entao A é
nao-simétrico (Esmi et al., 2021). A relagdo fuzzy R entre dois universos X e
Y é dada pela fun¢do R : X x Y — [0,1], na qual R(x,y) € [0, 1] representa
o grau de relagao entre r € X ey € Y.

Uma relagao fuzzy J € F(R™) é classificada como distribuigao de possi-

bilidade conjunta (DPC) entre os nimeros fuzzy pertencentes a Rx se

Ay =\ J(@), VyeR, (2.1)
T:r;=y
para todo i = 1,...,n, em que o simbolo \/ representa o supremo.

Geometricamente, a equagao (2.1) diz que cada nimero fuzzy A;, também
chamado de marginal, pode ser obtido pela proje¢ao da relagao J na i-ésima
diregao.

Um exemplo de DPC é a baseada em t-normas. Lembrando que uma
t-norma é um operador t : [0,1]> — [0, 1] que admite as propriedades de as-
sociatividade, comutatividade, monotonicidade e tem o valor 1 como elemento
neutro (Barros e Bassanezi, 2006). A partir dessa defini¢ao é possivel estabe-

lecer a seguinte DPC
Jt(xl, N 71‘n) = Al(:zrl)t. . ~tAn(xn)~

Por exemplo, duas DPCs que podem ser obtidas por meio desse tipo de
distribuigao sao

N C IO /\Ai(xi)
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n

J (21, Tn) = HAz(JUz)

i=1
sendo que os sfmbolos A e [] representam o minimo e produtério, respectiva-
mente, as quais sdo baseadas nas t-normas do minimo t(z,y) = min{z,y} e
do produto ¢.(z,y) = x - y, respectivamente.

A partir da nocdo de interatividade, apresenta-se a seguinte defini¢do

para numeros fuzzy interativos.

Definigao 1 Os nimeros fuzzy A, ..., A, sdo denominados interativos se J
satisfaz a equagao (2.1) e J # J,.

Por exemplo, os nimeros fuzzy Ai,...,A, sdo interativos se a DPC
considerada entre eles for a J.. Por outro lado, os mesmos nimeros fuzzy
sao nao interativos se a DPC considerada entre eles for a J.. Isso ilustra
que a interatividade entre os nimeros fuzzy Ai,..., A, é definida a partir de
uma distribuigao de possibilidade conjunta, se assemelhando a uma relagao de
dependéncia entre varidveis aleatérias.

Para lidar com tal relagao, de um ponto de vista de operagao aritmética,
é preciso estender o principio de extensao de Zadeh, uma vez que esta ferra-
menta é adaptada para lidar com aritmética voltada para nimeros fuzzy nao
interativos. O principio de extensao sup-.J, estende as fungoes cldssicas para

funcoes fuzzy levando em consideragao a interatividade entre os numeros fuzzy.

Definicao 2 Seja J € F(R™) uma distribuicao de possibilidade conjunta de
(A1,...,A,) e R: e f: R* — R. A exatensdo sup-J de f em Aq,..., A, €
R%, denotado por fi(A1,...,An) € o conjunto fuzzy definido por

(A, A (y) = \V (@1, 20),

(T1,0mn)€fH(y)

sendo f~(y) = {(z1,...,2n) ER": f(z1,...,2,) =y}

A partir do principio de extensao de sup-J, é possivel também estabelecer
uma aritmética para os numeros fuzzy interativos, como, por exemplo, a soma

interativa. A soma interativa é dada por

(A +5 D)) = \/  J(@1,22)

T1+x2=Y

sendo J uma JPD arbitraria de A; e As.
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Wasques (2019) propos uma DPC, denotada por Jy também chamada
de distribuigao de possibilidade conjunta otimista, que é muito util para o
controle de incerteza ao longo de dinamicas temporais. A partir dessa conjunta
é definida uma nova aritmética, que no caso da soma é denotada por A; +q As.
O teorema abaixo caracteriza a soma interativa +q entre dois nimeros

fuzzy triangulares.

Teorema 1 (Pinto et al. (2022)) Sejam os nimeros fuzzy triangulares A =
(a;b;¢) e B = (d;e; f) e Jy a distribuicao de possibilidade conjunta entre A e
B. Entao a soma interativa A +¢ B € dada por

((a+ f)n(d+e);bte(b+e)V(c+d),se diam(A) > diam (B)
(c+dyA(b+e)b+e(b+e)V(a+ f)),se diam(A) < diam (B)

A+oB =

em que A e V representam o minimo e o maximo, respectivamente.
A soma interativa zero (+¢) serd a utilizada no presente trabalho para

a resolucao de sistemas lineares fuzzy do tipo

MXp+o Xy =1
A3 X1 +o MXo =19

nos quais, temos os coeficientes A, Ao, A3, A\g, 71,72 € R com varidveis fuzzy
X1 = (a;b;¢) e Xo = (d;e; f) a serem determinados.

E importante ressaltar que equagoes do tipo A1 X1 + A2 Xs = r, em que
A1, A2, 7 € R, nao admite solugao para o caso em que a soma + é a usual. De
fato, se X7 e X5 sdo nimeros fuzzy, entdo diam(X;) > 0 e diam(Xz) > 0.
Assim, diam(A1X1) > 0 e diam(A2X2) > 0, e portanto, diam(A X1 + A2 X2) >
diam(MX1) > 0 = diam(r). Logo, diam(A X1 + A2X2) # diam(r), e por
consequéncia A1 X7 +g A2 Xo # r para qualquer X1, Xo € Rr.

Para ilustrar que a escolha da soma interfere na obtencao de solugao

para o problema, é dado o exemplo abaixo.

Exemplo 1 Sejam os nimeros fuzzy A; = (1;2;3) e Az = (2;3;4). Tem-se
que
Ay 49 A2 =5,

sendo o resultado o numero crisp 5, o qual possui funcao de pertinéncia descrita

pela fungdo caracteristica X (s} -
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Embora a soma +( entre niimeros fuzzy possa resultar em um valor real,

como mostrado acima, o exemplo abaixo mostra que nem sempre isso ocorre.

Exemplo 2 Sejam os nimeros fuzzy A; = (1;2;3) e As = (4;6;8). Tem-se

que

A1 40 A2 = (7;8;9)

Uma outra boa propriedade que a soma +, admite é a propriedade do
elemento oposto, isto é, para cada numero fuzzy A existe um unico nimero

fuzzy —A de tal modo que A +( (—A) = 0, como ilustrado no exemplo abaixo.

Exemplo 3 Tendo os nimeros fuzzy A1 = As = (4;5;6)
Ar+o (—A2) = A1 —9 A2 = (45;6) +0 (=6, —5;,—4) =0

Vale ressaltar que se no Exemplo 3 tivesse sido utilizada a operagao de

soma usual, o resultado seria (—2;0;2) e ndo 0 (zero).

2.5. Construcgao dos dados fuzzy

Neste trabalho, analisamos o nimero de infectados por HIV no Brasil nos
tltimos anos, baseados nos dados disponibilizados no Boletim Epidemolégico
da Aids/HIV pelo Ministério da Satide (2021). Entretanto, tais dados estéo
contidos no conjunto dos reais, de modo que sua rigidez numérica nao considere
imprecisoes intrinsecas a sua coleta. Dessa forma, foi feita uma construcao de
dados triangulares fuzzy partindo de tais dados, criando uma faixa de incerteza
associada & uma funcao de pertinéncia.

Para isso, primeiramente, foi feita uma regressao dos dados reais y ob-
tidos — aqui, escolhemos utilizar um polinémio de segundo grau; em seguida,
calculamos a distancia ¢; entre cada dado real y; e a curva encontrada; por fim,
calculamos o dobro de cada distancia 2; e usamos como amplitude de cada
valor, de modo que a distancia entre os extremos de cada dado fuzzy e o ajuste
realizado seja a mesma e igual a §;. Assim, a pertinéncia em y; é 1, enquanto
em y; + J; a pertinéncia é 0. Tal construcao esta representada graficamente na
Figura 1. Entao, os dados utilizados na modelagem subsequente encontram-se
na Tabela 1.
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Passo 1: Regressdo quadratica dos dados Passo 2: Calculo de 5; Passo 3: Construgéo dos dados fuzzy
60000 60000 60000
@ Dados reais ® Dados reais @ Dados reais
50000 { — Regresséo quadratica 50000 { — Regresséo quadratica 50000 —— Regressdo quadratica
— & —— Dados fuzzy

40000 40000 40000

30000 30000 30000

20000 20000 20000

Numero de infectados

10000 10000 - 10000

0

~100

00 ~10000 10000
2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022
Ano Ano Ano

Figura 1: Método utilizado para construgao de dados fuzzy.

Tabela 1: Construgao de dados triangulares fuzzy para o nimero de infectados por
HIV no Brasil de 2015 a 2021.

Ano Dado Real Dado Fuzzy
2007 7872 (—2109, 7872, 17853)
2008 8617 (4902, 8617,12332)
2009 9430 (7657,9430,11203)
2010 11099 5403, 11099, 16795

2012 15096 4342, 15096, 25850
2013 21071 (12828, 21071, 29314)
2014 31620 (31172, 31620, 32068)
2015 39375 (34112, 39375, 44638)
2016 41927 (35448, 4927, 48406)
2017 45421 (36073, 45421, 54769)
2018 45685 (35990, 45685, 55380)
2019 43292 (35196, 43292, 51388)
2020 32687 (31680, 32687, 33694)
2021 15212 (—1058, 15212, 31482)

( )
2011 13289 (4901, 13289, 21677)
( )

2.6. Sistemas lineares fuzzy

Os sistemas lineares fuzzy utilizados neste trabalho tém como entrada
nimeros fuzzy triangulares que sdo multiplicados por coeficientes reais e retor-
nam numeros fuzzy triangulares. As abordagens e notacgoes usadas nessa e nas
préximas segoes sdo as mesmas introduzidas por Pinto et al. (2022).

Assim, busca-se resolver o sistema linear
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a11(a; b;¢) +o aia(d;e; f) = (r;s3t)
ao1(a; b;¢) +o aza(d;e; f) = (u;v;w)

também representado por Uz =V, sendo

U:

Vil | (r;s3t)
Qa1 (g2 X5 Va (u; v;w)

aqq am];X _ [Xll _ [(a;‘b;.c)

de modo que os valores de X = [X; X5]! satisfacam a <b<ced<e< f.

Assim, 4 passos precisam ser seguidos para que as solugoes do sistema
sejam encontradas. Nesse processo, uma Unica matriz de entrada A é trans-
formada em outras 4 matrizes e, em decorréncia disso, um tnico sistema pode

apresentar uma, multiplas ou nenhuma solugéo coerente (Pinto et al., 2022).

PASSO 1: Para que sejam definidos os picos do ajuste, resolve-se o sis-

tema:

PASSO 2: usando como critério os sinais dos elementos da matriz U,
divididos 2 a 2, resolve-se cada um dos 8 sistemas da tabela abaixo para

definir as bases das solugoes;
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Sinais de ay; Sistemas a serem resolvidos
.. a T c t

a;; > 054,57 =1,2 ou U = eU = ;e
f U d w
. c t a r

a;; <0;4,7=1,2 ou U = eU = ;e

J

d U f w
c r a t

a1y, a12 > 0 e azr,a <0ou U = eU e
d w f U
c r a t

ag1,092 2 0 e arp,a12 <0 U = eU =

d U f w
a r c t

a1, 021 > 0 e apg,a <0ou U = eU = ;e
d U f w
a r c t

an,OzQQZOeozlg,azlSOou U = eU = ;€
d w f U
c r a t

a2, 001 > 0 e aqp,a00 <0ou U = eU = ;e
f w d U
c a t

2,002 2 0 e agg,az <0 U = eU =

f U d w

PASSO 3: usando como critério os sinais dos elementos da matriz U,
sendo apenas 1 diferente dos demais, resolve-se cada um dos 4 sistemas
do tipo Zpx = z da tabela abaixo para definir os extremos das solugoes,
sendo z =[acd f]t, 2= [rutw]’ e Z; cada uma das 4 matrizes;
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Sinal de oy Matrizes dos sistemas a serem resolvidos

11 0 0 19
21 0 Q29 0
11,012,001 2 0 e agg <0ou  Z; = )
0 11 12 0

L 0 Q21 0 Q929

0 21 0 922
11,002,000 2 0 e agg <0ou  Zy = )

0 a1 a2 O
21 0 Q929 0

0 a11 192 0
agr 2> 0 e oz, 01,22 <0ou  Zz = )

a1 0 aoa]
0 a1 app 0

0 21 O 29
a9 > 0e aip,azr,022 <0 Zy=

11,001,000 2 0e ajp <0ou  Zs = )

2,001,000 > 0e app <0ou  Zg = )

_0421 0 0 0522_
a11 a0
a1 0 0 29

arr > 0e arg,an1,022 <0ou  Zy = )
0 11 0 Q12

L 0 Q21 Q9 0
_0411 0 12 0
0 a21 (e5)) 0

a1p 2 0e aip,az1,022 <0 Zg =
0 11 0 Q12

21 0 0 292 |

PASSO 4: verificar se os valores das triplas (a;b;c) e (d;e; f) cumprem a
condicao a < b<ced <e< f. Caso cumpram, sao solugoes do sistema

linear, senao sao descartadas.
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2.7. Quadrados minimos fuzzy

A partir da teoria de conjuntos fuzzy, é possivel construir uma flexibili-
dade numérica no ajuste de curva, melhorando a interpretabilidade da analise.
Como contemplado no artigo Pinto et al. (2022), essa secao adapta o método
de quadrados minimos para aceitar dados fuzzy respeitando a algebra prépria
desse tipo de conjunto. Desse modo, as saidas deixam de ser nuimeros reais e
passam a ser numeros triangulares fuzzy (Y1, ...,Y,,) e, portanto, os coeficien-

tes C1 e Cs gerados também serdo fuzzy.

wC =Y, (2.2)
isto é,
I 1 Yl

i :
©)-[*] a3

[ | Y.,

O sistema linear (2.2) pode ser resolvido pela multiplicagio da transposta

de W em ambos os lados a esquerda, ou seja,
WWte =yYWw?, (2.4)
isto é,
(m%—i—...—i—x?n acl—i-...—i—:vm) <C1> _ <£E1Y1 +o ...—i—omem) (25)
1+ ...+ xm m Cy Yi+o...+0Ym
Mesmo que W!W nao admita inversa, pode-se resolver o sistema por

meio de sua pseudoinversa, encontrando-se os coeficientes da fungéo (Pinto,
2023). Neste trabalho, realizamos um ajuste linear dada pela seguinte fungao

¢($) = Chz +9 OQ, (26)

sendo C; e Cs nimeros triangulares pertencentes a Rx.

Caso mais de uma solugao seja encontrada, deve-se realizar anélises com-
plementares de tal modo que a solugao seja compativel com o que se espera
para o problema. Por exemplo, a escolha pode ser feita por meio de uma anélise
grafica.

Ademais, partindo dos fundamentos tedricos apresentados acima, fo-
ram desenvolvidos algoritmos computacionais por meio da linguagem de pro-
gramagao Python, com apoio das bibliotecas Numpy e Matplotlib, visando
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transformar dados reais em dados fuzzy triangulares e automatizar o ajuste
de curva linear para quaisquer conjuntos de dados. Os cédigos das fungoes

desenvolvidas estao disponiveis no repositério GitHub das autoras.

3. Discussao dos resultados

Tabela 2: Infectados por HIV no Brasil de 2015 a 2021 no formato de niimeros

triangulares fuzzy.

Ano Solugéo 1 Solugao 2

2015  (43283.7, 47631.79, 51979.79)  (31004.89, 47631.79, 64258.7)
2016  (41919.7, 44306.89, 46693.89)  (32710.69, 44306.89, 55903.1)
2017 (40555.7, 40982.0, 41408.0) (34416.5, 40982.0, 47547.5)
2018 (36122.1, 37657.1, 39191.7) (36122.29, 37657.1, 39191.9)
2019  (30836.19, 34332.2, 37827.7) (30836.3, 34332.2, 37828.1)
2020  (25550.3, 31007.29, 36463.7)  (22480.69, 31007.29, 39533.89)
2021  (20264.4, 27682.39, 35099.7) (14125.09, 27682.39, 41239.7)

A - Visdo superficial B - Visao tridimesional

60000
50000
1.0
08
0.6
04 §
02
0.0

40000

néncia

30000

Pe

20000

Infectados

10000
60000 —®— Dados
—— Pico das solugées
«® — Solugao 1
—— Solugao 2
Previsao

—10000

2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024
Ano

Figura 2: Ajuste de curva fuzzy para os dados de infectados por HIV do Brasil de
2015 a 2021 com a previsao até 2024. Gréafico A: visdo superior em duas dimensoes.
Grafico B: visdo tridimensional, com o grau de pertinéncia expresso no eixo z (al-

tura).
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Para melhor explorar o método dos quadrados minimo fuzzy, foi utilizada
uma, base de dados de infectados por HIV no Brasil de 2015 a 2021 do Ministério
da Satde (2021). Entao, apés a transformagido em dados triangulares fuzzy,
foi aplicado o ajuste de curva construido nesse projeto, obtendo duas solugoes,
como consta na Figura 2. Vale ressaltar que a reta que representa o a-nivel
com grau de pertinéncia o = 1, é equivalente a um ajuste linear classico dos

dados reais.

Em consonancia com a proposta da soma interativa +g, nota-se na Fi-
gura 2 que a solucao 1 apresenta o melhor ajuste, uma vez que possui o menor
didmetro, tendo uma faixa de incerteza menor. No grafico B, a visao tridi-
mensional facilita a compreensao do ajuste, pois, a medida que os a-niveis
se aproximam de a = 1, mais aquele conjunto de dados se aproxima do “em
torno de”, possibilitando a interpretabilidade na escolha da regiao que melhor
se encaixa com o objetivo da andlise dos dados. Portanto, o comportamento
da solucao 1 consegue descrever de uma forma mais coerente a incerteza dos

dados mesmo apds as manipulagoes matematicas.

Tabela 3: Previsao do ntimero de infectados por HIV no Brasil de 2022 a 2024 usando

numeros fuzzy triangulares.

Ano Solucgao 1 Solucao 2

2022  (14978.5, 24357.49, 33735.7) (5769.5, 24357.49, 42945.5)
2023 (9692.59, 21032.59, 32371.69) (-2586.10, 21032.59, 44651.29)
2024 (4406.69, 17707.69, 31007.69) (-10941.69, 17707.69, 46357.1)

Além disso, foi realizada a previsao do ntimero de infectados por HIV no
Brasil até 2024 a partir dos ajustes encontrados, como consta na Tabela 3. Uma
vez que ja é esperado que a incerteza aumente conforme se tenta extrapolar
datas mais futuras, ainda que o diametro da solugao 1 aumente progressiva-
mente, esta ainda possui uma incerteza mais controlada, o que reafirma o seu
ajuste com o mais coerente na predigao dos 3 anos seguintes. Cabe destacar
também a existéncia de valores negativos negativos na solugao 2, levantando
uma interpretagao incompativel com dados biolégicos. No entanto, a prépria
construcao dos dados fuzzy inseriu didmetros que incluem valores negativos, o

que tornou essa carateristica ainda mais expressiva.
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4. Conclusoes

De maneira geral, o trabalho conseguiu entregar de forma eficaz um
ajuste de curva fuzzy linear, desenvolvido em cédigo Python e aplicado em da-
dos bioldgicos. O resultado foi capaz de realizar uma modelagem matematica
que preserva a subjetividade tao importante no tratamento de dados de biolégicos,
na qual a a incerteza na contagem dos infectados é compreendida. Entao,
essa ferramenta se mostrou importante e inovadora no processamento de da-
dos incertos, preservando a interpretabilidade linguistica mesmo apds varias
operagOes matematicas.

Contudo, ainda hé nesse projeto vértices que podem ser melhorados. Di-
ante dos resultados expostos na discussao, as perspectivas futuras se baseiam
no desenvolvimento de mecanismos que tornem menos custosa a realizagao de
um ajuste quadrético fuzzy, haja vista que os dados utilizados apresentam um
comportamento nao-linear. Além disso, visando controlar melhor a amplitude
da incerteza dos dados, fica como agao futura explorar outras formas de trans-

formar dados reais em dados fuzzy.
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Resumo. A tuberculose é uma das doencas mais prevalentes e letais do
mundo, persistindo ha milhares de anos e exigindo novas estratégias e apri-
moramentos para um combate mais efetivo. Ela é multifatorial e estd cons-
tantemente associada a fatores socioeconémicos e a fatores de eficiéncia do
sistema de saide, que, no Brasil, moldam o cenério de formas diferentes para
cada regiao do pais, dadas as suas diferengas sociais e econémicas. Conside-
rando isso, a abordagem adequada para essa doenca é a unido da epidemi-
ologia matemaética com a epidemiologia social. Logo, no presente trabalho,
é investigada a dindmica da tuberculose ao longo da ultima década, empre-
gando o modelo matemédtico epidemiolégico Suscetivel-Infectado-Recuperado-
Suscetivel (SIRS) adaptado para a dindmica da tuberculose e analisado consi-
derando os fatores socioeconémicos e efetividade do sistema publico de satide.
Esse estudo destaca os impactos desses fatores nas diferentes regides brasi-
leiras, mostrando como as caracteristicas locais influenciam de forma tnica a

permanéncia da tuberculose.
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1. Introducao

A tuberculose é uma doenga infectocontagiosa causada pela bactéria

Mycobacterium tuberculosis. Sua transmissao ocorre pelas vias aéreas, afetando
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diretamente os pulmées. No entanto, em cerca de 10 a 15% dos casos, pode
também atingir outros 6rgaos, como os rins e as meninges. Os sintomas incluem
tosse persistente com ou sem secregao, febre baixa noturna, sudorese noturna,
cansago excessivo, falta de apetite, palidez e rouquidao. Se nao forem tratados,
tais sintomas podem levar ao ébito (Ministério da Satide, 2024b; Fiocruz, 2024b;

Sociedade Brasileira de Pneumologia e Fisiologia, 2024).

Essa doenga é reconhecida pela Organizagdo Pan-Americana de Saide
(OPAS) como uma das doengas infecciosas mais letais do mundo. Estudos
realizados em 2022 pela OPAS e pela Organizagdo Mundial da Satide (OMS)
indicam uma estimativa de 133 novas infecgoes a cada 100 mil habitantes, com
uma taxa de mortalidade de 14 mortes a cada 100 mil habitantes, resultando
em pelo menos 11 mil mortes em decorréncia da tuberculose. No Brasil, a
realidade nao é muito diferente: o pais esta na lista dos 30 paises com maiores
estimativas de transmissao de tuberculose, com incidéncia estimada entre 42 e
56 casos a cada 100 mil habitantes (OPAS, 2023; WHO, 2023).

Sobre ela, é vélido ressaltar que é uma doenca multifatorial, ou seja,
sua incidéncia também sofre influéncia direta de outros fatores. Dentre eles,
hé as caracteristicas socioeconémicas que influenciam a incidéncia da tuber-
culose, por exemplo, o acesso ao sistema publico de saude, a vacinagao, o
Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) regional, a renda per capita fami-
liar, a densidade populacional e a qualidade de vida. Em outras palavras, os
fatores socioeconomicos sao os principais agravantes do indice de transmissao
da tuberculose, pois esta estd intimamente ligada as condigoes de vida e de
miséria, como desnutri¢ao, superpopulagao, moradia irregular e acesso inade-
quado ao sistema de satde. Por fim, é possivel estabelecer uma correlacio entre
as regioes brasileiras com os maiores niimeros de casos de tuberculose e suas ca-
racteristicas socioeconémicas (Borges e Teixeira, 2020; Fiocruz, 2024a; Aguiar,
2018; Ministério da Saude, 2022; Silva, 2011; Gongalves, 2000; Uchimura et al.,
2017).

Considerando o carédter alarmante da incidéncia da doenga e sua comple-
xidade, estudos, pesquisas e programas de satde foram desenvolvidos em todo
o mundo visando entender sua dinamica e controlar sua disseminagao para pro-
teger a populagao (WHO, 2010; Urell, 2022; WHO, 2023; Ministério da Satde,
2024a).

Estudos do género também foram realizados no Brasil, em que se destaca
a dissertagdo de Aguiar (2018) que aborda, com enfoque principal, as carac-
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teristicas socioeconomicas da tuberculose no estado de Pernambuco e como
estas afetam a incidéncia de casos.

Ja no ambito da modelagem matematica em relacao a tuberculose, ha
estudos como o desenvolvido por Aparicio e Castillo-Chavez (2009), que evi-
dencia a modelagem da tuberculose a partir de diversos modelos matemaéticos
e relagoes populacionais com a dinamica da doenca. Além deste, outro es-
tudo, realizado por Mabud et al. (2019) analisou possiveis estratégias para
a prevencao da transmissao da tuberculose e seu espalhamento entre comu-
nidades nas prisdes do estado do Mato Grosso do Sul, evidenciando métodos
matematicos como possivel estratégia para o combate & transmissao da doenga.

Contudo, tais estudos nao apresentam uma uniao entre as diversas areas
desse problema complexo, a tuberculose, como a epidemiologia matematica,
epidemiologia social e outras areas. Visando se diferenciar de estudos ja propos-
tos na literatura, o presente projeto propoe uma metodologia interdisciplinar
para abordar a tuberculose em cada regiao brasileira.

Para estudar a dinamica de transmissao da doenca considerando os fa-
tores socioecondémicos citados anteriormente, este estudo propoe simular esse
fenomeno por meio do modelo SIRS adaptado e analisi-lo correlacionando
aos fatores socioecondmicos, o que permite a descricao do comportamento da
doenca e como esta se espalha na populacdo de cada regido de forma tunica
(Aparicio e Castillo-Chavez, 2009; Abreu, 2020; Almeida e Silveira, 2021; Nas-
cimento, 2020).

Para um melhor entendimento da descrigao do comportamento da doenga,
serd aplicada a abordagem numérica partindo do método de Runge-Kutta de
ordem 4, o que permite calcular solucoes aproximadas para as equacoes do
modelo epidemiolégico, Os resultados disso serao analisados perante a epide-
miologia social.

Diante disso, o estudo busca contribuir nos seguintes pontos:

1. Produzir uma ferramenta de epidemiologia matemética que, aliada a da-
dos socioeconoémicos e de satide, consiga compreender e prever o compor-

tamento da tuberculose nas diferentes regioes do Brasil; e

2. Investigar a dinamica da transmissao da tuberculose por regiao por uma
abordagem multidisciplinar, nao apenas produzindo uma ferramenta de
epidemiologia matemdatica, mas associando seus resultados a caracteris-

ticas socioecondmicas e de satide que influenciam a dinamica da doenca.
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2. Metodologia

2.1. Modelo SIRS adaptado

Com base em conhecimentos prévios sobre epidemiologia matemaética e
tuberculose, o modelo SIRS (equagoes 2.1-2.3) foi adaptado para representar
a dindmica da tuberculose. A Figura 1 ilustra o diagrama do modelo.

Figura 1: Diagrama do modelo SIRS adaptado.

s BSI
w - 2.1
o 100 +(n—ps)S +ER (2.1)
dI  BSI
Rl e G ¢ 2.2
at 100 T TH (2:2)
dR
A — 2.
g =R (2.3)

sendo S: Populagao suscetivel (%); I: Populacao infectada (%); R: Populagao
recuperada (%); 5: Taxa de transmissdo; v: Taxa de recuperacao; ps: Taxa de
mortalidade natural dos suscetiveis; p;: Taxa de mortalidade dos infectados;
n: Taxa de entrada na populagao; e &: Taxa de perda de imunidade.

Tal modelo foi escolhido por sua capacidade de representar a complexi-
dade da tuberculose, incluindo caracteristicas como o estado latente da doenca,
que resulta em transmissao prolongada, e o tratamento de longa duragao ne-
cessario para a recuperagao completa.

Para a implementacao do modelo, foram definidos 0 método numérico
(Runge-Kutta de 4 Ordem - RK40), as condigdes iniciais e os valores dos

parametros, conforme detalhado a seguir.
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2.2. Método numérico: Runge-Kutta de 4 ordem

O método RK40 deve permitir calcular solugoes aproximadas para as
equacoes do modelo epidemioldgico! e para aplicar ele no modelo SIRS, ou seja,
nas EDOs ((2.1)—(2.3)), devem ser calculados os incrementos em cada k a cada
passo de tempo t,,, ou s€ja, k15, k11, k1R, kos, ko1, kor, k3s, ksr, ksr, kas, kar
e k4, para chegar na atualizacao de variaveis a baixo:

h

S71,+1 = Sn + g (k15 + 2k2$ + 2k3S + k4S) ) (24)
h

Iy =1,+ s (kir + 2kar + 2ksr + kar), (2.5)
h

Ry =R, + s (k1r + 2kar + 2ksr + kar) . (2.6)

A partir da atualizacdo das varidveis, podemos entender as equagoes

(2.1)-(2.3) como fungdes que representam as derivadas em relagdo ao tempo.

2.3. Condigoes iniciais do modelo

As condigoes iniciais dos compartimentos Suscetiveis (5), Infectados (1)
e Recuperados (R) foram definidas com base nos dados oficiais e ajustes meto-

doldgicos descritos a seguir.

2.3.1 Definicao da populacao total média (P;,,)

Primeiro, define-se a populacao total média que representa 100% dos
individuos da regiao e foi estimada a partir dos dados de 2013 e 2023. Para
aprimorar a acuracia dos célculos, considerou-se a taxa anual média de cres-
cimento de 0,52% (Cabral, 2023). A Tabela 1 apresenta os valores de Pag13,
Pyp23 € a populagao total média (Py,,) para cada regido.

10O método numérico RK40 funciona através do célculo de solugdes aproximadas e isso
pode apresentar certo erro e de forma adicional, utilizamos quatro métricas de erro para ana-
lisar isso: erro médio absoluto (MAE), erro quadrético médio (MSE), raiz do erro quadrético
médio (RMSE) e erro médio percentual absoluto (MAPE), que seus célculos e cédigos estao
disponiveis no GitHub: https://github.com/Leprechas/TCC_Tuberculose.
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Tabela 1: Populagao total média (P, ) de 2013 e 2023 para cada regido.

Regiao Pao13 Paga3 Py,
Norte 16.113.228 17.445.129 16.779.179
Nordeste 53.914.341 54.942.739 54.428.540
Centro-Oeste 14.278.542 16.374.243 15.326.393
Sudeste 81.624.625 86.286.481 83.955.553
Sul 27.816.351 30.093.382  28.954.867

2.3.2 Populacao infectada inicial (1)

A determinacgao de [y baseou-se na média anual dos casos de tuberculose
registrados entre 2013 e 2023. Seja X a média dos casos anuais, a proporcao

inicial de infectados foi calculada por:

Iy = <PX) x 100% (2.7)

tm

Para representar adequadamente a realidade epidemiolégica, aplicou-se

uma correcao com base na variagao percentual dos casos ao longo do periodo.

2.3.3 Populagao recuperada inicial (Ry)

De forma semelhante, R foi definida a partir da média anual dos ca-
sos recuperados (denotada por Y'), normalizada em relacao & populagao total
média:

Ry = (PY) x 100% (2.8)

tm

2.3.4 Populagao suscetivel inicial (Sp)

Para que a soma dos compartimentos totalizasse 100%, o valor inicial de

individuos suscetiveis foi determinado por:

So = 100% — (Io + Ro) (2.9)

2.3.5 Valores iniciais para cada regiao

A aplicagao dos procedimentos acima permitiu estabelecer os valores

iniciais dos compartimentos para cada regiao, conforme resumido na Tabela 2.
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Tabela 2: Proporcoes iniciais dos compartimentos S, I e R para cada regiao.

Regiao So (%)  In (%) Ro (%)
Norte 99,99137 0,00519 0,00343
Nordeste 99,99436  0,00354  0,00209
Sudeste 99,99352  0,00399 0,00248
Sul 99,99496 0,00314 0,00189

Centro-Oeste  99,99621 0,00234 0,00144

Os valores estabelecidos serviram como condigOes iniciais para a si-
mulacao numérica do modelo SIRS, possibilitando a andlise da dinamica de
transmissao da tuberculose e a avaliagao da eficicia das medidas de controle
implementadas.

2.4. Valores dos parametros do modelo

A partir das condigoes iniciais, as varidveis do modelo SIRS foram es-
tabelecidas com base em dados oficiais e procedimentos especificos para cada

parametro, conforme descrito a seguir.

2.4.1 Taxa de mortalidade natural dos suscetiveis (us)

Utilizando dados de DATASUS (2024), determinou-se o total de mortes
naturais (M) de 2013 a 2022 para cada regido. A taxa anual média é calculada
por:

M

anual — 5 2.10
Hanual =5 10 (2.10)

em que Py, é a populacao total média, e o fator 10 refere-se ao periodo de 10
anos. A conversdo para base didria foi feita dividindo-se por 365:

Hanual
L= , 2.11
Ps = gpr (2.11)

Os valores calculados estao apresentados na Tabela 3.
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Tabela 3: Taxa de mortalidade natural dos suscetiveis por regiao.

Regiao M (2013-22) P, s Anual g Didrio
Norte 884160 16.779.179 0,52694 0,00144
Nordeste 3632709 54.428.540  0,66743 0,00183
Sudeste 6336787 83.955.553  0,75478 0,00207
Sul 2136378 28.954.867 0,73783 0,00202
Centro-Oeste 934350 15.326.393 0,60963 0,00167

2.4.2 Taxa de entrada na populacao ()

A taxa de entrada, predominantemente decorrente dos nascimentos, foi
estimada a partir dos dados de Depto de Andlise Epidemiolégica e Vigilancia de
Doengas ndo Transmissiveis (2024). Para cada regido, o total de nascimentos
(N) de 2013 a 2022 foi dividido por Py, x 10, obtendo-se a taxa anual:

= N (2.12)
Tanual = Pf,m < 10 .
A taxa didria é dada por:
p = Hanual (2.13)

365

Os valores estao resumidos na Tabela 4.

Tabela 4: Taxa de entrada (natalidade) na populagdo por regiao.

Regiao Nascimentos totais (N) Nanual 7 Diério
Norte 3.100.165 0,01847  0,00506
Nordeste 8.002.214 0,01470 0,00403
Centro-Oeste 2.377.227 0,01551 0,00425
Sudeste 11.097.956 0,01321  0,00362
Sul 3.858.973 0,01333  0,00365

2.4.3 Taxa de mortalidade dos infectados (u;)

A partir dos 6bitos associados & tuberculose (DATASUS, 2024), obteve-
se a média normalizada de mortes entre 0 e 1 para cada regiao. Devido a
possiveis subnotificagoes (Melo et al., 2018), aplicou-se um ajuste (incremento
variando entre —0, 0003 e +0,0003). Os valores finais de p; estdo na Tabela 5.
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Tabela 5: Taxa de mortalidade dos infectados por regiao.

Regiao Média normalizada Incremento i

Norte 0,0025 40,0002 0,0027
Nordeste 0,0031 40,0003 0,0034
Centro-Oeste 0,0033 -0,0003 0,0030
Sudeste 0,0027 40,0003 0,0030
Sul 0,0034 40,0003 0,0037

2.4.4 Taxa de recuperacao () e a taxa de perda de imunidade (¢)

A taxa de recuperagao foi obtida a partir da média de recuperados no
perfodo 2013-2022 (DATASUS, 2024), normalizada e ajustada com incremen-
tos (de 0 a +0,0007) para considerar subnotifica¢oes e fatores do tratamento
(Melo et al., 2018; U.S. Centers for Disease Control and Prevention, 2024). Os
resultados estao na Tabela 6.

Ja a taxa de perda de imunidade foi definida considerando um tempo
minimo de nove meses para reinfeccao ou reativagao. Define-se a taxa de perda

de imunidade como metade de ~:

€=

po |2

(2.14)
A Tabela 6 apresenta os valores obtidos.

Tabela 6: Taxas de recuperagao dos infectados por regiao e de perda de imu-

nidade por regiao.

Regiao Média normalizada Incremento vy &

Norte 0,0066 40,0007 0,0073  0,00365
Nordeste 0,0058 40,0006 0,0064 0,00320
Centro-Oeste 0,0061 40,0006 0,0067 0,00335
Sudeste 0,0062 40,0006 0,0068  0,00340
Sul 0,0060 0,0 0,0060 0,00300

2.4.5 Taxa de transmissao ()

A determinacao de § utilizou uma abordagem hibrida que combina oti-
mizacao global e local. Inicialmente, o algoritmo Differential Evolution (DE)

foi empregado para explorar o intervalo [0,1] utilizando as médias percentuais
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mensais dos casos de tuberculose (2013-2023), excluindo outliers (vide Tabe-
las 7 e 8).

Tabela 7: Média de casos percentuais mensais (Jan—Jun) por regido.

Regiao Jan Fev Mar Abr Mai Jun

Norte 0,00587 0,00542 0,00631 0,00614 0,00629 0,00617
Nordeste 0,00374 0,00341 0,00385 0,00360 0,00372 0,00344
Sudeste 0,00419 0,00379 0,00446 0,00391 0,00398 0,00390
Sul 0,00328 0,00291 0,00328 0,00313 0,00312 0,00303

Centro-Oeste  0,00240 0,00224 0,00272 0,00241 0,00244 0,00234

Tabela 8: Média de casos percentuais mensais (Jul-Dez) por regiao.

Regiao Jul Ago Set Out Nov Dez

Norte 0,00612 0,00629 0,00601 0,00584 0,00570 0,00460
Nordeste 0,00373 0,00387 0,00358 0,00363 0,00333 0,00266
Sudeste 0,00410 0,00431 0,00412 0,00416 0,00382 0,00318
Sul 0,00324 0,00350 0,00326 0,00338 0,00306 0,00255

Centro-Oeste  0,00240 0,00251 0,00239 0,00239 0,00217 0,00173

Em seguida, o método L-BFGS-B refinou os valores encontrados com
base em estimativas numéricas do gradiente. Esses valores estao dispostos na
Tabela 9. Além disso, foi necessario realizar ajustes empiricos subsequentes
nesses valores, para que o modelo reproduzisse satisfatoriamente a dindmica

dos dados, conforme mostra a Tabela 9.

Tabela 9: Comparagao entre os valores de 8 obtidos por otimizacao e ajustes

empiricos.
Regiao B (Otimizagdo) S (Empirico)
Norte 0,0107 0,01397
Nordeste 0,0099 0,01230
Centro-Oeste 0,0098 0,01261
Sudeste 0,0098 0,01174

Sul 0,0097 0,01159
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3. Resultados

Além de todas as tabelas ja apresentadas essa metodologia forneceu
graficos que comparam as projecoes do modelo com os dados reais em cada
regiao.

Modelo SIRS com Faixa de Ifectados e Desvio Padrio - SUDESTE Modelo SIRS com Faixa de Infectados e Desvio Padrio - NORTE

Lo

(a) Sudeste

Modelo SIRS com Faixa de Infectados e Desvio Padro - SUL

(b) Norte

Modelo SIRS com Faixa de Infectados ¢ Desvio Padro - NORDESTE

Zoon

(c) Sul (d) Nordeste

Modelo SIRS com Faixa de Infectados e Desvio Padrao - CENTRO

(e) Centro-Oeste

Figura 2: Modelo proposto para projecao de casos de tuberculose nas regioes
brasileiras. A faixa de infeccao indica a variagao estimada nos casos infectados,
considerando o desvio padrao dos dados observados.
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4. Discussao

A partir dos gréficos, é possivel realizar interpretagoes multifatoriais para

explicar a realidade de cada regiao.

4.1. Sudeste

Para a regiao Sudeste (Fig. 2a), o modelo SIRS prevé um leve aumento
percentual no niimero de infectados, passando de aproximadamente 0,0035%
para 0,0040%, o que numericamente representa uma variacao de cerca de 1959
para 2177 casos no periodo analisado. Apesar desse aumento, o grafico eviden-
cia que a taxa de recuperagao ultrapassa a taxa de infectados em torno de 160
dias, indicando que o sistema publico de satide da regiao consegue controlar
gradualmente a epidemia, especialmente no que tange a redugao do ntimero de
Obitos. Porém, evidencia também que a regiao nao consegue reduzir significa-
tivamente o nimero absoluto de casos.

Esse cenario epidemioldgico pode ser explicado por fatores socioeconémicos
conflitantes presentes na regiao. Por um lado, o elevado Indice de Desenvol-
vimento Humano (IDH) exerce um efeito protetor, ao facilitar maior acesso &
educagao e servicos basicos de satide. Por outro lado, questoes estruturais rela-
cionadas a urbanizacao acelerada, como alta densidade populacional em areas
metropolitanas, moradias inadequadas, baixa disponibilidade de dgua potéavel
e infraestrutura deficiente em regioces periféricas proporcionam condigoes fa-
voraveis a disseminacao da tuberculose e dificultam a adesao ao tratamento.
Essas vulnerabilidades urbanas, sem o contrapeso positivo do alto IDH regio-
nal, poderiam resultar em taxas significativamente maiores de infecgao (Dvorak,
2011; Agéncia O Globo, 2024; Weise, 2023).

Portanto, embora o desempenho do modelo seja aceitavel e suas métricas
de erro estejam dentro de limites razodaveis, pequenas variagoes nas previsoes
podem ter implicagdes relevantes na saide ptblica. Sugere-se que futuros estu-
dos aprofundem a investigacao dessas vulnerabilidades especificas, com aborda-
gens que permitam melhor compreender como fatores socioeconémicos intera-

gem e influenciam a dinamica epidemiolégica da tuberculose na regiao Sudeste.

4.2. Norte

A Figura 2b ilustra a evolucao do compartimento de infectados na regiao
Norte. Observa-se que, embora o crescimento seja discreto, passando de apro-
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ximadamente 0,0052 para 0,006, essa variagao representa um aumento de cerca
de 872 casos para 1006 casos durante o periodo analisado, sendo a maior en-
tre as regides estudadas. Por outro lado, a curva dos recuperados apresenta
um aumento marginal, permanecendo sempre abaixo da dos infectados. Esse
comportamento indica um ritmo de recuperacao lento, evidenciando que o sis-
tema publico de sauide na regiao Norte enfrenta dificuldades para controlar a
epidemia de tuberculose.

A situacao observada pode ser atribuida a diversos fatores interconecta-
dos, tais como o isolamento geografico, manifestado pela vasta extensao territo-
rial e pelo acesso restrito a comunidades remotas, o que dificulta a distribuicao
de recursos médicos e a presencga de profissionais de saide (Silva e Bacha, 2014;
Guimaraes et al., 2020). Outro aspecto relevante é a concentracdo de renda
aliada a escassez de oportunidades econémicas, agravando a exclusao social e
comprometendo o acesso aos servigos de saide (Agéncia O Globo, 2024). Além
disso, a infraestrutura insuficiente dificulta a implementacao de medidas efica-
zes de controle, enquanto o subfinanciamento do setor afeta negativamente a
qualidade dos servigos prestados (Weise, 2023). Da mesma forma, dados in-
completos ou desatualizados nos registros de satide prejudicam o planejamento
e a execugao das politicas piblicas (Ribeiro et al., 2023).

Esses fatores podem contribuir para a subnotificagao dos casos de tuber-
culose, comprometendo a precisao dos dados e, consequentemente, do modelo.
Mesmo assim, os resultados obtidos demonstram que o modelo é capaz de cap-
turar robustamente a dindmica da doenga na regiao, evidenciando a necessidade

de politicas publicas mais efetivas para o controle epidemiolégico na area.

4.3. Sul

Para a regiao Sul, o grafico da Figura 2c demonstra que a projecao de
novos casos apresenta um leve aumento, passando de aproximadamente 0,0032
para 0,0035 ao longo de um ano. Paralelamente, a taxa de recuperagao ultra-
passa a dos infectados por volta dos 200 dias, o que indica que a regido Sul tem
uma maior capacidade de lidar com a tuberculose.

Este comportamento, entretanto, suscita questionamentos quanto a per-
sisténcia da doenga. Considerando os elevados indicadores socioeconémicos da
regiao - como o alto IDH, exemplificado pelas capitais estaduais - aliados a
uma, densidade populacional historicamente mediana - resultado de um pro-

cesso de colonizagao que privilegiou o espacamento entre os assentamentos - e
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ao desempenho eficiente do sistema publico de saide - com infraestrutura de
qualidade e efetividade nas campanhas de combate & tuberculose -, o resultado
ideal sugeriria um cendrio praticamente livre da doenga (Sousa, 2020; Dvorak,
2011; Amorim, 2016; Secretaria da Saude, 2024).

Contudo, a permanéncia da tuberculose pode estar relacionada & im-
portagao de casos, uma vez que a regiao Sul, por apresentar uma alta densidade
de cidades em &areas de fronteira, registra um fluxo de casos provenientes de
estados como Sao Paulo e Mato Grosso do Sul, além de paifses vizinhos (Ar-
gentina, Paraguai e Uruguai). Adicionalmente, fatores como a tendéncia de
aglomeragao em ambientes fechados e aquecidos em periodos de temperaturas
mais baixas também podem favorecer a disseminagao da doenga (Kossakovski,
2020).

Assim, embora o modelo SIRS projete um cendrio estdvel e um sis-
tema de satide robusto, os niveis atuais da doencga ainda estao distantes dos
padroes recomendados pela OMS (WHO, 2024), evidenciando a necessidade
de politicas publicas que adotem uma abordagem multifatorial, focando nos
desafios especificos das areas de fronteira.

4.4. Nordeste

Na regiao Nordeste, representada no gréafico da Figura 2d, o comporta-
mento da curva de infectados apresentou um aumento moderado ao longo de
um ano, subindo de cerca de 0,00354 para 0,004, correspondendo numerica-
mente ao aumento de aproximadamente 1959 para 2177 casos. Apesar desse
crescimento, a taxa de recuperacao alcanga a taxa de infectados proximo aos
220 dias, indicando que o sistema de saide consegue controlar a epidemia,
embora com maior dificuldade do que outras regioes.

Este cenario epidemiolégico pode ser explicado por fatores estruturais e
socioecondmicos interligados. A regido possui um legado colonial que deixou
uma infraestrutura urbana insuficiente para atender as demandas atuais da
populagao, dificultando a implementagao eficaz de medidas de satide publica
(Silva e Bacha, 2014; Guimaraes et al., 2020). Além disso, as condig¢oes soci-
oecondmicas precarias, como moradias inadequadas, superlotadas e mal venti-
ladas, favorecem a transmissao da tuberculose (César, 2020). Soma-se a isso o
subfinanciamento histérico da satide publica, resultando em escassez de medi-
camentos, profissionais qualificados e campanhas de prevencao eficazes (Zanon,
2024). Outro fator relevante é a alta mobilidade populacional interna, especi-
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almente migracoes sazonais para regioes Centro-Oeste e Sudeste, que podem
interromper tratamentos em andamento, afetando negativamente o controle da

doenga.

Portanto, o controle efetivo da tuberculose no Nordeste requer estratégias
integradas entre governos federal, estadual e municipal, com investimentos na
infraestrutura da rede de satide e fortalecimento das politicas publicas de saude

coletiva.

4.5. Centro-Oeste

A regiao Centro-Oeste (gréfico da Figura 2e) apresentou uma leve elevagao
no nimero de infectados no periodo estudado, indo de aproximadamente 0,00234
(~ 359 casos) para cerca de 0,0025 (~ 420 casos). Apesar do pequeno cresci-
mento, observa-se que a curva de recuperados supera a de infectados somente
préximo ao dia 300, demonstrando um ritmo relativamente lento de recu-
peracao. O modelo mostrou resultados satisfatorios na captura dessa dindmica

epidemioldgica, conforme evidenciado pelas métricas de erro apresentadas.

Esse comportamento pode estar associado a fatores especificos da regiao,
como a significativa presenca de populagao indigena, especialmente no Mato
Grosso do Sul e em &dreas da Amazonia Legal, o que dificulta o acesso aos
servicos de satide. Soma-se a isso a intensa mobilidade populacional resultante
da migracgao sazonal ligada a atividade agropecuaria, o que torna mais dificil
o rastreamento de casos e o acompanhamento continuo dos tratamentos. Adi-
cionalmente, o acesso limitado aos servigos publicos de satde, especialmente
em municipios menores e em dreas rurais, a fragilidade dos registros epide-
miolégicos e a infraestrutura precaria de transporte contribuem para potenciais
subnotificagdes e tratamentos interrompidos (Silva Neto, 2023; Famato, 2018;
Correa e Ramos, 2010).

Diante desse cenéario, reforga-se a necessidade de politicas ptblicas volta-
das ao fortalecimento da infraestrutura basica dos municipios menores, melho-
ria dos sistemas de notificagdo, maior investimento na rede de atencao basica
e na capacitacao dos profissionais de saide para garantir uma resposta eficaz

ao desafio epidemiolégico representado pela tuberculose na regiao.
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5. Consideracoes finais

Os resultados obtidos nesse estudo demonstraram que o modelo SIRS
foi capaz de representar, com uma precisao razoavel e robusta, a dinamica da
doenca em cada regiao. Este estudo evidencia a complexidade da tubercu-
lose no Brasil e a necessidade de abordagens multidisciplinares para seu con-
trole e considerando as disparidades regionais, é necessaria a implementacao
de estratégias especificas, considerando as particularidades socioecondmicas,
culturais e de infraestrutura de cada drea. Além de ter revelado que politicas
publicas integradas, investimentos em saide, melhoria das condicoes de vida
e educagao em saude sao fundamentais para a reducao dos casos e eventual
erradicagao da tuberculose no pais.

Por fim, reconhecemos as limitagoes deste trabalho, especialmente em
relagao a qualidade e disponibilidade dos dados, possiveis subnotificagoes e sim-
plificacoes inerentes aos modelos matematicos. Recomendamos que em estudos
futuros seja considerado a incorporacao de dados mais atualizados, inclusao de
outras varidveis relevantes e o uso de modelos mais complexos e equilibrados
que possam capturar de forma ainda mais precisa a dinamica da doenca em

diferentes contextos.
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Resumo. Neste estudo é proposta uma modelagem de dindmica populaci-
onal via adaptacao do modelo de Malthus e de Verhulst que descrevem o
crescimento populacional e a taxa de crescimento, respectivamente, para po-
pulagoes de Brachionus plicatilis submetidos a diferentes concentragoes de um
agente téxico, no caso a bituca de cigarro. Com isso, focamos em adaptar
esses modelos para adicionar um termo em fung¢do da concentracdo da bituca
(C) e modelar como diferentes concentragdes afetam o crescimento e a taxa
de crescimento das populagoes. Além dessa modelagem, buscamos discorrer
sobre os riscos da polui¢ao das bitucas bem como seus efeitos negativos no

organismo modelo utilizado.

Palavras-chave: Modelagem; Ecotoricidade; Malthus; Verhulst

1. Introducao

As bitucas de cigarro (BCs) sdo os residuos mais frequentemente descar-
tados em ambientes aquaticos ao redor do mundo, havendo ainda um volume
expressivo desse tipo de residuos em dreas urbanas, sobretudo nas praias (No-
votny e Slaughter, 2014; Yousefi Nasab et al., 2022). Estima-se que entre 19% e

38% dos residuos encontrados em zonas costeiras sejam compostos por residuos
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de BCs (Lian et al., 2024). Esses residuos por parte sdo transportadas para
corpos d’dgua por diversos fatores, como pela agao do vento e da chuva ou
até por correntes de dgua, eventualmente alcancando o ambiente marinho. As
BCs contém diferentes materiais, incluindo papel, cinzas, restos de tabaco e,
sobretudo, fibras de acetato de celulose, as quais representam um polimero
semissintético que apresenta alta resisténcia & degradacao natural (Novotny e
Slaughter, 2014). As BCs podem conter mais de 7.000 substancias quimicas,
como nicotina, metais pesados e hidrocarbonetos aroméaticos, que representam
um risco significativo nao s6 para os seres humanos, como também para todo

um ecossistema (Lima et al., 2021).

Com todos esses fatores, e os potenciais riscos a vida marinha, é ne-
cessario a utilizagao de métodos experimentais e tedricos a fim de gerar insights
sobre a atuacao e os efeitos deste residuo em organismos aquaticos. Uma das
alternativas tedricas é o estudo da dinamica populacional de um sistema de in-
teresse, que utiliza dados experimentais do comportamento desse sistema que
fundamentam modelos matematicos capazes de descrever a evolugao de um sis-
tema ao longo do tempo, considerando diferentes condigoes iniciais. Esse campo
teve inicio em 1798, com a publicacdo do ensaio “An Essay on the Principle
of Population”, de Thomas Robert Malthus, que, de forma pioneira, sugeriu
que a populagao cresce em progressao geométrica, enquanto os recursos de sub-
sisténcia aumentam em progressao aritmética. Contudo, ele nao considerou que
vivemos em um ecossistema fechado, onde limitagoes como alimento, agua, ar
ou espaco fisico inevitavelmente impéem um teto ao crescimento populacional,

levando a uma estabilizacao.

Com o intuito de testar os efeitos das BCs em organismos a diferentes
concentragoes (Lian et al., 2024) utilizou o rotifero eurialino Brachionus plica-
tilis, um microzooplancton herbivoro. Com isso, gerando diversos dados acerca
dos efeitos gerados pelas BCs nas populagoes de B. plicatilis. Dentre esses efei-
tos, destaca-se a redugao na taxa de reprodugao e a reducao na quantidade de

ovos, topicos que serao o foco do estudo.

Com base nesses dados, propoe-se o desenvolvimento de um modelo ma-
tematico baseado em dinamica populacional para descrever o comportamento
populacional de B. plicatilis em funcao da concentragao de bitucas de cigarro.
Tal abordagem permitird compreender melhor a dinamica dessas populagoes

sob diferentes niveis de contaminagao.
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2. Objetivos

Com base nos dados experimentais sintetizados a partir do estudo de
Lian et al. (2024), este trabalho propde o desenvolvimento de duas equagoes
fundamentadas em modelos de dindmica populacional para descrever os efei-
tos adversos da exposi¢ao a bituca de cigarro sobre populagoes de Brachionus
plicatilis. Os principais impactos a serem modelados incluem a variagao da
densidade populacional e a taxa de crescimento, ambos observados em declinio
conforme o aumento da concentracdo de BC nos experimentos. Logo, nossos

objetivos principais para estudo sao:

1. Desenvolver um modelo baseado na equagao de Malthus para descrever a
dinamica da densidade populacional, incorporando um termo que repre-

sente a influéncia da concentracao de BC ao longo do tempo;

2. Adaptar o modelo logistico de Verhulst para representar a taxa de cres-
cimento populacional, incluindo um termo que considere os efeitos da
concentracao de BC ao longo do tempo.

3. Metodologia

O atual estudo foi realizado a partir da modelagem matemética de dados
experimentais descritos anteriormente, em que pretende-se atribuir a concen-
tracao da bituca de cigarro como termos adicionais em cada modelo estudado.
Ademais, o experimento realizado utilizou tanto as fibras de acetato de celulose
que compoem a parte fisica da bituca, quanto o lixiviado filtrado da agua que
interagiu com a bituca. Ao analisar os graficos experimentais, é perceptivel que
a densidade populacional ao longo do tempo para cada concentragao tem um
carater de crescimento Malthusiano. J4 para a taxa de crescimento o compor-

tamento aparenta ser um crescimento descrito pelo modelo de Verhulst.

Os dados foram retirados do artigo da referéncia utilizando o aplicativo
automeris-io (Automeris.io, 2024) que tem funcionalidade de obter os pontos
(x,y) de um determinado grafico. Dessa forma, foi possivel obter com a fide-
lidade semelhante ao dos graficos do artigo os dados construido pelos dados

experimentais.
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3.1. Modelo de Malthus

O modelo classico de crescimento populacional de Malthus é descrito
pela equagao diferencial (3.1):

% =7rP, (3.1
em que:

- P(t) = representa a densidade populacional no tempo ¢ ;

- t = representa o tempo, dado em dias;

- r = taxa de crescimento intrinseca da populacao.

A solucao desta equacao assume a forma exponencial descrita pela equacao

(3.2) abaixo:

P(t) = Pye'™, (3.2)

sendo P, a densidade populacional inicial.

No entanto, este modelo nao considera efeitos externos que possam in-
fluenciar a taxa de crescimento, como a presenga de substancias toxicas no
ambiente, no caso a bituca. Para capturar esses efeitos, foi necessario modifi-
car a equacao (3.2) para incluir um termo de toxicidade que afeta a taxa de
crescimento 7.

A presenga de um composto téxico na populagdo reduz a taxa de cresci-
mento, um fenémeno frequentemente modelado como uma fungao decrescente.
Uma das alternativas adotada para simular o efeito téxico é utilizar a relacao

de exponencial negativa como o da equagao (3.3):

Toff = re (3.3)

nesse caso, k > 0 é um coeficiente que representa a intensidade do efeito téxico
sobre r. No entanto, tentativas de ajuste da funcdo mostraram que essa for-
mulagao simples pode nao representar corretamente situacoes em que ha um
limite de concentracao acima do qual a populagao nao sobrevive. Para evitar
que 7og assuma valores pequenos, mas ainda positivos para concentragoes eleva-
das, foi introduzida uma funcao logistica de transicao demonstrada na equagao
(3.4) abaixo:

1
_ —kC
Teff = TE€ . m (34)
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Esse termo adicional faz com que r.g tenda rapidamente a zero para
C > 2.5 (valor préximo a concentracao que elimina totalmente a populagédo),
garantindo que, em concentracoes elevadas do composto, a populagao efetiva-
mente se extinga, refletindo a realidade experimental.

Realizando outro ajuste de fungao para os dados experimentais, notou-se
que a intensidade da toxicidade pode nao ser uma funcao linear da concentragao
do composto. Para capturar esse efeito, foi adotado um modelo logistico para
k, presente na equacao (3.5), garantindo que a relacao entre C' e a inibigao do
crescimento seja suavizada.

a

k= Tretca (3.5)
Aqui:
- a = controla a intensidade méaxima do efeito toéxico;
- b = define a inclinagao da transigao;
- ¢ = determina a concentracao critica em que a toxicidade se torna
significativa;

Esse ajuste permite uma transicao mais realista entre condicoes de baixa
e alta toxicidade, garantindo que o efeito do composto seja minimamente per-
ceptivel para pequenas concentragoes e se intensifique progressivamente con-
forme C' aumenta.

Substituindo os ajustes acima na equacgao original de Malthus, obtém-se
a funcao final para a densidade populacional afetada pela toxicidade das BC:

o
(——a o
e (1+e*b(0*6))
11c10(C—2.5)

P(t)=Py-e : (3.6)

t

Entao,

- O parametro k, dado na equagao (3.5), é calculado pela fungao logistica;

- A taxa de crescimento efetiva rqg, equacao (3.4), é ajustada por um
termo exponencial e uma transicao logistica;

- O crescimento populacional segue a solugao classica de Malthus, mas
agora modificado pelo impacto da toxicidade;

Dessa forma, o modelo proposto mantém a estrutura fundamental do
modelo de Malthus, ao mesmo tempo que incorpora mecanismos realistas para
descrever o impacto da toxicidade sobre o crescimento populacional. Essa

abordagem permite representar adequadamente fenémenos biolégicos como a
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inibicao progressiva do crescimento e a extingao da populagao em concentragoes
criticas do composto.

3.2. Modelo de Verhulst

O modelo de Verhulst, descrito pela equagao (3.7), sugere que o cresci-
mento populacional é limitado por fatores ambientais que restringem a ex-
pansao indefinida da populagdao, de modo que uma capacidade suporte K

atribuida ao ambiente seja considerada na equacgao.

dP P

em que:
- P(t) = representa a populagio no instante de tempo t.

% = é a taxa de variacao da populagao ao longo do tempo.

- r = corresponde a taxa de crescimento populacional.
- K = define a capacidade de suporte do ambiente.

A solugao dessa equagao diferencial pode ser expressa como:

Plt) = —r
1+ Pyet —1)
em que:

- Py representa a populacao inicial no instante ¢ = 0.

- O termo e descreve o crescimento exponencial desconsiderando li-
mitagoes ambientais.

- A fragdo expressa o efeito da limitacdo dos recursos, garantindo que
P(t) se aproxime de K ao longo do tempo.

- O crescimento inicial é aproximadamente exponencial, mas desacelera
a medida que a populagao se aproxima da capacidade de suporte.

Embora o modelo de Verhulst seja tradicionalmente utilizado para des-
crever o crescimento de uma populagao ao longo do tempo, neste trabalho ele
foi adaptado para modelar a taxa de crescimento da densidade populacional de
Brachionus plicatilis. Dessa forma, a equacao assume uma nova interpretagao,
na qual:

- P(t) passa a ser representado como P, (t), descrevendo a taxa de cres-
cimento da densidade populacional de rotiferos ao longo do tempo.
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- K nao representa mais a capacidade suporte da populacao, e sim o
valor maximo que a taxa de crescimento pode atingir, ou seja, a capacidade
suporte da taxa de crescimento.

- r deixa de ser a taxa de crescimento da populagao e passa a representar
a taxa de variagao da propria taxa de crescimento, caracterizando a rapidez com
que Py(t) se aproxima de K.

Essa reformulacdo permite que o modelo logistico seja utilizado para
descrever a dinamica da taxa de crescimento dos rotiferos. Além da mudanca
do significado dos coeficientes e varidveis da equacao, € também necessario
acrescentar nesta um modo de tornar a funcao dependente da concentragao de
substancias téxicas.

A abordagem aplicada foi incorporar a dependéncia da capacidade su-
porte da taxa de crescimento em relacao a concentragao de substancias toxicas.
Essa dependéncia foi modelada por meio da seguinte expressao:

K(C) = Koe P + Ko (1 — e P9). (3.9)

Na equagao (3.9), K(C) representa a capacidade suporte da taxa de
crescimento em funcao da concentracao C' da substancia toxica; Ky é a capa-
cidade suporte inicial, correspondente ao ambiente sem contaminagao; K., é
a capacidade suporte em altas concentragbes da substancia toxica, refletindo
o efeito limite da toxicidade; 8 é um coeficiente que controla a sensibilidade
da capacidade suporte a presenca da substancia toxica, modulando a transigao

entre Ky e K e C é a concentracao da substancia téxica no meio.

A dinamica da taxa de crescimento foi entao modelada por uma fungao
logistica modificada, dada pela equagao (3.10)

K(C)

Pl = sy

(3.10)

em que to representa o tempo no qual ocorre a inflexao da curva de crescimento.

Essa reformulacao permite descrever a dinamica da taxa de crescimento
dos rotiferos considerando o impacto de substancias toxicas no ambiente. As-
sim, o modelo nao apenas mantém a estrutura fundamental do modelo logistico,
mas também incorpora um mecanismo para capturar os efeitos da toxicidade

sobre a capacidade suporte da taxa de crescimento.
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3.3. Otimizacao por evolucao diferencial

O objetivo da otimizagao é ajustar a equagao adaptada do modelo de
Malthus (3.6) aos dados sintéticos. Para isso, utilizamos o método de Evolugao
Diferencial (DE, do inglés ” Differential Evolution”), uma abordagem estocastica
para otimizagao global que busca minimizar o erro entre os valores experimen-
tais e os valores previstos pelo modelo. Os parametros ajustiveis a serem
otimizados sao 7, a, b e c.

A Evolucéo Diferencial é um algoritmo baseado em populagao que busca
iterativamente um conjunto de parametros 6timos para minimizar uma fungao
objetivo (Price, 2013). No nosso caso, queremos encontrar os valores de 7, a, b, ¢
que minimizam a soma dos quadrados dos residuos, onde um residuo é a di-
ferenca entre os valores observados Pexp; € 0s valores previstos pelo modelo

Pro4,i para cada ponto experimental ¢:

N
Erro = Z (Pexp,i — Pmod,i)2 , (3.11)
i=1
ou seja, queremos minimizar:
al 2
S(r,a,b,c) = Z (Pexp,i — Poe™e™i ). (3.12)

i=1

O método de Evolucgao Diferencial funciona através das seguintes etapas:

1. Inicializagao da Populacao: O algoritmo comega com uma populacao
inicial de vetores de parametros, gerados aleatoriamente dentro de um

intervalo predefinido.

2. Mutacdo: A cada iteragdo, novos vetores candidatos sdo gerados ao com-
binar aleatoriamente trés individuos da populagao original. Essa com-
binacdo é ponderada por um fator de mutacdo que controla a variagao

dos novos candidatos.

3. Recombinagao: Para cada vetor da populagao, um novo vetor candidato
é gerado combinando suas caracteristicas com o vetor mutado, segundo

uma taxa de recombinagao.

4. Selecao: O novo vetor candidato é avaliado e comparado ao individuo ori-
ginal. Se apresentar um menor erro, ele substitui o individuo na proxima

geracao.
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5. Convergéncia: O processo continua até que a variagao nos parametros seja

suficientemente pequena ou o niimero maximo de iteragoes seja atingido.

Para a implementacao numérica desse conceito, utilizamos a fungao
differential evolution da biblioteca scipy.optimize, que executa auto-
maticamente os passos do algoritmo. Esse método apresenta vantagens sobre
os quadrados minimos, pois nao depende de derivadas e é mais robusto para
fungodes altamente nao lineares ou com multiplos minimos locais (Mishra, 2007).

Apés a otimizagao, o modelo ajustado é comparado com os dados expe-
rimentais visualmente através de gréficos gerados pela biblioteca matplotlib.
Um bom ajuste é caracterizado por uma curva que segue bem a tendéncia dos

pontos experimentais, com residuos pequenos e distribuidos aleatoriamente.

3.4. Otimizacao por quadrados minimos

Devido ao modelo de Verhulst apresentar um comportamento mais bem
condicionado, a otimizacao do ajuste da fungao aos dados foi realizada por meio
do método dos Minimos Quadrados. Esse método busca minimizar a soma dos
quadrados dos residuos, ou seja, as diferengas entre os valores experimentais
e os valores previstos pelo modelo. A funcao objetivo geral a ser minimizada

pode ser expressa pela equagio (3.13)

S:

sendo y; os valores observados, f(z;,0) a fun¢ao do modelo parametrizado pelos

(yi — f(xi,0))*. (3.13)

n
coeficientes 6, e n o nimero total de observagoes.

Esse método é amplamente utilizado para encontrar os parametros 6timos
que melhor descrevem os dados, garantindo um ajuste adequado ao modelo.
Para a modelagem de Verhulst, os parametros a serem ajustados sao b, kg, koo
e r da fungao P(t) da equacao (3.10). O ajuste dos parametros é realizado
minimizando a soma dos quadrados dos residuos entre os valores observados

P ; e os valores previstos pelo modelo Ppoq,::

N
2
S(b, ko, koo,) = Y (Prtii = Paoa.i)” - (3.14)
i=1
A otimizagao foi implementada utilizando a funcao curve_fit da bibli-
oteca scipy.optimize, que ajusta os parametros minimizando a fungao obje-

tivo.
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4. Resultados

4.1. Malthus adaptado

Com a equagao final do modelo adaptado (3.6), utilizamos o método de
otimizagao por evolucao diferencial para encontrar os parametros que melhor
ajustam a funcao levando em conta todos os dados reais. Também removendo
os dados de C' = 0,03 que estavam causando sobreajuste na fungao pois alguns
pontos demonstravam que essa concentragao era mais toxica que a de C' = 0, 3.
E possivel que esse resultado decorra de alguma inconsisténcia experimental
na determinagao da densidade populacional. Com isso, foi possivel obter os

graficos presentes na Figura 1.

Malthus Adaptado para Toxidade das Fibras Malthus Adaptado para Toxidade dos Lixiviados

@ Dados Controle » @ Dados Controle »
® Dados C=3 @ Dados C=3
Dados C=0.3 Dados C=0.3
® Dados C=0.03 Dados C=0.03
— Ajuste C=3 — Ajuste C=3
Ajuste C=0.3 Ajuste C=0.3
— Ajuste C=0.03 — Ajuste C=0.03
— Ajuste C=0 — Ajuste C=0

50

50

00

00

Densidade Populacional (ind/mi)
Densidade Populacional (ind/mi)

6 a
Tempo (Dias) Tempo (Dias)

(a) Ajuste otimizado das fibras da bituca. (b) Ajuste otimizado do lixiviado da bituca.

Figura 1: Modelo de Malthus adaptado com ajuste otimizado da evolugao

diferencial.

Ao analisar os graficos da Figura 1, observa-se que tanto as fibras das
bitucas de cigarro quanto o lixiviado apresentam efeitos semelhantes na den-
sidade populacional. Podemos notar que a funcao obteve bons resultados no
ajuste dos dados reais, apresentando baixa disparidade nas curvas. Além disso,
o ajuste segue a légica de que ao extremo (C = 3) a populagao nédo pode cres-
cer novamente, visto que todos os individuos morreram. Abaixo os parametros

otimizados por evolugao diferencial:
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Tabela 1: Otimizagao dos parametros do modelo de Malthus adaptado.
Teste r a b c

fibras 0,533 4,887 2,766 1,310
lixiviado 0,533 2,266 2,897 0,952

Na Tabela 1, podemos perceber que apesar dos graficos serem semelhante
os parametros a e ¢ demonstram uma certa diferenca entre as duas otimizagoes.

Com base nessa otimizagao, extrapolamos o modelo para simular valores
sem dados experimentais de concentracao, propondo assim um possivel cenério
a partir das concentragoes simuladas.

Simulagao de Diferentes Concentragdes de Fibras Simulagéo de Diferentes Concentragdes de Lixiviados

— Simulagao C=0

simulagao C=0.1 1000

—— Simulagao C=0.25

—— Simulagao C=0.5
—— Simulagao C=1

— Simulagao C=5 800

® Dados Controle

— Simulagdo C=0

Simulagéo C=0.1

—— Simulagdo C=0.25

— Simulagéo C=0.5
—— Simulagao C=1
—— Simulago C=5
@ Dados Controle

1000

800

600

600

400 400

Densidade Populacional (ind/mi)
Densidade Populacional (ind/mi)

200 200

6 8 6 8
Tempo (Dias) Tempo (Dias)

(a) Simulagéo das fibras da bituca. (b) Simulacdo dos lixiviados da bituca.

Figura 2: Simulagoes feitas com o modelo otimizado para os dados experimen-
tais.

Com base na Figura 2, é possivel ter uma simulagao que extrapola até
12 dias (T") de experimento, com as concentragoes C sendo: 0,1, 0,25, 0,5, 1 e
5. Porém, pela simplicidade da equagao de Malthus o fator exponencial de um
mundo sem limitacao de espago e recursos torna simulagoes para T maior que
10 sem sentido.

4.2. Verhulst adaptado

Através da aplicaggo do método dos quadrados minimos na equagao
adaptada final do modelo de Verhulst (3.10), foi possivel encontrar os melhores

coeficientes para ajustar a fungao aos dados. E valido ressaltar que os dados da
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concentracao C' = 0,03 também foram removidos desse processo de otimizagao

devido ao sobreajuste. Assim, os graficos da Figura 3 foram obtidos.

Modelo Logistico Adaptado para a Bituca Lixiviada Modelo Logistico Adaptado para a Bituca Fibra

.
02 /H’—/ _—%
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&

Taxa de Crescimento Populacional

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
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(a) Ajuste otimizado das fibras da bituca. (b) Ajuste otimizado do lixiviado da bituca.

Figura 3: Modelo de Verhulst adaptado com ajuste otimizado.

Comparando os graficos da Figura 3, é possivel observar que o comporta-
mento da taxa de crescimento da densidade populacional de rotiferos é bastante
semelhante para a bituca lixiviada e para as fibras nos dados do grupo controle
e na concentracao de 0,3. No entanto, nota-se uma diferenca significativa no
crescimento ao longo do tempo, sendo que a fibra da bituca apresenta um au-
mento mais acentuado em comparacao ao lixiviado. Devido ao fato do processo
de otimizagao por quadrados minimos ocorrer de forma individual para cada
concentracao e caso, a Tabela 2 apresenta um aproximacgao dos coeficicientes

por meio de uma média.

Tabela 2: Média dos parametros do modelo de Verhulst adaptado.
Teste r Ky Ki b to
Fibras 3,284 0,60 0,30 0,38 0,92
Lixiviado 3,284 0,60 0,30 0,38 0,92

5. Conclusoes

Com base na fungao adaptada de Malthus, foi possivel criar um modelo
que se ajustou bem aos dados experimentais utilizados. A partir desse mo-

delo foi possivel realizar simulagoes computacionais, a fim de inferir possiveis
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cenarios com outras concentracoes do agente toxico. Para a funcao adaptada de
Verhulst, foi possivel fazer um ajuste geral para modelar a taxa de crescimento
da densidade populacional no tempo com base nas otimizacoes feitas para cada
caso e concentragao.

Com isso, entende-se que ambos os modelos podem servir como um ma-
terial de apoio para outros estudos que busquem entender como o crescimento
populacional de um conjunto de organismos pode variar, ou desaparecer, dado

a concentracao de um agente toxico.
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Resumo. O objetivo deste artigo é apresentar avaliagio numérica e compor-
tamental de sistemas de dguas subterraneas, a partir de um modelo de difusao
derivado da combinagao entre a lei de Darcy, que rege o escoamento em meios
porosos, e a equacao da continuidade, de estudos sobre a conservagao de massa
em um sistema, resultando em uma equagado diferencial parcial de segunda
ordem. Considerando como condigdo inicial uma funcado gaussiana centrada
no dominio fisico e como condigdes de contorno as de Dirichlet homogéneas,
o modelo segue resolvido analiticamente e numericamente. Para a solugao
numérica, adota-se o método das diferengas finitas, com implementacdo com-
putacional em ambiente Matlab®. As simulacdes realizadas permitem analisar
a influéncia de trés parametros fisicos fundamentais dos aquiferos confinados:
a condutividade hidraulica, o armazenamento especifico e a espessura satu-
rada, fornecendo subsidios para a compreensao do comportamento de sistemas

aquiferos mediante perturbagoes no sistema.

Palavras-chave: Modelagem matemdtica; poluicao de recursos hidri-

cos; dguas subterraneas.

1. Introducao

A crescente degradagao dos corpos hidricos do mundo moderno, impul-
sionada por praticas inadequadas de uso e ocupacao do solo, evidencia a neces-
sidade de abordagens quantitativas que integrem aspectos fisicos, quimicos e
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biolégicos, capazes de descrever e prever o comportamento desses sistemas com-
plexos. Neste sentido, a modelagem matematica tem se consolidado como uma
ferramenta de suporte técnico-cientifico de auxilio e subsidio de planejamento
e gestao de sistemas (Bonganha et al., 2005; Corseuil et al., 2006).

No tocante aos recursos hidricos, as 4guas subterraneas merecem atencao
especial, dado seu papel estratégico de desenvolvimento e de abastecimento hu-
mano, na producao agricola e na manutencao da estabilidade ecolégica. Cerca
de 50% das cidades brasileiras dependem ao menos parcialmente das dguas
subterraneas para abastecimento ptublico (Hirata et al., 2019a). Embora rela-
tivamente protegidas por camadas geoldgicas, essas reservas nao estao imunes
a contaminacao (Hirata et al., 2019b; Zhang, 2019). Vazamentos em tanques
de combustiveis, falhas em sistemas de esgotamento sanitario, uso excessivo de
agrotdxicos e disposicao inadequada de residuos sélidos estao entre as princi-
pais fontes de poluicao, muitas vezes, silenciosa e de dificil deteccao devido a
natureza lenta e subterranea dos processos de infiltracdo (Corseuil e Marins,
1997; Ribeiro et al., 2007).

As dguas subterraneas compoem uma fracao significativa das reservas
de agua doce acessiveis para consumo humano, desempenhando papel vital de
abastecimento de comunidades urbanas e rurais, bem como na sustentagao dos
fluxos de rios e lagos. Sua contaminagdo, no entanto, acarreta riscos a satde e
impacta economicamente sistemas com o aumento dos custos de tratamento e
a reducao da disponibilidade hidrica (Dao et al., 2024; Otalvaro, 1999).

Entre os contaminantes mais preocupantes estao pesticidas, metais pe-
sados e hidrocarbonetos, cuja infiltragao pode comprometer a qualidade dos
aquiferos de forma duradoura (Pinheiro et al., 2019; Ribeiro et al., 2007). A
percolagao de liquidos contaminados, sejam eles oriundos de aterros sanitarios
mal gerenciados, depédsitos clandestinos de residuos sélidos, e ainda outros,
constitui uma das vias mais comuns de poluicao desses sistemas (Alves e San-
tos, 2023).

Adicionalmente, falhas estruturais em sistemas de esgoto e deficiéncias de
infraestruturas, inclusive de armazenamento de efluentes e compostos, agravam
o cendrio de vulnerabilidade dos aquiferos, especialmente em &reas urbanas
(Ferracini et al., 2001; Reynalds, 2007).

Nesse contexto, a construcao de modelos hidrogeolégicos, baseados em
leis fisicas como a lei de Darcy e a equagao da continuidade, torna-se funda-

mental para representar o fluxo de 4gua em meios porosos e simular a dispersao
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de poluentes ao longo do tempo, bem como o comportamento do sistema, me-
diante outras formas de pertubagoes pontuais (Wendland, 2003). Tais modelos
permitem identificar zonas de maior ou menor capacidade de transmissao de
agua, fornecendo subsidios para o planejamento de captagoes, estratégias de

remediagao e politicas piblicas de protecao dos mananciais subterraneos.

Diversos estudos evidenciam a aplicabilidade e a relevancia desses mo-
delos. Mustafa e Mawlood (2024), por exemplo, analisaram o esgotamento de
aguas subterraneas em uma bacia hidrografica do Oriente Médio por meio de
modelagem tridimensional baseada em dados de pogos, enquanto Bonganha
et al. (2005) desenvolveu um modelo hidrolégico para compreender o compor-
tamento do sistema aquifero de Araraquara (SP) (Mustafa e Mawlood, 2024;
Bonganha et al., 2005). No campo da contaminagio, destacam-se os trabalhos
de Martinez (2023), que modelou vazamentos de hidrocarbonetos em Valéncia
na Espanha, e o desenvolvimento do modelo solucao corretiva baseada no risco
(SCBR) no Brasil, voltado & simulagio de cendrios de contaminagao por com-
bustiveis (Corseuil et al., 2006). Firmiano e Wendland (2009), por sua vez,
propuseram solugoes numéricas para a determinacao do campo de velocidades
em aquiferos confinados, contribuindo para o avanco da modelagem de fluxos

subterraneos.

Compreender a influéncia dos parametros que modelam os sistemas hi-
dricos subterraneos é fundamental para entender os fatores que controlam seu
comportamento e identificar parametros relevantes na dinamica do sistema.
Esse conhecimento pode orientar discussoes voltadas a gestao sustentavel des-
ses recursos, especialmente em cenarios de crescente demanda e vulnerabilidade
ambiental. Nesse contexto, os modelos mateméaticos que representam com pre-
cisao os fenémenos fisicos do escoamento subterraneo tornam-se ferramentas
estratégicas para embasar a tomada de decisoes em politicas ptblicas, no pla-

nejamento territorial e no manejo de captagoes.

Este trabalho se justifica pela necessidade de aprofundar o estudo da
taxa de variacao da carga hidréulica em aquiferos confinados, por meio de uma
abordagem que contempla a formulagao do modelo matema&tico, sua solugao
analitica e numérica, bem como a realizacao de simulagoes computacionais. A
metodologia empregada é baseada na equagao de difusdo e na discretizacao
pelo método das diferencas finitas, com implementacio em ambiente Matlab®
e permite analisar a influéncia de trés parametros fundamentais desses siste-

mas: de condutividade hidraulica, de armazenamento especifico e de espessura
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saturada.

Do ponto de vista aplicado, a condutividade hidrdulica é especialmente
relevante, por expressar a facilidade com que a dgua se movimenta no meio
poroso e refletir alteragoes geoldgicas, processos naturais de compactacao e
impactos antrépicos, como a extracdo intensiva de dgua. Ao investigar esses
fatores, o estudo contribui para a compreensao dos mecanismos de recarga,
transporte de poluentes e resposta dos aquiferos a diferentes cenarios de uso e
perturbacoes. Assim, reforca-se o papel da modelagem matemaética como ins-
trumento valioso na protegao dos recursos hidricos subterraneos e na promogao
da sustentabilidade ambiental (Foster e Chilton, 2003).

2. Objetivos

Estudar o desenvolvimento de um modelo matematico para andlise da
carga hidraulica de aquiferos confinados, a partir da deducao que combina a lei
de Darcy com a equagao da continuidade, visando representar adequadamente
os fendmenos fisicos envolvidos. O trabalho apresenta a resolugdo do modelo
de forma analitica e numérica, via método de diferengas finitas, implementa
computacionalmente as solucdes em ambiente Matlab® e explora cendrios para

analise da influéncia de diferentes parametros.

3. Descricao do problema

A 4gua é essencial para a manutencao da vida, circulando entre a at-
mosfera, a crosta terrestre e os oceanos através do ciclo hidrolégico. Apds
a precipitagdo, uma parte da agua é utilizada como subsisténcia de plantas
e animais, uma parte escoa superficialmente até alimentar lagos e rios e, ou-
tra parte, por fim, se infiltra no solo, podendo alcancar formacoes geolégicas
subterraneas que sao capazes de armazena-la e de permitir seu escoamento,
formando os aquiferos (Feitosa et al., 2008).

Os aquiferos, portanto, sao unidades hidrogeolégicas compostas por ma-
teriais porosos e permedveis, cuja estrutura permite tanto o armazenamento
quanto a circulagdo da dgua, podendo ser livres ou confinados. De forma sim-
plificada, os aquiferos confinados podem ser considerados uma reserva natural
de dgua no subsolo, contida entre materiais geolégicos que permitem que a agua
se acumule e circule (Woessner e Poeter, 2020).
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O comportamento da dgua subterranea nos aquiferos confinados depende
de propriedades fisicas do solo, entre as quais se destacam a porosidade, o teor
de umidade e, principalmente, a condutividade hidrdulica (Freeze e Cherry,
1979). A porosidade corresponde a razao entre o volume de vazios e o volume
total de uma amostra de solo; o teor de umidade representa a fracdo do vo-
lume total ocupado pela dgua e, por fim, a condutividade hidraulica é uma
propriedade que expressa a capacidade do solo ou rocha de transmitir 4gua sob
gradiente hidraulico.

A quantificacdo e anglise espacial da carga hidrdulica de aquiferos con-
finados, delimitados por camadas que impedem/restringem a movimentagao
vertical da agua, é importante para a modelagem do escoamento subterraneo,
do transporte de contaminantes e dos reflexos de perturbagoes pontuais. Nesse
contexto, modelos matematicos baseados na lei de Darcy e na equagao da con-
tinuidade sao formulados, resutando em equagoes diferenciais parciais que des-
crevem o fluxo de 4gua no meio poroso, como a equacao da difusdo aplicada a
aguas subterraneas. A solucao dessas equagoes pode ser obtida analiticamente
ou de forma numérica, através de métodos como das diferengas finitas, dos
elementos finitos, entre outros, e favorece a realizacao de simulacoes computa-
cionais que dao suporte a predicao de comportamentos do aquifero e a gestao
sustentédvel dos recursos hidricos subterraneos.

3.1. A lei de Darcy e a equagao da continuidade

A lei de Darcy foi descoberta por Henry Darcy em 1856 e trata-se de uma
equacao fundamental, usada para descrever o fluxo de fluido através de meios
porosos, incluindo dguas subterraneas, e é dada pela equagao (3.1) (Wendland,
2003; Woessner e Poeter, 2020):

Q=-K— A (3.1)
onde:

Q representa a vazao volumétrica (m?/s);

K indica condutividade hidraulica, é a constante de proporcionalidade

que reflete a facilidade com que a dgua flui através de um material (m/s);

a0 é a taxa de variagao de carga hidraulica em funcao da distancia I;
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A, a area da segao transversal do fluxo perpendicular a direcao do fluxo
(m?).

Tomando-se a vazao especifica: ¢ = Q, a equagao (3.1) pode ser reescrita

A

dh
¢=-K— (3.2)

que descreve como a altura manométrica, os gradientes hidraulicos e a condu-

na forma equagao (3.2):

tividade hidrdulica estao ligados para quantificar e descrever o fluxo das dguas
subterraneas.

A respeito da equagdo da continuidade, que descreve como a massa de
um fluido se conserva durante seu movimento, é utilizada para garantir que
as vazoes de entrada e saida do aquifero sejam iguais (Freeze e Cherry, 1979).
Assim, dado um volume de controle V= AzAyAz unidades de volume, o
balango de massa é uma equagao que expressa a conservacao da matéria em
um sistema e estabelece que a variagdo da massa dentro de um volume de
controle, ao longo do tempo, seja igual & diferenca entre as entradas e saidas
de massa, mais (ou menos) qualquer gera¢ao ou consumo (como fontes, reacoes

quimicas, etc). A essa variagdo chamamos actimulo:

acumulacdo = fluxo + fonte

. , e am
Matematicamente, o actimulo é indicado por —, com o tempo ¢ e a
massa de fluido no volume de controle m. Considerando a massa de fluido
armazenada em um meio poroso m, definida como o produto da massa especifica

p pelo volume de fluido V7, temos a equagao (3.3):
m = pVy = ppAV, (3.3)
em que,
p é a massa especifica do fluido (kg/m );
¢ é a porosidade do meio;
AV é o volume total do elemento de controle;
Vi = @AV é o volume de fluido armazenado no meio poroso.

Dai, a taxa de variacao da massa m no tempo t é dada pela equagao

(3.4):
om _ 9(ppAV)  9(p9)
a - a o Y (34)
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e representa o acimulo de massa no interior do volume de controle devido a
variacao da densidade ou da porosidade.

Quanto ao fluxo de massa, ele pode sofrer variagao em qualquer diregao
espacial z, y e z. Considerando que a quantidade de massa que entra ou sai
do sistema, por unidade de volume, é descrita pelas derivadas espaciais dos
fluxos de massa em cada uma dessas dire¢oes, temos que, na direcao z, o fluxo
de massa que passa através de uma face do volume de controle é dado pelo
produto da massa especifica p pelo fluxo volumétrico g, e pela area da secao
transversal A, = AyAz, assim: m, = pg, Ay = pg. AyAz.

Considerando tal variacao liquida nas trés diregoes espaciais, a quanti-
dade de massa que entra ou sai do sistema, por unidade de volume, é descrita
pela equagao (3.5):
omy Aw — Omy om,,

or dy Ay - 0z

sendo que m; = pg; representa o fluxo de massa na diregao ¢ (com i = z,y, 2).

fluxo = —

Az (3.5)

Portanto, substituindo m;, temos a equagao (3.6):

ox y 0z

que corresponde & perda liquida de massa por transporte convectivo nas trés

z. (3.6)

direcoes espaciais, sendo consistente com a forma diferencial da equagao de
continuidade em meio poroso.
Em sua forma vetorial, para fins de generalizacao, podemos reescrever a

equagao (3.6) em termos vetoriais, resultando na equagao (3.7):
fluxo = =V - (pq) AV (3.7)

sendo ¢ = (¢, 9y, ¢-) 0 vetor fluxo especifico de Darcy, pg é o vetor fluxo de
massa e V- representa a divergéncia.

Dando sequéncia aos desenvolvimentos, considerando todos os termos
que compoem o balango de massa em um meio poroso tridimensional, podemos
agora escrever a equagao geral incorporando, ao acimulo de massa no volume
de controle, a variacao liquida do fluxo de massa nas diregoes z, y € z e uma
fonte ou sumidouro de massa.

Conforme indicado, se () representa a taxa de ganho ou perda de volume
de fluido por unidade de volume de meio poroso, entao a taxa de variagao de
massa devido & fonte ou sumidouro é dada pela equacao (3.8):

fonte = pQAV (3.8)
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Portanto, o balango de massa completo relaciona o acimulo de massa ao

fluxo liquido de entrada e & fonte, resultando na equagéo (3.9):

A(p¢)

PNy = V- (pDAV £ pQAV (3.9)
ot —_— ——— ——
actimulo fluxo fonte/Sumidouro

Manipulando-se algebricamente a equacao (3.9), com substituigoes fa-
vorecidas pela equagao (3.2), seguindo com simplificagdes para fluidos incom-
pressiveis em meio homogéneo e isotrépico e considerando @@ = 0, auséncia de
fonte ou sumidouro no volume de controle, tem-se a equagao (3.10), que é a
equacgao da continuidade: 9

2
i KV*h (3.10)

Ressalta-se que, em regime permanente de escoamento, g = 0, resul-
tando na equagao de Laplace, uma equagao diferencial parcial muitg importante
na matematica e na fisica, especialmente no contexto da andlise de fenomenos

estaciondrios (Boyce et al., 2020).

3.2. O modelo de estudo

Considerando que ¢ pode representar uma fungao escalar dependente
do tempo e do espago, tal como a carga hidraulica h, o modelo matemético
que estuda a taxa de variacao da carga hidréulica de aquiferos confinados é
governado pela equacao da difusdo da carga hidrdulica, dada pela equacéao
(3.11) (Wendland, 2003):

oh
Sor = TV?h (3.11)
em que,
h(x,y,t) representa a carga hidrdulica (altura piezométrica);
S indica o armazenamento especifico (sem unidade);
T = Kb é transmissividade do aquifero (em m?/s);
K representa a condutividade hidrdulica do meio (em m/s);

b indica a espessura saturada do aquifero (em m);

V2h é o operador laplaciano em coordenadas espaciais.
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Para abordagem do modelo em uma varidvel espacial x, substituindo
T = Kb, a equagao (3.11) resulta na equagao (3.12) de interesse do nosso

estudo:

oh 0?h

que descreve como a carga hidraulica se propaga no aquifero confinado ao longo

(3.12)

da dire¢ao x devido a difusao hidraulica.

3.3. Resolugao analitica e numérica do modelo

Manipulando-se a equagao (3.12) e considerando, por simplificacdo, a

Kb
constante de difusao D = < > 0, tem-se a equagao (3.13):

oh 0%h
i D@, (3.13)
uma equagao diferencial parcial de segunda ordem, linear, cuja resolugao ana-
litica pode ser obtida pelo método de separacao de varidveis, em que h(z,t) =
X(x)T'(t) (Boyce et al., 2020)
Substituindo e reorganizando a equagéo (3.13), tem-se:
dT d*X ()

X(@) o = DT

que, separando-se as variaveis, resulta em duas equagoes diferenciais ordinarias

independentes: uma relacionada a variavel temporal ¢ e a outra relacionada a

varidvel espacial , com A constante de separagio, indicadas na equagao (3.14):

dii}igz) =-XX(z) = X(z)= Acos (ﬁx) + Bsin (ﬁx)

a0 — _A\DT(t) = T(t) = Ce Pt

(3.14)

com A\ > 0; A, B e C constantes, dependentes de condigoes iniciais e de contorno
do problema.

Considerando uma perturbacao inicial localizada, suave, no campo de

]. 2 2
carga hidraulica h(z,0) = f(z) = ———=e~(@7%0)"/29" "com centro zo = L/2 e
V2mo?

largura o, e as condigbes de contorno ditas de Dirichlet homogéneas: h(0,t) =
h(L,t) =0 = X(0) =0, X(L)=0, a solugdo geral da equagéo de estudo,
ap6s manipulacao algébrica, resulta na série de Fourier dada pela equagao
(3.15):

h(z,t) = i B, sin (?) e~ () Dt (3.15)
n=1
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2 [t 2
tal que B, = E/o f(x)sin (?) dr e\, = (%) .
Por fim, manipulando-se, a solucao analitica da equagao (3.13), conforme

exposto, é dada pela equagao (3.16):

h(z,t) = g:l (i /OL f(a)sin (?) d:r) sin (?) ()Pt (3.16)

Com vistas a resolu¢ao numérica, aproximada, da equagao (3.13), aplicou-
se o método de diferengas finitas, no esquema explicito, avangado no tempo e
centrado no espago, com z € [0, L], ¢t € [0,T], h(z,0) = f(x) e as condigbes de
Dirichlet homogénas.

Assumindo-se o0 espagamento Ax e o passo At para a aproximacio:
h(z;,t") = hP

7

com pontos x; = tAx, para i = 0,1,--- ,N e t" = nAt,
paran = 0, 1, 2,---, adotou-se a aproximacao temporal, dada pela equacao
(3.17) (Cunha, 2000):

oh _hitt—hr

% Al (3.17)

T, t"

de modo que,
h7 indica o valor aproximado da funcao h no ponto z; no tempo n;
h;”'l indica o valor aproximado da funcao A no ponto x; no tempo n + 1;
t representa o incremento no tempo entre os instantes n e n + 1.

e a aproximagcao espacial centrada, dada pela equagao (3.18) (Cunha, 2000):

@ ~ 1 — 2k 4+ iy
02 Az

(3.18)

T;,t"

sendo h 1, h}, ki, os valores nos pontos espaciais vizinhos z; 1, ¥;, Z;11, no
instante n.
Assim, manipulando-se, tem-se a equagdo (3.19), referente & solucao

numérica do modelo:
R = hI + o (B}, — 2h1 + RI",) (3.19)
DAt

Ax?
Quanto a ordem do erro da aproximacao, tem-se que o erro de trunca-

1
com o = < —, critério de estabilidade do método explicito.

mento local é de primeira ordem na varidvel temporal, ou seja, O(At) e de

segunda ordem na variavel espacial z, ou seja, O(Az?).
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Na equacdo (3.19), adotando-se as condigoes de contorno de Dirichlet
homogéneas: h(0,t) = h(L,t) = 0 = hj = hR = 0, Vn; a cada passo no
tempo, temos, para i = 1,--- ;N — 1, a atualizagdo da equacao (3.19), com:
hytt = hRtt = 0.

De modo a avaliar a relagao entre as solugoes analitica e numérica do

problema proposto, apresenta-se a Figura 1:

Solugao Analitica vs Numeérica
3 T T T T T T T T T
: : : : ; : ' Numérica
: : ! : : : = = = Analitica
2‘5,.. . el

h{x,t)

Figura 1: Apresentagao de solugdo analitica (vermelho) e a numérica (azul).

Ressalta-se que a solugao analitica refere-se a solugao exata do problema
matematico para as condigoes impostas, servindo como referéncia para validar
métodos numéricos. Com relagao a solugao numérica, ela aproxima a solucao

analitica, e sua precisao é bastante dependente da malha espacial e temporal.

Na Figura 1, vemos as solugoes analitica e numérica da carga hidraulica
h(z,t) no instante final do tempo simulado. A boa proximidade entre os graficos
mostra concordancia entre os métodos, especialmente considerando o nimero

reduzido de termos da série analitica.

Ressalta-se que, para valores de a maiores que o limite de estabilidade
(1/2 para o esquema explicito), podem surgir oscilagoes ou instabilidades.
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4. Resultados

Consideradas as solugoes analitica e numérica apresentadas, simulagoes
computacionais foram realizadas utilizando a aproximacao numérica em ambi-
ente Matlab®, adotando-se valores hipotéticos para fins ilustrativos, com dis-

cussoes sobre parametros importantes do modelo, para aquiferos confinados.

Importante ressaltar que sao trés as principais caracteristicas dos aquife-
ros: condutividade hidraulica, chamada de K (m/s), armazenamento especifico,
chamado de S (adimensional) e, por fim, espessura saturada do aquifero b (m).
Desta forma, considerando um aquifero de 100 m de comprimento, com um
passo Az = 2, condigao inicial dada por uma funcao gaussiana centrada no
dominio com ¢ = 5, com representagao de uma curva mais estreita, e condigoes
de contorno de Dirichlet homogéneas, tém-se as simulacoes representadas nas

Figuras 2, 3 e 4, conforme indicado.

No tocante aos parametros, a condutividade hidraulica K é uma pro-
priedade do meio poroso que expressa a facilidade com que um fluido se move
através dos poros do solo ou da rocha, sendo influenciada tanto pelas carac-
teristicas do fluido (como viscosidade e densidade), quanto pelas propriedades
do meio (como tamanho e conectividade dos poros) (Fetter, 2001). Isso signi-
fica que, para cada tipo de solo ou rocha que compde o aquifero, hd um valor
especifico de K.

Via de regra, aquiferos confinados apresentam menores valores de K
quando comparados aos nao confinados, uma vez que sao delimitados por ca-
madas de menor permeabilidade, que restringem o fluxo de dgua subterranea
(Kozhevnikov et al., 2021).

Desta forma, para discutir a influéncia dos valores de K no modelo, foram
simulados trés cendrios com diferentes materiais (meios porosos), apresentados
na Figura 2, gréaficos (a), (b) e (c), considerando-se diferentes condutividades

hidraulicas, descritas na Tabela 1:

Tabela 1: Valores do parametro K (m/s) adotados.

Material Condutividade Hidraulica
Areia fina 1074
Calcério fraturado 107°

Formagoes argilosas 1078
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Evolugdo de hix,t) a0 longo do tempo Evolugo de h(x,t) 20 longo do tempo

(b) K=0,00001

Evolugdo de hix.t) ao longe do tempo

0 20 40 X &0 80 100

() K=0,00000001

Figura 2: Variagao de condutividade hidrdulica K (meios porosos): areia fina,
calcdrio fraturado e formagoes argilosas (praticamente impermedveis), respec-
tivamente, com S = 0,0001 e b = 50.

Os gréficos apresentados na Figura 2 consideram aquiferos confinados
com espessura de b = 50m e armazenamento especifico S = 0,0001. O
parametro b é definido como a extensao saturada entre o topo e o fundo do
aquifero (para aquiferos livres, b representa a altura saturada do nivel fredtico,

acima do topo do aquitardo que delimita o aquifero) (Freeze e Cherry, 1979).

Os valores de b, de modo geral, podem variar significativamente e a
literatura recomenda uma faixa de espessura entre 5 e 100 m (Freeze e Cherry,
1979) para aquiferos confinados.

Um exemplo de aquifero dentro dessa faixa é o Mahomet Aquifer, lo-
calizado em Illinois, Estados Unidos: aquifero, predominantemente confinado,
com espessura entre 30 e 60 m.
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No Brasil, mais especificamente no estado de Sao Paulo, encontramos
mais de cinco aquiferos. Dentre eles, destaca-se o aquifero Guarani, que abrange
varios paises da América do Sul, cobrindo bacias hidrogréficas importantes
como a do Parand e do Paraguai. Confinado por basaltos, possui uma extensao
confinada de aproximadamente 180 mil Km? no Brasil, e profundidades que
variam entre dezenas a mais de mil metros. Sua espessura varia entre 100 e
400m (Rocha et al., 2006).

Outro importante aquifero do estado de Sao Paulo é o Aquifero Bauru,
que serve de grande fonte de abastecimento para a porgao oeste do Estado.
Sua espessura saturada média contempla cerca de 75m, porém pode chegar até
300m em sua extensdo (Rocha et al., 2006).

No tocante ao parametro S, refere-se ao armazenamento especifico do
aquifero e é definido como a propriedade que mede a capacidade de um aquifero
de liberar (ou armazenar) dgua, em resposta a variagoes na hidrdulica por
unidade de area (Freeze e Cherry, 1979).

Essa propriedade varia conforme o tipo de confinamento, sendo distinta
em aquiferos confinados e livres. Para os aquiferos livres, a propriedade de ar-
mazenamento é conhecida como rendimento especifico (Freeze e Cherry, 1979).

Valores elevados de armazenamento especifico .S indicam que o aquifero
possui maior capacidade de liberar dgua em resposta a variagdes na carga
hidraulica.

De acordo com a literatura, valores tipicos de S para aquiferos confinados
variam, aproximadamente, entre valores da ordem de 1073 e 10~°, enquanto
para aquiferos livres situam-se entre 0,01 e 0,30 (Freeze e Cherry, 1979).

Desta forma, ao se analisar os gréaficos apresentados na Figura 2, observa-
se que um maior valor de K, ou seja, uma condutividade hidraulica mais ele-
vada, resulta em um espalhamento mais rdpido da curva. Representando, as-
sim, uma diluicao mais rapida do pulso, que é o que acontece em meio composto
por areia fina, por exemplo, em contraponto as formagcoes argilosas, que séo
praticamente impermedaveis. Quanto menor a condutividade hidrdulica, mais
concentrada fica a curva ao redor do pulso.

Portanto, valores maiores de condutividade hidraulica K indicam maior
facilidade de movimento da dgua no meio poroso.

Alterando o valor de armazenamento especifico, S = 0,001, mantendo as
condicoes de K e b, conforme simulado anteriormente, resulta que K = 0,0001
gera instabilidade no sistema e K = 0,00001 apresenta simulagao equivalente
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ao grafico da Figura 2 (a). Por fim, para K = 0,00000001 temos a Figura 3:

Evolucdo de hix.t) ao longo do tempo

0 20 40 60 80 100

Figura 3: Armazenamento especifico S = 0,001, b = 50 e K = 0,00000001.
Fonte: autoral.

Analisando o gréfico gerado, Figura 3, em comparagao ao grafico da Fi-
gura 2 (c), podemos entender que um valor maior de S (Figura 2 (c)) concentra

mais os valores ao redor do pulso.

Por fim, considerando valores tal qual abordados na Figura 2, com b =

10, temos os graficos 4, 4 e 4 da Figura 4.

A analise da Figura 4 possibilita inferir a influéncia da espessura b do
aquifero exercida no espalhamento da curva ao redor do pulso: quanto maior a
espessura b, mais rdpido o espalhamento do gréfico ao redor do pulso (Figura
4).

Ou seja, quanto maior a espessura b, maior a transmissividade, a quan-
tidade de dgua que flui horizontalmente através de uma faixa unitéria, deter-

minando a capacidade do aquifero transmitir dgua.
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Evolugdo de hix,t) a0 longo do tempo Evolugo de h(x,t) 20 longo do tempo

o 20 40 i 60 80 100

(b) K=0,00001

Evoluggo de hix.t) ao longa do tempo

0 20 40 % &0 80 100

() K=0,00000001

Figura 4: Espessura b = 10, com S = 0,001 e variacao de K.

Sobre a funcao pulso utilizada, a gaussiana localizada na regiao central
do dominio, ela representa uma perturbagao inicial na carga hidraulica, com
distribuicao espacial suave e simétrica.

Verifica-se nas simulagoes apresentadas nas Figuras 2, 3 e 4, que a curva
se alarga e se achata, representando o efeito da difusao em cada um dos ca-
sos abordados. Também se verifica a simetria do grafico em torno da regiao
central, como esperado em virtude das condi¢oes de contorno homogéneas e da
perturbacao no centro.

Importante ressaltar que a equacao de difusao, na auséncia de termos de
fonte ou sumidouro, assim como tomado neste estudo, conserva a massa total
do sistema. Dessa forma, espera-se que a drea sob a curva permaneca constante
ao longo do tempo.

A cada instante de tempo analisado, observa-se que o perfil da curva
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torna-se progressivamente mais largo e menos elevado, evidenciando o espa-
lhamento da massa no meio, considerando que os graficos exibem a evolugao
temporal da varidvel h(x,t), representada para cada miltiplo de 100 passos de
tempo.

5. Conclusao

O estudo mostrou boa concordéncia entre as solucoes analitica e numérica
para a equacdo de difusdo da carga hidraulica h(z,t), com simetria e con-
servagao de massa garantidas pelas condigoes de contorno homogéneas e pela
condicao inicial gaussiana centralizada. O modelo numérico mostrou-se estavel
dentro do limite teérico de o < 1/2, sendo observadas instabilidades para va-
lores superiores.

Em relacao aos parametros fisicos do aquifero, constatou-se que maio-
res valores de condutividade hidraulica K promovem maior espalhamento da
carga, enquanto menores valores limitam sua propagagao. Por outro lado, o
armazenamento especifico S apresenta efeito inverso: valores mais altos con-
centram a carga ao redor do pulso. A espessura saturada b também influencia
o espalhamento, aumentando-o conforme o valor de b cresce.

De modo geral, o modelo reproduziu adequadamente o comportamento
esperado da difusao em aquiferos confinados, evidenciando o papel dos para-
metros K, S e b na propagagao da carga hidraulica e respeitando os principios
fisicos e matemaéticos envolvidos.
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Resumo. Este artigo investiga a influéncia dos diferentes métodos de defuzzificagdo nos resultados do
estudo da qualidade da dgua usando sistemas baseados em regras fuzzy. O objetivo principal é comparar
o impacto dos métodos de centroide, média dos maximos, menor dos méaximos, bissetriz e maior dos
maximos na determinacgao da qualidade da &gua, utilizando como varidvel de saida a potabilidade da
mesma. Para isso, serd implementado um sistema fuzzy em Python (biblioteca scikit-fuzzy), que utiliza
cor aparente, turbidez e pH como varidveis de entrada para avaliar a potabilidade. Os resultados obtidos
com os diferentes métodos de defuzzificagdo serdo comparados com dados de um artigo de referéncia
que empregou apenas o método do centroide via MATLAB®, permitindo uma anélise aprofundada das

variagbes e implicagoes para a precisdo e robustez desses sistemas na avaliagdo da qualidade hidrica.

Palavras-chave: Potabilidade; scikit-fuzzy; base de regras.

1. Introducao

A l6gica fuzzy tem se consolidado como uma ferramenta essencial para o tratamento de incertezas
e imprecisoes na gestao e avaliacao de recursos hidricos, com diversas aplicagoes no Brasil. No campo
da avaliacao da qualidade da agua, pesquisadores tém proposto indices que superam as limitacoes dos
métodos tradicionais. O estudo “Nova abordagem do indice de qualidade de agua bruta utilizando a
légica fuzzy” (Oliveira et al., 2014) propoe um indice de qualidade de dgua bruta fuzzy (IQABF) mais
restritivo e consistente. De forma similar, a pesquisa “Analise qualitativa de dgua subterranea utilizando
sistema de inferéncia fuzzy” (Teixeira, 2022) desenvolveu o indice de qualidade de dgua subterranea
fuzzy (IQASF) para interpretar a qualidade da dgua de pogos a partir de pardmetros fisicos, quimicos
e bacteriolégicos. Para ambientes l6ticos, o trabalho “Indice fuzzy de qualidade de dgua para ambiente
16tico - IQAFAL” (Pessoa et al., 2020) introduz um indice que demonstra maior sensibilidade na detecgao
de alteragoes, mitigando o “efeito eclipse” (um fendmeno em que parametros favordveis podem mascarar
o impacto de um indicador critico).

A aplicabilidade da ldgica fuzzy, contudo, transcende a avaliacdo da qualidade, estendendo-se a
andlise de riscos hidrolégicos. O artigo “Abordagem fuzzy para caracterizagao de incertezas estruturais e
quantificacao de riscos hidroldgicos: estudo de caso do reservatério Orés no semidrido brasileiro” (Raulino
et al., 2022) ilustra como ntmeros fuzzy triangulares (NFTs) podem ser utilizados para caracterizar
incertezas e quantificar os riscos associados & gestdao de sistemas hidricos complexos. A versatilidade
da metodologia é ainda evidenciada em setores como a aquicultura, conforme demonstrado no estudo
“Sistema baseado na légica fuzzy para diagndstico da qualidade da dgua para o cultivo de tilapia-do-Nilo”
(Castro Jr. et al., 2022), que desenvolve um sistema de apoio & decisdo para correlacionar parametros da
agua a produtividade do cultivo, capturando pequenas variagoes sem alteragoes bruscas na classificagao
final.

ljonathasoliveira@cefetmg.br

2viniciussilas85@gmail.com
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Visando a esse contexto, o presente trabalho tem como objetivo analisar a influéncia dos diferentes
métodos de defuzzificagdo (centroide, média dos maximos, menor dos mdaximos, bissetriz e maior dos
méximos) na avaliagdo da qualidade da dgua em sistemas baseados em regras fuzzy. Para tanto, serd
implementado um sistema em Python, com a biblioteca scikit-fuzzy, empregando como varidveis de
entrada a cor aparente, a turbidez e o pH, a partir dos dados utilizados por Neves et al. (2019). Dessa
forma, busca-se verificar como a escolha do método impacta os resultados obtidos e, consequentemente,
a determinagao da potabilidade.

Enquanto o trabalho de Neves et al. (2019) concentrou-se na utilizagdo de um sistema baseado em
regras fuzzy para avaliagao da qualidade da agua, adotando exclusivamente o método do centroide na
defuzzificacdo e implementado em MATLABR, o presente estudo amplia essa abordagem ao investigar
comparativamente diferentes métodos em ambiente Python. Essa opgao nao apenas favorece a anédlise
das variagoes decorrentes da escolha do método de defuzzificacao, mas também se justifica por tornar
a metodologia mais acessivel e reprodutivel, uma vez que Python é uma linguagem livre e amplamente
utilizada na comunidade cientifica, ao contrario do MATLABR, que requer licenca proprietaria. Assim,
o trabalho contribui tanto para a compreensao da robustez e precisdo dos sistemas fuzzy quanto para a
difusdo de ferramentas abertas no estudo da qualidade hidrica.

Para a implementacao do sistema fuzzy, sera utilizada a biblioteca scikit-fuzzy, desenvolvida para
a linguagem Python e disponibilizada como software livre. Essa biblioteca fornece recursos para a
modelagem completa de sistemas fuzzy, abrangendo desde a definicao de varidveis linguisticas e fungoes
de pertinéncia até a aplicacdo de métodos de inferéncia e defuzzificacdo. Nesse sentido, o scikit-fuzzy
desempenha papel andlogo ao da Fuzzy Logic Toolbox do MATLABR, com a vantagem de estar acessivel
de forma gratuita e aberta, o que facilita a reprodutibilidade dos experimentos e amplia o alcance das
aplicagoes académicas e profissionais. Mais informacgoes sobre as funcionalidades da biblioteca podem

ser encontradas em Zavaleta (2020).

2. Sistemas baseados em regras fuzzy

Um sistema baseado em regras fuzzy, ou SBRF, pode ser definido como um sistema que em-
prega a teoria dos conjuntos fuzzy para transformar entradas numéricas em saidas correspondentes. O
desenvolvimento de tais sistemas foi motivado pela tentativa de simular o raciocinio humano que, fre-
quentemente, se baseia em um conjunto de regras linguisticas para a tomada de decisoes (Jafelice et al.,
2023). A estrutura de um SBRF é composta por quatro elementos principais, como ilustrado na figura
1.

[ Base de Regras }

—D[ Fuzzyficagdo J [ Defuzzificagdo J—)
3

A

Entrada Saida

v
—‘—b[ Inferéncia Fuzzy J—‘—

Figura 1: Diagrama da estrutura de um sistema baseado em regras fuzzy (SBRF)

O primeiro componente é o médulo de fuzzificagao, que realiza a conversao dos dados de entrada
numéricos (crisp) em conjuntos fuzzy, utilizando fungoes de pertinéncia para atribuir graus de associagao
a termos linguisticos. A base de regras, por sua vez, constitui o nicleo do sistema, armazenando o co-
nhecimento especialista na forma de um conjunto de proposigoes “Se-Entao” que relacionam as variaveis

de entrada e saida.
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O motor de inferéncia fuzzy é o componente que processa as regras. Ele combina os dados fuzzi-
ficados da entrada com as regras da base de conhecimento para derivar uma conclusao, que é expressa
como um conjunto fuzzy de saida. Finalmente, o médulo de defuzzificagdo converte este conjunto fuzzy
de saida em um valor numérico (crisp) e aciondvel. O método de inferéncia de Mamdani é um dos mais
utilizados para implementar essa arquitetura (Jafelice et al., 2023, p. 36). A figura 2 ilustra as etapas
centrais deste processo. Para cada regra, os graus de pertinéncia das entradas sao combinados através
de operadores fuzzy (tipicamente o minimo para o operador E e o méximo para o OU) para determinar
um unico valor de ativagao. Este valor é entao utilizado na etapa de implicagao para truncar o conjunto
fuzzy consequente da regra. Por fim, na etapa de agregacao, todos os conjuntos fuzzy de saida resultantes
da implicacdo sd@o combinados através do operador de unido (méximo), formando o resultado agregado
final, como mostrado na figura 3.

Regra 1: xOU y

Entrada 1 (Regra 1) Entrada 2 (Regra 1) Saida da Regra 1 (Ativago = 0.50)

—— Conjunto A2 —— Conjunto B2 10 Conjunto €2

|
|
i
|
1
6

Regra2: xEy 1
Entrada 1 (Regra 2) Entrada 2 (Regra 2) Saida da Regra 2 {A(ivagan =017)

— conjunto A1 | 10

— Conjunto B1 - | Conjunto C1

Figura 2: Processo de inferéncia para a regra 1 (superior) e regra 2 (inferior), mostrando a fuzzificagao
das entradas e a implicacao de Mamdani sobre os conjuntos de saida.

Resultado Agregado Final (Uniao)

10 —— Resultado Agregado

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Figura 3: Conjunto fuzzy de saida agregado, formado pela unido (operador maximo) das saidas indivi-
duais das regras.

3. Métodos de defuzzificacao

A etapa de defuzzificaggo é um componente crucial em um sistema baseado em regras fuzzy

(SBRF), pois é responsdvel por converter o conjunto fuzzy de saida, que é o resultado da etapa de
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agregacdo, em um valor numérico (crisp) que pode ser utilizado para a tomada de decisdo ou acao
de controle. Trata-se do processo inverso a fuzzificacdo, traduzindo os valores fuzzy de saida em um
unico valor nitido e aciondvel (Mazraeh, 2025). A escolha do método de defuzzificagao pode influenciar
significativamente o resultado final do sistema. Nesse estudo, foram analisados cinco métodos distintos,
cujas definigoes tedricas e formulagoes sao detalhadas a seguir e podem ser encontradas em Ross (2010).

3.1. Método do centroide

O método do centroide, também conhecido como centro de gravidade, é definido como o calculo do
ponto de equilibrio da area sob a curva da fungao de pertinéncia agregada. De forma andloga ao centro de
massa de um objeto fisico, ele representa a média de todos os pontos do universo de discurso, ponderada
por seu respectivo grau de pertinéncia. Por levar em consideragao a forma completa e a distribuigao
do conjunto fuzzy de saida, é considerado o método mais preciso e robusto da literatura. Sua principal
contrapartida, no entanto, é a maior intensidade computacional em comparagao com métodos mais
simples, especialmente para conjuntos de saida com formas complexas. As equagoes que descrevem suas
formas continua e discreta sao apresentadas em Ross (2010).

Equagao continua:

x - p(x)de
x:entroide = fX M( ) (31)
Jx (@) dz
A equagao (3.1) é apresentada em (Ross, 2010, p. 99, Eq. 4.5). Nesta equacao, 7, ;,0iqe ¢ 0 valor

nitido (crisp) de saida, X representa todo o universo de discurso, = é a varigvel de saida, u(x) é a fungéo
de pertinéncia do conjunto fuzzy agregado e [ « denota a integral sobre todo o universo de discurso.

Equacao discreta:

Dia Ti (@)
mZen roide — = 3.2
troid Z:‘L:l p(;) (3.2)

Nesta equacao, que é a aproximagcao discreta da forma continua, x; é o i-ésimo elemento do universo
de discurso, p(z;) é o seu grau de pertinéncia e ) , denota o somatdrio sobre todos os elementos. A figura

4 ilustra o método.

Centroide (Centroid Method)

1.0 { == Resultado: 57.22

0.8

0.6 4

0.4

0.2 4

0.0 T

100

Figura 4: Tlustragao da operacao do método do centréide

3.2. Método da bissetriz da area

O método da bissetriz, por sua vez, adota uma abordagem puramente geométrica, sendo definido
como o procedimento que encontra o ponto no universo de discurso que divide a drea do conjunto fuzzy
agregado em duas metades de tamanho exatamente igual. Diferentemente do centroide, seu foco é
exclusivo na distribuicao da area, o que o torna uma alternativa robusta que também considera todo o
conjunto de saida. Contudo, de forma similar ao centroide, pode ser computacionalmente mais oneroso
que os métodos baseados em méaximos, e seu resultado pode ser menos intuitivo para formas muito

assimétricas.
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~ 2 . * .
Equagao continua: Busca-se zj,....,, tal que:

/;;imm p(z)de = /: p(z) da (3.3)

*
bisector

Nesta equagao, [a, b] sdo os limites inferior e superior do universo de discurso X. A figura 5 ilustra

o método.

Bissetriz da Area (Bisector of Area)

1.0 4 == Resultado: 61.39

0.8

0.6

0.4 4

0.21

0.0

Figura 5: Tlustracao da operagao do método da bissetriz.

Equacao discreta: Encontra-se o indice k que satisfaz a equagio (3.4).

k

D onlw) = Y () (3.4)

i=1 i=k+1

3.3. Método da média dos maximos

Visando a uma maior eficiéncia computacional, o método da média dos maximos (MOM) é definido
por um processo que simplifica a andlise, focando apenas nos resultados de maxima pertinéncia. O calculo
padrao consiste em identificar o conjunto de pontos com o maior grau de pertinéncia e calcular sua média
aritmética. Embora essa abordagem garanta grande simplicidade e rapidez, ela o faz ao custo de ignorar
a forma geral do conjunto fuzzy, o que pode levar a uma perda de informacdo e a resultados menos
precisos.

A complexidade do método surge em um caso particular: quando o grau de pertinéncia méximo
ocorre em multiplos intervalos ndo contiguos (separados), resultando em mais de um platd (segmento
horizontal de pertinéncia méxima). Nessa situagdo, uma simples média entre os pontos centrais de
cada plato seria matematicamente incorreta se estes tivessem comprimentos diferentes, pois o célculo
nao ponderaria a influéncia de cada um. A figura 7 ilustra esse cenario, onde o valor defuzzificado é
visivelmente deslocado em direcao ao platd de maior comprimento.

Para garantir essa precisao, deve-se implementar a equacao continua do método, que funciona
como uma média ponderada de todos os pontos pertencentes a esses miltiplos intervalos, representando
o verdadeiro centroide do dominio de maxima pertinéncia. As equagoes que definem este método sao
apresentadas em Ross (2010).

Equacao continua: Seja M = {x € X | pu(x) = max(p)}.

g = a7 (3.5)

mom f]w dr

Nesta equagao, M é o conjunto de todos os pontos z com o grau de pertinéncia méximo e max(j)
é o supremo (o valor méximo) da fungao de pertinéncia.
Equacao discreta: Para o caso de um plato entre os pontos a e b:

g o atb (3.6)

mom 2

A equagao (3.6) é apresentada em (Ross, 2010, p. 100, Eq. 4.7).



80 Oliveira & Oliveira

Média dos Maximos (Mean of Maximum)

1.0 { == Resultade: 70.00

0.8

0.6

0.4

0.2 4

0.0 T T T T

Figura 6: Ilustracao da operacao do método da média dos maximos

Média dos Maximos (Caso com Multiplos Platés)

1.0 4 —=— Resultado: 61.09

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 T T
100

Figura 7: Caso especial do método MOM com multiplos platos

3.4. Método do menor dos maximos

Como uma varia¢ao do MOM, o método do menor dos méximos (SOM) é definido pela sele¢ao do
menor valor (o0 mais & esquerda no universo de discurso) pertencente ao conjunto de pontos com o maior
grau de pertinéncia. Sua utilidade se destaca em cendrios que exigem uma decisao conservadora ou de
“pior caso”, pois representa o limite inferior dos resultados mais plausiveis.

Essa simplicidade, no entanto, o torna um método muito sensivel, que baseia sua decisao em um
dnico ponto extremo, ignorando quase toda a informacao do conjunto fuzzy. A equacdo para este método
pode ser encontrada em Ross (2010) e a figura 8 traz uma interpretagdo geométrica para esse método.

Menor dos Maximos (First of Maxima)

1.0 { == Resultado: 60.00

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 T
100

Figura 8: Tlustracao da operacao do método do menor dos maximos

Equagao continua:
Xhom = min(M) (3.7

som

Nesta equagao, min(M) é o menor valor do conjunto M de méximos.
A equagao (3.7) é apresentada em (Ross, 2010, p. 107, Eq. 4.11).

3.5. Método do maior dos maximos

De forma andloga ao SOM, o método do maior dos maximos (LOM) é definido pela selecao do

maior valor (o mais & direita no universo de discurso) do conjunto de pontos com pertinéncia méxima. Ele
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¢é igualmente répido e 1til para cenarios otimistas, onde se deseja obter o limite superior dos resultados
mais provaveis. Contudo, compartilha da mesma desvantagem de ser altamente sensivel e desconsiderar
a forma geral do conjunto de saida. A equagao para este método também é apresentada em Ross (2010)
e a figura 9 ilustra o método.
Equagao continua:
X} = max(M) (3.8)

Nesta equagao, max(M) é o maior valor do conjunto M de maximos.
A equacao (3.8) é apresentada em (Ross, 2010, p. 107, Eq. 4.12).

Maior dos Maximos (Last of Maxima)

1.0 { == Resultado: 80.00

0.8

0.6 4

0.4

0.2 4

0.0
100

Figura 9: Ilustracao da operacao do método do maior dos maximos

4. O problema da qualidade da agua

Para analisar a qualidade da agua, este estudo considera trés aspectos principais de potabilidade,
seguindo metodologias apresentadas por Jafelice et al. (2023) e Neves et al. (2019). As informagoes de
Jafelice et al. (2023) foram obtidas a partir de dados fornecidos pela SABESP (Companhia de Saneamento
Bésico do Estado de Sao Paulo), que regulamenta e fiscaliza a qualidade da dgua para consumo humano
no estado de Sdo Paulo. J4 Neves et al. (2019) utilizou dados disponibilizados pela empresa Aguas
Guariroba, com base em politicas de qualidade que garantem a potabilidade da agua, acessiveis em
http://www.aguasguariroba.com.br.

As varidveis de entrada escolhidas para o sistema baseado em regras fuzzy (SBRF) sdo: cor
aparente, medida em UH (Unidade Hazen); pH, representando a concentragdo de fons de hidrogénio,
com valores variando de 0 a 14; e turbidez, causada pela presenga de substancias suspensas e coloidais,
determinada pela quantidade de luz dispersada ao atravessar a amostra e medida em UT (unidade de
turbidez). Além dessas varidveis, outras poderiam ser incluidas na andlise, como odor, sabor, nivel de
fldor, cloro residual e quantidade de coliformes fecais e totais.

A varidvel de saida do sistema é a potabilidade da dgua, definida linguisticamente com os termos
boa, adequada e inadequada para consumo. Essa estrutura permite avaliar a qualidade da agua de
forma flexivel, considerando diferentes niveis de variacdo das varidveis de entrada e apoiando decisoes
relacionadas ao consumo seguro e a gestao hidrica.

Baseado nos dados apresentados em Neves et al. (2019), as varidveis de entrada do sistema fuzzy
s@o cor aparente, pH e turbidez, cujas funcoes de pertinéncia sao do tipo trapezoidal (ntmeros fuzzy

trapezoidais (Barros et al., 2017)). As funcoes trapezoidais sdo definidas como:

_ bh—
Trap(z;a, m,n,b) = max{O,min <H, 1, I) } .
m—a ‘b—n

Para a cor aparente, os conjuntos fuzzy sio:
boa : Trap(z; —1,5,0,5,5)

adequada : Trap(zx; 5, 5,10, 15)
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inadequada : Trap(z; 15,15, 20, 25).

Tabela 1: Funcoes de pertinéncia para a variavel cor aparente.

Rétulo linguistico Parametros trapezoidais [a, m, n, b]

Boa ['67 37 37 6]
Adequada [3, 5, 15, 17]
Inadequada [13, 17, 30, 34]

Para o pH, os conjuntos sao:
inadequado baixo : Trap(z; —6, —5, 5, 6);
adequado : Trap(z;5,6,8,9,5);
bom : Trap(«;5,5,6,5,8,8,5);

inadequado alto : Trap(z; 9,9, 5, 14,14, 5).

Tabela 2: Funcgoes de pertinéncia para a variavel pH.

Rétulo linguistico Parametros trapezoidais [a, m, n, b]

Inadequado baixo [-6, -5, 5, 6]
Adequado [5, 6, 8.5, 9.5]
Bom [5.5, 6.5, 8, 8.5]
Inadequado alto [9, 9.5, 14, 14.5]

Para a turbidez, os conjuntos sao:
boa : Trap(z; —1,5,-0,5,0,5,1,5);
adequada : Trap(z;0,5,1,5,4,5,5,5);

inadequada : Trap(z; 4,5, 5, 5,10, 11).

Tabela 3: Fungoes de pertinéncia para a varidvel turbidez.

Rétulo linguistico Parametros trapezoidais [a, m, n, b]

Boa 1.5, -0.5, 0.5, 1.5]
Adequada [0.5, 1.5, 4.5, 5.5]
Inadequada [4.5, 5.5, 10, 11]

A varigvel de saida, potabilidade da agua, também é representada por conjuntos trapezoidais:
inadequada: Trap(x;-0,5,-0,4,0,4,0,5);
adequada: Trap(x;0,4,0,5,0,7,0,8);

boa: Trap(x;0,7,0,8,1,2,1,3).
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Tabela 4: Funcoes de pertinéncia para a variavel de saida potabilidade.

Rétulo linguistico Parametros trapezoidais [a, m, n, b]

Inadequada [-0.5, -0.4, 0.4, 0.5]
Adequada [0.4, 0.5, 0.7, 0.8]
Boa 0.7, 0.8, 1.2, 1.3]

4.1. Construcao das regras fuzzy

A etapa de definicao das regras fuzzy é fundamental para o funcionamento do sistema, pois deter-
mina como as varidveis de entrada se relacionam para produzir a avaliagao da potabilidade da agua.

Neste estudo, as regras foram estabelecidas com base em duas varidveis de entrada: pH (H) e tur-
bidez (T), considerando os diferentes niveis da cor aparente. Dessa forma, para cada valor linguistico
da cor aparente (boa, adequada ou inadequada), foi construida uma matriz de decisdo relacionando as
categorias linguisticas de pH e turbidez & varidvel de saida (potabilidade da dgua).

As regras, retiradas de Neves et al. (2019) foram elaboradas a partir das informagoes fornecidas
pela empresa Aguas Guariroba, da consulta a um especialista e adaptadas de Jafelice et al. (2023).

A seguir, sdo apresentadas as tabelas que sintetizam esse conjunto de regras:

Tabela 5: Regras fuzzy quando a cor aparente é boa.
Turbidez (T)

pH (H) Boa Adequada  Inadequada
Inadequado Baixo Inadequada Inadequada Inadequada
Adequado Adequada Adequada  Inadequada
Bom Boa Boa Inadequada

Inadequado Alto Inadequada Inadequada Inadequada

Tabela 6: Regras fuzzy quando a cor aparente é adequada.
Turbidez (T)

pH (H) Boa Adequada  Inadequada
Inadequado Baixo Inadequada Inadequada Inadequada
Adequado Adequada Adequada  Inadequada
Bom Boa Adequada  Inadequada

Inadequado Alto Inadequada Inadequada Inadequada

Tabela 7: Regras fuzzy quando a cor aparente é inadequada.
Turbidez (T)

pH (H) Boa Adequada  Inadequada
Inadequado Baixo Inadequada Inadequada Inadequada
Adequado Inadequada  Inadequada Inadequada
Bom Adequada Adequada  Inadequada

Inadequado Alto Inadequada Inadequada Inadequada

Assim, as tabelas acima representam a base de regras fuzzy do sistema, permitindo que, a partir de

diferentes combinagoes de valores linguisticos das varidveis de entrada, seja inferido o grau de potabilidade
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da agua.

4.2. Processo de inferéncia fuzzy

Uma vez estabelecida a base de regras, o sistema fuzzy utiliza um processo de inferéncia para
mapear os valores de entrada (cor, pH e turbidez) para um valor de saida (potabilidade). Esse processo,
baseado no método de Mamdani, ocorre em duas etapas principais: a ativacao das regras e a agregagao
dos resultados (Neves et al., 2019).

4.2.1. Ativacao das regras

Para um conjunto de medigoes de entrada, o sistema primeiro determina o grau de pertinéncia de
cada medic@o aos conjuntos fuzzy definidos (ex: o quanto o valor do pH pertence ao conjunto “bom”).
Em seguida, para cada uma das 36 regras da base de conhecimento, o grau de ativagao (R;) é calculado.

Esse valor, formalmente conhecido como o grau de ativagdo da regra (que determina a influéncia
que sua conclusao terd no resultado final), é determinado pelo operador minimo (A) entre os graus de

pertinéncia das trés condigoes de entrada daquela regra, conforme a equacao (4.9) (Neves et al., 2019):

Ri = HCor (J?) A HpH (y) A HTurbidez (Z) (49)

sendo que ¢ varia de 1 a 36, representando cada regra do sistema.

4.2.2. Agregacao dos resultados

Ap6s o célculo da forga de cada regra, os resultados de todas as regras ativadas sdo combinados
para formar um tnico conjunto fuzzy de saida para a “potabilidade”. Este processo é chamado de
agregacao. O conjunto fuzzy consequente de cada regra (ex: “potabilidade é inadequada”) é “truncado”
ou “cortado” na altura correspondente ao grau de ativagdo (R;) daquela regra. Finalmente, todos esses
conjuntos fuzzy truncados sao unificados através do operador maximo (U), formando a figura geométrica
final do conjunto de saida. A representagdo matematica desse processo é abordada no artigo Neves et al.
(2019):

36

Lpotavitidade = |_J(Ri A p,) (4.10)
=1

em que pg, ¢ a funcao de pertinéncia do conjunto consequente da regra ¢ (boa, adequada ou inadequada).

4.2.3. Exemplo de célculo

Para ilustrar o processo, podemos utilizar o primeiro conjunto de dados da tabela 8: Cor aparente
= 2,16, Turbidez = 8,25 e pH = 8,73. O sistema executa os seguintes passos:

1. Fuzzificagao: O sistema calcula o grau de pertinéncia de cada entrada aos seus respectivos con-
juntos fuzzy. Por exemplo, um pH de 8,73 terda um alto grau de pertinéncia ao conjunto “adequado”

e um grau menor ao conjunto “bom”.

2. Ativagao das Regras: Apenas as regras cujas condi¢oes de entrada correspondem a esses graus
de pertinéncia serao ativadas. Por exemplo, uma regra que exige “pH é inadequado baixo” terd
uma ativacao de zero, enquanto uma regra que exige “Cor é boa”, “pH é adequado” e “Turbidez
é inadequada” serd ativada com uma forca R; igual ao valor minimo entre os trés graus de

pertinéncia.



Influéncia dos diferentes métodos de defuzzificagao... 85

3. Agregacao: As saidas das regras ativadas sdo agregadas usando o operador maximo. Isso resulta
em um conjunto fuzzy final para a varidvel “Potabilidade”, cuja forma geométrica representa a

conclusao combinada de todas as regras relevantes.

4. Defuzzificagao: A este conjunto fuzzy agregado, aplica-se um dos métodos de defuzzificagdo. Por
exemplo, ao aplicar o método do centroide, conforme a equagao (3.2), o sistema calcula o centro
de gravidade dessa figura, resultando no valor numérico final de 0,228, que classifica a dgua como

“Inadequada”, conforme apresentado na tabela 8.

4.3. Discussao e resultados

A base de regras fuzzy foi construida utilizando a biblioteca scikit-fuzzy em Python. Para a anélise
da agua, o sistema de inferéncia fuzzy desenvolvido processou dez conjuntos de medigoes fornecidas pela
empresa Aguas Gabiroba, extraidas da referéncia Neves et al. (2019), calculando o nivel de potabilidade.
O objetivo principal deste estudo é realizar uma anélise comparativa dos valores nitidos gerados por
cinco métodos de defuzzificagdo distintos: centroide, bissetriz, média dos maximos (MOM), menor dos
méximos (SOM) e maior dos méximos (LOM). Os dados consolidados na tabela a seguir servem como
base para avaliar o impacto de cada método no resultado final da classificagao da dgua, evidenciando as
diferentes abordagens para converter o conjunto fuzzy agregado em um valor final interpretavel para a
tomada de decisao no mundo real.

Tabela 8: Tabela comparativa dos resultados de potabilidade.

Entradas Saida - Potabilidade
Método de defuzzificacao Ref.do artigo
COr  Turb. pH Centroide  Bissetriz MOM SOM LOM Valor Class.
apar.

Valor Class. Valor Class. Valor Class. Valor Class. Valor Class.

2,16 8,25 8,73 0,228 Inad. 0,227 Inad. 0,200 Inad. 0,000 Inad. 0,400 Inad. 0,223 Inad.
15 7 5 0,387 Inad. 0,388 Inad. 0,375 1Inad. 0,000 Inad. 0,750 Boa 0,385 Inad.
3,96 7 5 0,500 Adg. 0,500 Adg. 0,500 Adg. 0,000 Inad. 1,000 Boa 0,500 Adgq.
3,96 5,68 5 0432 Inad. 0,425 Inad. 0,379 Inad. 0,000 Inad. 0,750 Boa 0,430 Inad.
4.4 589 5,95 0,233 Inad. 0,233 Inad. 0,215 Inad. 0,000 Inad. 0,430 Inad. 0,223 Inad.
12,5 6,44 5,15 0,336 Inad. 0,315 Inad. 0,215 Inad. 0,000 Inad. 0,430 Inad. 0,334 Inad.
5,3 6,72 2,06 0,642 Adq. 0,625 Adq. 0,595 Adg. 0,500 Adgq. 0,690 Adq. 0,643 Adgq.
246 791 1,87 0,722 Boa 0,714 Boa 0,744 Boa 0,494 1Inad. 1,000 Boa 0,726 Boa
291 10,7 9,08 0,226 Inad. 0,225 Inad. 0,205 Inad. 0,000 Inad. 0,401 Inad. 0,223 Inad.
15 7 0 0576 Adg. 0,606 Adgq. 0,751 Boa 0,500 Adg. 1,000 Boa 0,500 Adgq.

Cada linha da tabela acima representa uma amostra distinta com valores de entrada especificos
para cor aparente, turbidez e pH. As colunas exibem o valor de saida para a potabilidade, calculado
por cada um dos métodos analisados, além do valor de referéncia extraido do artigo base deste estudo.
Uma primeira anélise dos resultados agregados na tabela permite observar padroes de comportamento
distintos para cada método de defuzzyficacdo, que se alinham as suas respectivas definigoes tedricas.

Os métodos centréide e bissetriz apresentaram resultados notavelmente estdveis e consistentes
entre si ao longo de todas as 10 aferigoes. O método centréide, que calcula o centro de gravidade do
conjunto fuzzy de saida, gerou valores praticamente idénticos ao da referéncia que utilizou o mesmo
método por meio do software MATLABR. A bissetriz, que encontra o ponto que divide a &rea do
conjunto em duas metades iguais, também produziu resultados bem préximos, indicando que a forma do
conjunto de saida agregado foi, na maioria dos casos, relativamente simétrica.

Diferentemente dos métodos de area mencionados anteriormente, MOM, SOM e LOM focam

exclusivamente nos pontos do universo de discurso que possuem o maior grau de pertinéncia. Essa
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abordagem em grande parte (com excegdo do método MOM) resultou em uma variagdo de saida mais
ampla e revelou informages importantes sobre a certeza do sistema. O menor dos méximos (SOM), que
retorna o menor valor com pertinéncia méxima, estabelece o limite inferior do intervalo de resultados mais
plausiveis. Em sete das dez aferigoes, seu valor foi 0 ou proximo de 0.5, alinhando-se a classificagao de
potabilidade “inadequada”. Em contrapartida, o maior dos maximos (LOM), que retorna o maior valor,
representa o limite superior desse mesmo intervalo. Em trés dos casos, o valor foi 1, correspondendo a uma
potabilidade “boa”. A média dos méximos (MOM), por sua vez, calculou o valor médio desses pontos
de ativagao méaxima, obtendo resultados proximos aos métodos de area mencionados anteriormente.

A anilise se torna ainda mais critica quando se observa o impacto desses valores na classificacao
qualitativa final da dgua (inadequada, adequada ou boa). Enquanto os métodos centrdide, bissetriz
e MOM se mostraram consistentes, mantendo a mesma classificacio para a maioria das amostras, a
verdadeira divergéncia ocorre com os métodos SOM e LOM. Em 5 dos 10 resultados, a escolha entre
o limite inferior (SOM) e o limite superior (LOM) do intervalo de méxima pertinéncia resultou em
uma mudanga direta na classificagao da potabilidade. Por exemplo, para a amostra 3, o método SOM
produziu um valor que se enquadra na faixa “inadequada”, enquanto o LOM, para as mesmas entradas,
gerou um resultado classificado como “adequado”.

Esta observacao é fundamental, pois demonstra que quando multiplas regras com conclusées di-
vergentes sao ativadas, a selegao do método de defuzzificagao nao é apenas um detalhe técnico, mas uma
decisao que pode alterar drasticamente a agao a ser tomada, como emitir um alerta de contaminagao ou

aprovar a qualidade da agua.

A andlise comparativa dos métodos de defuzzificagdo confirma a robustez e a estabilidade dos
métodos baseados em drea (centroide e bissetriz) e da média dos maximos (MOM), que se mostraram
os mais adequados para a classificagao geral da potabilidade da agua neste sistema. Dentre estes, a
adequacao do método centroide é particularmente reforcada por sua semelhanca aos valores de referéncia

do artigo.

5. Consideracgoes finais

Este estudo permitiu avaliar de forma comparativa a influéncia de diferentes métodos de defuz-
zificagdo — centroide, bissetriz, média dos méaximos, menor dos méximos e maior dos méximos — na
classificagao da potabilidade da dgua em sistemas baseados em regras fuzzy.

Observou-se que, quando comparados ao artigo de referéncia, os métodos baseados em area, como
o centroide e a bissetriz, apresentaram maior estabilidade e consisténcia nos resultados, enquanto os
métodos baseados em maximos evidenciaram variagdes mais acentuadas, podendo alterar significativa-
mente a decisdo final sobre a qualidade hidrica. Nesse contexto, a implementagdo em Python por meio
da biblioteca scikit-fuzzy mostrou-se nao apenas adequada para a andlise, mas também uma alternativa
acessivel e reprodutivel ao MATLABR, favorecendo a disseminacdo de estudos semelhantes e a continu-

idade das pesquisas na area.

Como trabalhos futuros, sugere-se a inclusao de novas variaveis de entrada, como cloro residual,
coliformes ou metais pesados, de modo a enriquecer a anélise da potabilidade. Além disso, a aplicagao

da metodologia a diferentes bases de dados e ambientes hidricos pode contribuir para validar os modelos.
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