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Prefácio:

Neste trigésimo quinto volume da revista, há contribuições im-

portantes para o conhecimento desta área interdisciplinar denomi-

nada Biomatemática.

Os artigos deste volume são fruto de um esforço conjunto e da de-

dicação dos pesquisadores que acreditam na solução dos problemas

atuais e que vem exigindo uma maior cooperação entre pesquisa-

dores de áreas diversificadas.

Ao percorrer as páginas desta revista, a pessoa irá descobrir

diferentes abordagens, cujas aplicações se estendem a uma série

de problemas em áreas do conhecimento ligadas à epidemiologia,

oncologia, dinâmica populacional e questões ambientais.

Com o intuito de que tenham uma boa leitura e possam apreciar

o que se apresenta no presente volume deste periódico, é que o corpo

editorial selecionou estes artigos.

Comissão Editorial – IMECC-Unicamp.

Campinas, 24 de dezembro de 2025.
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Estimativa do número de infectados por HIV via

quadrados mı́nimos fuzzy e interatividade do

tipo J0

Ana L. P. Mendes1, Let́ıcia A. Nunes2, Yasmin B. Shimizu3, Vińıcius

F. Wasques4,

Ilum Escola de Ciência, CNPEM, 13.087-548, Campinas/SP.

Resumo. Este trabalho fornece um estudo sobre a estimativa do número

de infectados por HIV no Brasil de 2015 a 2024. Para isso é considerada a

incerteza atrelada aos dados coletados na literatura, em que tal incerteza é

modelada pela teoria de conjuntos fuzzy. Por meio do método de Quadrados

Mı́nimos Fuzzy e da interatividade via J0 é fornecido um ajuste de curvas, a

fim de realizar uma previsão do número de infectados no páıs para os próximos

anos. Os sistemas lineares fuzzy associados ao problema são resolvidos via de-

composição LU e as operações computacionais são realizadas em Python 3.11.

Palavras-chave: Quadrados mı́nimos fuzzy, epidemiologia, HIV, inte-

ratividade fuzzy.

1. Introdução

O ajuste de curvas é uma técnica matemática fundamental em análise de

dados e modelagem, que consiste em encontrar uma função que melhor descreve

o comportamento de um conjunto de dados. Isto é, por meio de um gráfico de

dispersão, os dados observados são comparados a funções conhecidas, como po-

linômios, exponenciais, logaŕıtmicas ou modelos mais complexos, dependendo

1ana24007@ilum.cnpem.com
2leticia24013@ilum.cnpem.br
3yasminbshimz@gmail.com
4vwasques@outlook.com - FAPESP n 2023/03927-0



2 Mendes, Nunes, Shimizu & Wasques

da natureza do problema. Em seguida, o objetivo se torna minimizar a dis-

crepância entre os valores reais e os valores previstos pela função, geralmente

por meio de métodos como quadrados mı́nimos, que é definido pelo problema

||Ax − b||2 = minx∈Rn ||Ax − b||2, cuja || · ||2 é a norma-2 (Ruggiero e Lopes,

2000).

Uma das aplicações mais comuns do ajuste de curvas é para realizar

previsões, como estimar o número de infectados de uma certa doenças (Pinto,

2023). A partir de uma função ajustada, é posśıvel extrapolar os dados além do

intervalo observado, auxiliando na tomada de decisão como, por exemplo, na

epidemiologia, cujas curvas ajustadas podem projetar a propagação de doenças.

No entanto, os métodos clássicos de ajuste de curvas não incorporam

incertezas inerentes ao fenômeno, como é o caso de infecção por doenças, no qual

não é posśıvel saber com exatidão o número de infectados em um determinado

instante. Neste caso, outras teorias podem ser utilizadas como apoio, a fim de

fornecer resultados mais próximos da realidade.

No presente trabalho a teoria de conjuntos fuzzy é utilizada para in-

corporar tal incerteza. Na literatura é posśıvel encontrar vários trabalhos que

utilizam a lógica fuzzy para a modelagem de problemas epidemiológicos. Por

exemplo, Sacilotto (2017) realizou um estudo sobre a dinâmica do câncer utili-

zando sistemas baseados em regras fuzzy, Santos (2018) utilizou a mesma me-

todologia para realizar um estudo sobre estimativa de risco de endometriose,

a partir de diagnósticos subjetivos. Pinto (2023) forneceu uma nova pseudo-

norma para números fuzzy com aplicações em ajuste de curvas por meio de

quadrados mı́nimos fuzzy.

A proposta deste artigo é na direção de estudos de Pinto (2023), isto é,

será realizado um estudo de ajuste de curvas por meio do método de quadrados

mı́nimos fuzzy, em que os dados considerados possuem incerteza. No entanto,

diferentemente do trabalho proposto por Pinto (2023), em que é feito uso da

relação de interatividade do tipo completamente correlacionado, aqui será uti-

lizada a interatividade via distribuição de possibilidade conjunta Jγ , proposta

por Wasques (2019).

A relação de interatividade é uma relação muito similar a de dependência

para o caso de variáveis aleatórias. No entanto, não são equivalentes. Enquanto

na teoria de probabilidade a relação de dependência está associada a uma dis-

tribuição de probabilidade, na teoria fuzzy a interatividade está associada a

distribuição de possibilidade.
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A interatividade completamente correlacionada está associada a uma

correlação linear entre as variáveis fuzzy, isto é, as funções de pertinência dos

números fuzzy envolvidos podem ser conectados por meio de uma reta (Simões,

2017). Isso obriga que os números fuzzy envolvidos tenham o mesmo formato,

ou seja, se um número fuzzy for triangular e simétrico, todos os outros também

devem ser. Apesar de gerar bons resultados, isso restringe o uso de tal proposta

caso a modeladora queira utilizar mais de um tipo de conjunto fuzzy em sua

abordagem. Por outro lado, a interatividade via Jγ , apesar de ser custosa

computacionalmente, não obriga tal correlação. Na verdade, ela não possui

restrições e pode ser usada para qualquer formato de número fuzzy.

Nessa famı́lia de distribuições Jγ , o parâmetro γ ∈ [0, 1] está associado

ao “ńıvel” de interatividade, isto é, quanto mais próximo de 0 for o valor de γ,

maior é o ńıvel de interatividade (mais forte é a dependência entre as variáveis).

Aqui o foco é estudar as consequências de um ajuste de curvas utilizando o

ńıvel mais forte de interatividade, isto é para γ = 0. Sendo assim, a proposta

é utilizar o método de quadrados mı́nimos fuzzy sob aritmética herdada de

J0 para realizar a previsão de dados de HIV com incerteza e, a partir disso,

realizar previsões do números de infectados pela doença no Brasil.

2. Preliminares

Esta seção traz alguns conceitos básicos para o entendimento sobre re-

solução de sistemas lineares via decomposição LU, o ajuste de curvas clássico

e a teoria de conjuntos fuzzy e as diferentes álgebras definidas sobre o espaço

fuzzy.

2.1. Decomposição LU para resolução de sistemas lineares

Considere um sistema linear de equações dados por






























a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + . . .+ a2nxn = b2

...

an1x1 + an2x2 + an3x3 + . . .+ annxn = bn

,

que pode ser representado na forma matricial Ax = b, sendo A a matriz dos

coeficientes, x o vetor das incógnitas e b o vetor resposta. Acompanhe abaixo:
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











a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

...
...

...
. . .

...

an1 an2 an3 · · · ann

























x1

x2

...

xn













=













b1

b2

...

bn













.

Partindo do pressuposto que det(A) = 0, é posśıvel dividir A em duas

outras matrizes L e U , deixando as operações de resoluções mais simples. A

matriz L se trata de uma matriz triangular inferior formada por multiplicadores

(mij) da decomposição gaussiana e a diagonal é unitária, já a matriz U té

uma matriz triangular superior cujos seus componentes são os resultados da

decomposição gaussiana feita em A (Ruggiero e Lopes, 2000).

Após a fatoração de A em duas matrizes tem-se LUx = b, em que pode

ser entendida como Ly = b, se for admitido que Ux = y. Assim, é viável

encontrar o vetor x a partir da determinação de y.

No presente trabalho, realizamos também a técnica de pivoteamento par-

cial para evitar divisões por zero e o problema da aritmética de ponto flutuante

durante a eliminação gaussiana – uma das etapas da fatoração. Essa estratégia

consiste em reorganizar as linhas de uma matriz A de forma que os valores da

diagonal principal (i = j) sejam maiores que todos abaixo dela (i > j).

Para realizar esse método, se parte de uma matriz inicial U que será

uma cópia da matriz que será fatorada An×n e a matriz inicial L será uma

matriz identidade com o mesmo tamanho que An×n. Com a variável m sendo

um contador começando em 0, teremos o seguinte algoritmo para a obtenção

das matrizes L e U :

Enquanto m < n:

Para todo i ∈ {m+ 1, n− 1}:

multiplicador = Uim/Umm

Lim = multiplicador

Para todo j ∈ {m,n}:

Uij = Uij - (multiplicador× Umj)

m = m+ 1

Retorne L,U .

Ao fim desse processo, é posśıvel obter as seguintes matrizes:
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L =

















1 0 0 · · · 0

m21 1 0 · · · 0

m31 m32 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

mn1 mn2 mn3 · · · 1

















e U =



















a11 a12 a13 . . . a1n

0 a
(1)

22
a
(1)

23
. . . a

(1)

2n

0 0 a
(2)

33
. . . a

(2)

3n

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . a
(k)
nn



















,

sendo k o número de eliminações gaussianas que foram realizadas sobre a matriz

A até que esta se tornasse uma matriz triangular superior.

É importante entender que a escolha desse método se baseia no fato de

que, ao aplicar o método de mı́nimos quadrados com abordagem fuzzy descrito

abaixo, será necessário resolver vários sistemas lineares da forma Ax = b, no

qual A permanece igual e apenas o vetor b varia. Portanto, com apenas uma

decomposição de A em LU é posśıvel resolver vários sistemas.

2.2. Ajuste de curva

Quando é feita uma coleta de dados, geralmente, temos uma distribuição

descontinua, mas esse conjunto de dados pode apresentar certos padrões ou

relações entre suas variáveis. Nesses casos, é posśıvel encontrar uma função

matemática que melhor se ajuste aos dados, ou seja, que passa ou exatamente

sobre os pontos do gráfico ou próxima deles. Encontrar essa função é fazer um

ajuste de curva. A partir do ajuste, podemos modelar fenômenos ou realizar

previsões. A seguir, para visualizarmos e analisarmos os dados, vamos usar o

método dos quadrados mı́nimos.

2.3. Quadrados mı́nimos

O método dos quadrados mı́nimos é uma técnica de otimização ma-

temática utilizada com a finalidade de preencher lacunas de dados através da

aproximação de uma curva que melhor descreva a dispersão dos dados conhe-

cidos. Nesse método, são escolhidas funções de base g1(x), g2(x), . . . , gn(x)

e busca-se encontrar os coeficientes α1, α2, . . . , αn , de modo que a função

ϕ(xi) = α1g1(xi)+α2g2(xi)+ . . .+αngn(xi) se aproxime ao máximo dos dados

conhecidos (xi, f(xi)) (Ruggiero e Lopes, 2000).

Há preferência para o método dos quadrados mı́nimos, em comparação

com a interpolação, nos casos em que se deseja fazer uma previsão de dados
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futuros, gerando um ajuste com menor taxa de erro, uma vez que o método

do quadrados mı́nimos minimiza o desvio (Ruggiero e Lopes, 2000). Aqui,

é considerado o erro absoluto, ou desvio, di = f(xi) − ϕ(xi), determinando

a função ϕ(x) de forma que o desvio di seja mı́nimo. Sendo assim, , como

abordado por Ruggiero e Lopes (2000), ao buscar os desvios mı́nimos, opta-se

pela abordagem de buscar os quadrados mı́nimos dos desvios, isto é

min

m
∑

i=1

d
2

i

min

m
∑

i=1

(f(xi)− ϕ(xi))
2

min

m
∑

i=1

(f(xi)− α1g1(xi)− α2g2(xi)− . . .− αngn(xi))
2

Considerando F (α1, α2, . . . , αn) = (f(xi)− α1g1(xi)− . . .− αngn(xi))
2
,

para determinar os valores de forma que F (α1, α2, . . . , αn) seja mı́nima, basta

que ∂F
∂αk

= 0, sendo k = 1, . . . , n. Assim,

∂F

∂αk

= 2

m
∑

i=1

(f(xi)− α1g1(xi)− . . .− αngn(xi))(−gk(xi))

0 = 2

m
∑

i=1

(f(xi)− α1g1(xi)− . . .− αngn(xi))(−gk(xi))

0 =
m
∑

i=1

f(xi)gk(xi − α1g1(xi)gk(xi)− . . .− αngn(xi)gk(xi))

Abrindo o somatório para cada valor de k, obtemos um sistema linear

com n incógnitas e n variáveis, cujas equações são chamadas de equações nor-

mais:











































m
∑

i=1

f(xi)g1(xi)− α1g1(xi)g1(xi)− α2g2(xi)g1(xi)− . . .− αngn(xi)g1(xi) = 0

m
∑

i=1

f(xi)g2(xi)− α1g1(xi)g2(xi)− α2g2(xi)g2(xi)− . . .− αngn(xi)g2(xi) = 0

...
m
∑

i=1

f(xi)gn(xi)− α1g1(xi)gn(xi)− α2g2(xi)gn(xi)− . . .− αngn(xi)gn(xi) = 0

,
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sendo equivalente a










































m
∑

i=1

α1g1(xi)g1(xi) + α2g2(xi)g1(xi) + . . .+ αngn(xi)g1(xi) =
m
∑

i=1

f(xi)g1(xi)

m
∑

i=1

α1g1(xi)g2(xi) + α2g2(xi)g2(xi) + . . .+ αngn(xi)g2(xi) =
m
∑

i=1

f(xi)g2(xi)

...
m
∑

i=1

α1g1(xi)gn(xi) + α2g2(xi)gn(xi) + . . .+ αngn(xi)gn(xi) =
m
∑

i=1

f(xi)gn(xi)

Portanto, representando tal sistema matricialmente, o método de qua-

drados mı́nimos pode ser escrito pelo sistema Aα = b - sendo a matriz A uma

matriz quadrada n×n cujos elementos aij são obtidos pelo cálculo do produto

interno das funções de base 〈gi, gj〉, a matriz α uma matriz coluna n × 1 cu-

jos elementos αi são os coeficientes α1, α2, . . . , αn que se deseja encontrar para

minimizar a função, e a matriz b uma matriz coluna n × 1 cujos elementos

bi são obtidos pelo produto interno 〈gi, f〉 entre a função de base e os dados

conhecidos, isto é












〈g1, g1〉 〈g1, g2〉 . . . 〈g1, gn〉

〈g2, g1〉 〈g2, g2〉 . . . 〈g2, gn〉

...
...

. . .
...

〈gn, g1〉 〈gn, g2〉 . . . 〈gn, gn〉

























α1

α2

...

αn













=













〈g1, f〉

〈g2, f〉

...

〈gn, f〉













.

A seguir, vamos definir alguns conceitos da teoria de conjuntos fuzzy.

2.4. Teoria de conjuntos fuzzy e álgebra fuzzy

Um conjunto fuzzy A de um universo X é caracterizado por uma função

de pertinência µA : X −→ [0, 1], na qual µA(x) – que aqui será denotada como

A(x) – representa o grau de pertinência de x em A para todo x em X (Barros

e Bassanezi, 2006). Os subconjuntos fuzzy de X são denotados por F(X). Os

α-ńıveis de um conjunto fuzzy A ⊆ X, dados por [A]α, são definidos da seguinte

forma (Klir e Yuan, 1995):

[A]α = {x ∈ X : A(x) ≥ α}, ∀α ∈ (0, 1].

Já para o 0-ńıvel é necessário ter em mãos a definição de fecho, e conse-

quentemente, espaço topológico. Caso o conjunto X seja um espaço topológico

(Bede, 2013), o 0-ńıvel é definido por

[A]0 = cl({x ∈ X : A(x) > 0}),
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sendo que cl(Y ) representa o fecho do conjunto Y ⊆ X.

A classe de números fuzzy RF , subclasse de F(R), inclui os conjuntos de

números reais assim como os conjunto dos intervalos fechados limitados de R.

Os elementos dessa classe são caracterizados pelos subconjuntos fuzzy de X =

R, cujos α-ńıveis são intervalos encaixantes limitados, fechados e não vazios

para todo α ∈ [0, 1] (Esmi et al., 2021). A partir disso, podemos reescrever os

α-ńıveis de um número fuzzy A como [A]α = [a−α , a
+
α ].

Se a−α e a+α forem funções cont́ınuas com respeito a α – como os números

fuzzy triangulares –, essa classe de números fuzzy passa a ser denotada por

RFC
. Dado que todo número fuzzy triangular pode ser definido por uma tripla

do tipo (a; b; c), para qualquer a ≤ b ≤ c, a partir dos α-ńıveis temos que

[A]α = [a+ α(b− a), c− α(c− b)], ∀α ∈ [0, 1].

Se A(x− y) = A(x+ y), ∀y ∈ R, o número fuzzy A é dito simétrico com

respeito a x ∈ R. Se não há qualquer x que satisfaça essa condição, então A é

não-simétrico (Esmi et al., 2021). A relação fuzzy R entre dois universos X e

Y é dada pela função R : X × Y −→ [0, 1], na qual R(x, y) ∈ [0, 1] representa

o grau de relação entre x ∈ X e y ∈ Y .

Uma relação fuzzy J ∈ F(Rn) é classificada como distribuição de possi-

bilidade conjunta (DPC) entre os números fuzzy pertencentes à RF se

Ai(y) =
∨

x:xi=y

J(x), ∀y ∈ R, (2.1)

para todo i = 1, . . . , n, em que o śımbolo
∨

representa o supremo.

Geometricamente, a equação (2.1) diz que cada número fuzzyAi, também

chamado de marginal, pode ser obtido pela projeção da relação J na i-ésima

direção.

Um exemplo de DPC é a baseada em t-normas. Lembrando que uma

t-norma é um operador t : [0, 1]2 −→ [0, 1] que admite as propriedades de as-

sociatividade, comutatividade, monotonicidade e tem o valor 1 como elemento

neutro (Barros e Bassanezi, 2006). A partir dessa definição é posśıvel estabe-

lecer a seguinte DPC

Jt(x1, . . . , xn) = A1(x1)t . . . tAn(xn).

Por exemplo, duas DPCs que podem ser obtidas por meio desse tipo de

distribuição são

J∧(x1, . . . , xn) =

n
∧

i=1

Ai(xi)
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e

J·(x1, . . . , xn) =
n
∏

i=1

Ai(xi)

sendo que os śımbolos
∧

e
∏

representam o mı́nimo e produtório, respectiva-

mente, as quais são baseadas nas t-normas do mı́nimo t∧(x, y) = min{x, y} e

do produto t·(x, y) = x · y, respectivamente.

A partir da noção de interatividade, apresenta-se a seguinte definição

para números fuzzy interativos.

Definição 1 Os números fuzzy A1, . . . , An são denominados interativos se J

satisfaz a equação (2.1) e J 6= J∧.

Por exemplo, os números fuzzy A1, . . . , An são interativos se a DPC

considerada entre eles for a J·. Por outro lado, os mesmos números fuzzy

são não interativos se a DPC considerada entre eles for a J∧. Isso ilustra

que a interatividade entre os números fuzzy A1, . . . , An é definida a partir de

uma distribuição de possibilidade conjunta, se assemelhando a uma relação de

dependência entre variáveis aleatórias.

Para lidar com tal relação, de um ponto de vista de operação aritmética,

é preciso estender o prinćıpio de extensão de Zadeh, uma vez que esta ferra-

menta é adaptada para lidar com aritmética voltada para números fuzzy não

interativos. O prinćıpio de extensão sup-J , estende as funções clássicas para

funções fuzzy levando em consideração a interatividade entre os números fuzzy.

Definição 2 Seja J ∈ F(Rn) uma distribuição de possibilidade conjunta de

(A1, . . . , An) ∈ R
n
F e f : Rn

−→ R. A extensão sup-J de f em A1, . . . , An ∈

R
n
F , denotado por fJ(A1, . . . , An) é o conjunto fuzzy definido por

fJ(A1, . . . , An)(y) =
∨

(x1,...,xn)∈f−1(y)

J(x1, . . . , xn),

sendo f
−1(y) = {(x1, . . . , xn) ∈ R

n : f(x1, . . . , xn) = y}.

A partir do prinćıpio de extensão de sup-J , é posśıvel também estabelecer

uma aritmética para os números fuzzy interativos, como, por exemplo, a soma

interativa. A soma interativa é dada por

(A1 +J A2)(y) =
∨

x1+x2=y

J(x1, x2)

sendo J uma JPD arbitrária de A1 e A2.
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Wasques (2019) propôs uma DPC, denotada por J0 também chamada

de distribuição de possibilidade conjunta otimista, que é muito útil para o

controle de incerteza ao longo de dinâmicas temporais. A partir dessa conjunta

é definida uma nova aritmética, que no caso da soma é denotada por A1+0A2.

O teorema abaixo caracteriza a soma interativa +0 entre dois números

fuzzy triangulares.

Teorema 1 (Pinto et al. (2022)) Sejam os números fuzzy triangulares A =

(a; b; c) e B = (d; e; f) e J0 a distribuição de possibilidade conjunta entre A e

B. Então a soma interativa A+0 B é dada por

A+0B =







((a+ f) ∧ (b+ e); b+ e; (b+ e) ∨ (c+ d)), se diam(A) ≥ diam (B)

((c+ d) ∧ (b+ e); b+ e; (b+ e) ∨ (a+ f)), se diam(A) ≤ diam (B)
,

em que ∧ e ∨ representam o mı́nimo e o máximo, respectivamente.

A soma interativa zero (+0) será a utilizada no presente trabalho para

a resolução de sistemas lineares fuzzy do tipo







λ1X1 +0 λ2X2 = r1

λ3X1 +0 λ4X2 = r2

,

nos quais, temos os coeficientes λ1, λ2, λ3, λ4, r1, r2 ∈ R com variáveis fuzzy

X1 = (a; b; c) e X2 = (d; e; f) a serem determinados.

É importante ressaltar que equações do tipo λ1X1 + λ2X2 = r, em que

λ1, λ2, r ∈ R, não admite solução para o caso em que a soma + é a usual. De

fato, se X1 e X2 são números fuzzy, então diam(X1) > 0 e diam(X2) > 0.

Assim, diam(λ1X1) > 0 e diam(λ2X2) > 0, e portanto, diam(λ1X1+λ2X2) ≥

diam(λ1X1) > 0 = diam(r). Logo, diam(λ1X1 + λ2X2) 6= diam(r), e por

consequência λ1X1 +0 λ2X2 6= r para qualquer X1, X2 ∈ RF .

Para ilustrar que a escolha da soma interfere na obtenção de solução

para o problema, é dado o exemplo abaixo.

Exemplo 1 Sejam os números fuzzy A1 = (1; 2; 3) e A2 = (2; 3; 4). Tem-se

que

A1 +0 A2 = 5,

sendo o resultado o número crisp 5, o qual possui função de pertinência descrita

pela função caracteŕıstica χ{5}.
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Embora a soma +0 entre números fuzzy possa resultar em um valor real,

como mostrado acima, o exemplo abaixo mostra que nem sempre isso ocorre.

Exemplo 2 Sejam os números fuzzy A1 = (1; 2; 3) e A2 = (4; 6; 8). Tem-se

que

A1 +0 A2 = (7; 8; 9)

Uma outra boa propriedade que a soma +0 admite é a propriedade do

elemento oposto, isto é, para cada número fuzzy A existe um único número

fuzzy −A de tal modo que A+0 (−A) = 0, como ilustrado no exemplo abaixo.

Exemplo 3 Tendo os números fuzzy A1 = A2 = (4; 5; 6)

A1 +0 (−A2) = A1 −0 A2 = (4; 5; 6) +0 (−6;−5;−4) = 0

Vale ressaltar que se no Exemplo 3 tivesse sido utilizada a operação de

soma usual, o resultado seria (−2; 0; 2) e não 0 (zero).

2.5. Construção dos dados fuzzy

Neste trabalho, analisamos o número de infectados por HIV no Brasil nos

últimos anos, baseados nos dados disponibilizados no Boletim Epidemológico

da Aids/HIV pelo Ministério da Saúde (2021). Entretanto, tais dados estão

contidos no conjunto dos reais, de modo que sua rigidez numérica não considere

imprecisões intŕınsecas à sua coleta. Dessa forma, foi feita uma construção de

dados triangulares fuzzy partindo de tais dados, criando uma faixa de incerteza

associada à uma função de pertinência.

Para isso, primeiramente, foi feita uma regressão dos dados reais y ob-

tidos – aqui, escolhemos utilizar um polinômio de segundo grau; em seguida,

calculamos a distância δi entre cada dado real yi e a curva encontrada; por fim,

calculamos o dobro de cada distância 2δi e usamos como amplitude de cada

valor, de modo que a distância entre os extremos de cada dado fuzzy e o ajuste

realizado seja a mesma e igual a δi. Assim, a pertinência em yi é 1, enquanto

em yi ± δi a pertinência é 0. Tal construção está representada graficamente na

Figura 1. Então, os dados utilizados na modelagem subsequente encontram-se

na Tabela 1.
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Figura 1: Método utilizado para construção de dados fuzzy.

Tabela 1: Construção de dados triangulares fuzzy para o número de infectados por

HIV no Brasil de 2015 a 2021.

Ano Dado Real Dado Fuzzy

2007 7872 (−2109, 7872, 17853)

2008 8617 (4902, 8617, 12332)

2009 9430 (7657, 9430, 11203)

2010 11099 (5403, 11099, 16795)

2011 13289 (4901, 13289, 21677)

2012 15096 (4342, 15096, 25850)

2013 21071 (12828, 21071, 29314)

2014 31620 (31172, 31620, 32068)

2015 39375 (34112, 39375, 44638)

2016 41927 (35448, 4927, 48406)

2017 45421 (36073, 45421, 54769)

2018 45685 (35990, 45685, 55380)

2019 43292 (35196, 43292, 51388)

2020 32687 (31680, 32687, 33694)

2021 15212 (−1058, 15212, 31482)

2.6. Sistemas lineares fuzzy

Os sistemas lineares fuzzy utilizados neste trabalho têm como entrada

números fuzzy triangulares que são multiplicados por coeficientes reais e retor-

nam números fuzzy triangulares. As abordagens e notações usadas nessa e nas

próximas seções são as mesmas introduzidas por Pinto et al. (2022).

Assim, busca-se resolver o sistema linear
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





α11(a; b; c) +0 α12(d; e; f) = (r; s; t)

α21(a; b; c) +0 α22(d; e; f) = (u; v;w)

também representado por Ux = V , sendo

U =

[

α11 α12

α21 α22

]

; X =

[

X1

X2

]

=

[

(a; b; c)

(d; e; f

]

e V =

[

V1

V2

]

=

[

(r; s; t)

(u; v;w)

]

de modo que os valores de X = [X1 X2]
t satisfaçam a ≤ b ≤ c e d ≤ e ≤ f .

Assim, 4 passos precisam ser seguidos para que as soluções do sistema

sejam encontradas. Nesse processo, uma única matriz de entrada A é trans-

formada em outras 4 matrizes e, em decorrência disso, um único sistema pode

apresentar uma, múltiplas ou nenhuma solução coerente (Pinto et al., 2022).

PASSO 1: Para que sejam definidos os picos do ajuste, resolve-se o sis-

tema:

U

[

b

e

]

=

[

s

v

]

PASSO 2: usando como critério os sinais dos elementos da matriz U,

divididos 2 a 2, resolve-se cada um dos 8 sistemas da tabela abaixo para

definir as bases das soluções;
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Sinais de αij Sistemas a serem resolvidos

αij ≥ 0; i, j = 1, 2 ou U

[

a

f

]

=

[

r

u

]

e U

[

c

d

]

=

[

t

w

]

; e

αij ≤ 0; i, j = 1, 2 ou U

[

c

d

]

=

[

t

u

]

e U

[

a

f

]

=

[

r

w

]

; e

α11, α12 ≥ 0 e α21, α22 ≤ 0 ou U

[

c

d

]

=

[

r

w

]

e U

[

a

f

]

=

[

t

u

]

; e

α21, α22 ≥ 0 e α11, α12 ≤ 0 U

[

c

d

]

=

[

r

u

]

e U

[

a

f

]

=

[

t

w

]

α11, α21 ≥ 0 e α12, α22 ≤ 0 ou U

[

a

d

]

=

[

r

u

]

e U

[

c

f

]

=

[

t

w

]

; e

α11, α22 ≥ 0 e α12, α21 ≤ 0 ou U

[

a

d

]

=

[

r

w

]

e U

[

c

f

]

=

[

t

u

]

; e

α12, α21 ≥ 0 e α11, α22 ≤ 0 ou U

[

c

f

]

=

[

r

w

]

e U

[

a

d

]

=

[

t

u

]

; e

α12, α22 ≥ 0 e α11, α21 ≤ 0 U

[

c

f

]

=

[

r

u

]

e U

[

a

d

]

=

[

t

w

]

PASSO 3: usando como critério os sinais dos elementos da matriz U ,

sendo apenas 1 diferente dos demais, resolve-se cada um dos 4 sistemas

do tipo Zkx = z da tabela abaixo para definir os extremos das soluções,

sendo x = [a c d f ]t, z = [r u t w]t e Zk cada uma das 4 matrizes;
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Sinal de αij Matrizes dos sistemas a serem resolvidos

α11, α12, α21 ≥ 0 e α22 ≤ 0 ou Z1 =











α11 0 0 α12

α21 0 α22 0

0 α11 α12 0

0 α21 0 α22











,

α11, α12, α22 ≥ 0 e α21 ≤ 0 ou Z2 =











α11 0 0 α12

0 α21 0 α22

0 α11 α12 0

α21 0 α22 0











,

α21 ≥ 0 e α12, α21, α22 ≤ 0 ou Z3 =











0 α11 α12 0

α21 0 α22 0

α11 0 0 α12

0 α21 0 α22











,

α22 ≥ 0 e α11, α21, α22 ≤ 0 Z4 =











0 α11 α12 0

0 α21 0 α22

α11 0 0 α12

α21 0 α22 0











.

α11, α21, α22 ≥ 0 e α12 ≤ 0 ou Z5 =











0 α11 0 α12

α21 0 0 α22

α11 0 α12 0

0 α21 α22 0











,

α12, α21, α22 ≥ 0 e α11 ≤ 0 ou Z6 =











0 α11 0 α12

0 α21 α22 0

α11 0 α12 0

α21 0 0 α22











,

α11 ≥ 0 e α12, α21, α22 ≤ 0 ou Z7 =











α11 0 α12 0

α21 0 0 α22

0 α11 0 α12

0 α21 α22 0











,

α12 ≥ 0 e α11, α21, α22 ≤ 0 Z8 =











α11 0 α12 0

0 α21 α22 0

0 α11 0 α12

α21 0 0 α22











.

PASSO 4: verificar se os valores das triplas (a; b; c) e (d; e; f) cumprem a

condição a ≤ b ≤ c e d ≤ e ≤ f . Caso cumpram, são soluções do sistema

linear, senão são descartadas.
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2.7. Quadrados mı́nimos fuzzy

A partir da teoria de conjuntos fuzzy, é posśıvel construir uma flexibili-

dade numérica no ajuste de curva, melhorando a interpretabilidade da análise.

Como contemplado no artigo Pinto et al. (2022), essa seção adapta o método

de quadrados mı́nimos para aceitar dados fuzzy respeitando a álgebra própria

desse tipo de conjunto. Desse modo, as sáıdas deixam de ser números reais e

passam a ser números triangulares fuzzy (Y1, . . . , Ym) e, portanto, os coeficien-

tes C1 e C2 gerados também serão fuzzy.

WC = Y, (2.2)

isto é,








x1 1
...

...

xm 1









(

C1

C2

)

=









Y1

...

Ym









. (2.3)

O sistema linear (2.2) pode ser resolvido pela multiplicação da transposta

de W em ambos os lados à esquerda, ou seja,

WW
t
C = YW

t
, (2.4)

isto é,
(

x
2
1 + . . .+ x

2
m x1 + . . .+ xm

x1 + . . .+ xm m

)(

C1

C2

)

=

(

x1Y1 +0 . . .+0 xmYm

Y1 +0 . . .+0 Ym

)

. (2.5)

.

Mesmo que W
t
W não admita inversa, pode-se resolver o sistema por

meio de sua pseudoinversa, encontrando-se os coeficientes da função (Pinto,

2023). Neste trabalho, realizamos um ajuste linear dada pela seguinte função

φ(x) = C1x+0 C2, (2.6)

sendo C1 e C2 números triangulares pertencentes à RF .

Caso mais de uma solução seja encontrada, deve-se realizar análises com-

plementares de tal modo que a solução seja compat́ıvel com o que se espera

para o problema. Por exemplo, a escolha pode ser feita por meio de uma análise

gráfica.

Ademais, partindo dos fundamentos teóricos apresentados acima, fo-

ram desenvolvidos algoritmos computacionais por meio da linguagem de pro-

gramação Python, com apoio das bibliotecas Numpy e Matplotlib, visando
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transformar dados reais em dados fuzzy triangulares e automatizar o ajuste

de curva linear para quaisquer conjuntos de dados. Os códigos das funções

desenvolvidas estão dispońıveis no repositório GitHub das autoras.

3. Discussão dos resultados

Tabela 2: Infectados por HIV no Brasil de 2015 a 2021 no formato de números

triangulares fuzzy.

Ano Solução 1 Solução 2

2015 (43283.7, 47631.79, 51979.79) (31004.89, 47631.79, 64258.7)

2016 (41919.7, 44306.89, 46693.89) (32710.69, 44306.89, 55903.1)

2017 (40555.7, 40982.0, 41408.0) (34416.5, 40982.0, 47547.5)

2018 (36122.1, 37657.1, 39191.7) (36122.29, 37657.1, 39191.9)

2019 (30836.19, 34332.2, 37827.7) (30836.3, 34332.2, 37828.1)

2020 (25550.3, 31007.29, 36463.7) (22480.69, 31007.29, 39533.89)

2021 (20264.4, 27682.39, 35099.7) (14125.09, 27682.39, 41239.7)

Figura 2: Ajuste de curva fuzzy para os dados de infectados por HIV do Brasil de

2015 a 2021 com a previsão até 2024. Gráfico A: visão superior em duas dimensões.

Gráfico B: visão tridimensional, com o grau de pertinência expresso no eixo z (al-

tura).
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Para melhor explorar o método dos quadrados mı́nimo fuzzy, foi utilizada

uma base de dados de infectados por HIV no Brasil de 2015 a 2021 do Ministério

da Saúde (2021). Então, após a transformação em dados triangulares fuzzy,

foi aplicado o ajuste de curva constrúıdo nesse projeto, obtendo duas soluções,

como consta na Figura 2. Vale ressaltar que a reta que representa o α-ńıvel

com grau de pertinência α = 1, é equivalente a um ajuste linear clássico dos

dados reais.

Em consonância com a proposta da soma interativa +0, nota-se na Fi-

gura 2 que a solução 1 apresenta o melhor ajuste, uma vez que possui o menor

diâmetro, tendo uma faixa de incerteza menor. No gráfico B, a visão tridi-

mensional facilita a compreensão do ajuste, pois, a medida que os α-ńıveis

se aproximam de α = 1, mais aquele conjunto de dados se aproxima do “em

torno de”, possibilitando a interpretabilidade na escolha da região que melhor

se encaixa com o objetivo da análise dos dados. Portanto, o comportamento

da solução 1 consegue descrever de uma forma mais coerente a incerteza dos

dados mesmo após as manipulações matemáticas.

Tabela 3: Previsão do número de infectados por HIV no Brasil de 2022 a 2024 usando

números fuzzy triangulares.

Ano Solução 1 Solução 2

2022 (14978.5, 24357.49, 33735.7) (5769.5, 24357.49, 42945.5)

2023 (9692.59, 21032.59, 32371.69) (-2586.10, 21032.59, 44651.29)

2024 (4406.69, 17707.69, 31007.69) (-10941.69, 17707.69, 46357.1)

Além disso, foi realizada a previsão do número de infectados por HIV no

Brasil até 2024 a partir dos ajustes encontrados, como consta na Tabela 3. Uma

vez que já é esperado que a incerteza aumente conforme se tenta extrapolar

datas mais futuras, ainda que o diâmetro da solução 1 aumente progressiva-

mente, esta ainda possui uma incerteza mais controlada, o que reafirma o seu

ajuste com o mais coerente na predição dos 3 anos seguintes. Cabe destacar

também a existência de valores negativos negativos na solução 2, levantando

uma interpretação incompat́ıvel com dados biológicos. No entanto, a própria

construção dos dados fuzzy inseriu diâmetros que incluem valores negativos, o

que tornou essa carateŕıstica ainda mais expressiva.
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4. Conclusões

De maneira geral, o trabalho conseguiu entregar de forma eficaz um

ajuste de curva fuzzy linear, desenvolvido em código Python e aplicado em da-

dos biológicos. O resultado foi capaz de realizar uma modelagem matemática

que preserva a subjetividade tão importante no tratamento de dados de biológicos,

na qual a a incerteza na contagem dos infectados é compreendida. Então,

essa ferramenta se mostrou importante e inovadora no processamento de da-

dos incertos, preservando a interpretabilidade lingúıstica mesmo após várias

operações matemáticas.

Contudo, ainda há nesse projeto vértices que podem ser melhorados. Di-

ante dos resultados expostos na discussão, as perspectivas futuras se baseiam

no desenvolvimento de mecanismos que tornem menos custosa a realização de

um ajuste quadrático fuzzy, haja vista que os dados utilizados apresentam um

comportamento não-linear. Além disso, visando controlar melhor a amplitude

da incerteza dos dados, fica como ação futura explorar outras formas de trans-

formar dados reais em dados fuzzy.
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Resumo. A tuberculose é uma das doenças mais prevalentes e letais do

mundo, persistindo há milhares de anos e exigindo novas estratégias e apri-

moramentos para um combate mais efetivo. Ela é multifatorial e está cons-

tantemente associada a fatores socioeconômicos e a fatores de eficiência do

sistema de saúde, que, no Brasil, moldam o cenário de formas diferentes para

cada região do páıs, dadas as suas diferenças sociais e econômicas. Conside-

rando isso, a abordagem adequada para essa doença é a união da epidemi-

ologia matemática com a epidemiologia social. Logo, no presente trabalho,

é investigada a dinâmica da tuberculose ao longo da última década, empre-

gando o modelo matemático epidemiológico Suscet́ıvel-Infectado-Recuperado-

Suscet́ıvel (SIRS) adaptado para a dinâmica da tuberculose e analisado consi-

derando os fatores socioeconômicos e efetividade do sistema público de saúde.

Esse estudo destaca os impactos desses fatores nas diferentes regiões brasi-

leiras, mostrando como as caracteŕısticas locais influenciam de forma única a

permanência da tuberculose.

Palavras-chave: Tuberculose; epidemiologia matemática e social; mo-

delo SIRS adaptado; macrorregiões brasileiras.

1. Introdução

A tuberculose é uma doença infectocontagiosa causada pela bactéria

Mycobacterium tuberculosis. Sua transmissão ocorre pelas vias aéreas, afetando
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diretamente os pulmões. No entanto, em cerca de 10 a 15% dos casos, pode

também atingir outros órgãos, como os rins e as meninges. Os sintomas incluem

tosse persistente com ou sem secreção, febre baixa noturna, sudorese noturna,

cansaço excessivo, falta de apetite, palidez e rouquidão. Se não forem tratados,

tais sintomas podem levar ao óbito (Ministério da Saúde, 2024b; Fiocruz, 2024b;

Sociedade Brasileira de Pneumologia e Fisiologia, 2024).

Essa doença é reconhecida pela Organização Pan-Americana de Saúde

(OPAS) como uma das doenças infecciosas mais letais do mundo. Estudos

realizados em 2022 pela OPAS e pela Organização Mundial da Saúde (OMS)

indicam uma estimativa de 133 novas infecções a cada 100 mil habitantes, com

uma taxa de mortalidade de 14 mortes a cada 100 mil habitantes, resultando

em pelo menos 11 mil mortes em decorrência da tuberculose. No Brasil, a

realidade não é muito diferente: o páıs está na lista dos 30 páıses com maiores

estimativas de transmissão de tuberculose, com incidência estimada entre 42 e

56 casos a cada 100 mil habitantes (OPAS, 2023; WHO, 2023).

Sobre ela, é válido ressaltar que é uma doença multifatorial, ou seja,

sua incidência também sofre influência direta de outros fatores. Dentre eles,

há as caracteŕısticas socioeconômicas que influenciam a incidência da tuber-

culose, por exemplo, o acesso ao sistema público de saúde, a vacinação, o

Índice de Desenvolvimento Humano (IDH) regional, a renda per capita fami-

liar, a densidade populacional e a qualidade de vida. Em outras palavras, os

fatores socioeconômicos são os principais agravantes do ı́ndice de transmissão

da tuberculose, pois esta está intimamente ligada às condições de vida e de

miséria, como desnutrição, superpopulação, moradia irregular e acesso inade-

quado ao sistema de saúde. Por fim, é posśıvel estabelecer uma correlação entre

as regiões brasileiras com os maiores números de casos de tuberculose e suas ca-

racteŕısticas socioeconômicas (Borges e Teixeira, 2020; Fiocruz, 2024a; Aguiar,

2018; Ministério da Saúde, 2022; Silva, 2011; Gonçalves, 2000; Uchimura et al.,

2017).

Considerando o caráter alarmante da incidência da doença e sua comple-

xidade, estudos, pesquisas e programas de saúde foram desenvolvidos em todo

o mundo visando entender sua dinâmica e controlar sua disseminação para pro-

teger a população (WHO, 2010; Urell, 2022; WHO, 2023; Ministério da Saúde,

2024a).

Estudos do gênero também foram realizados no Brasil, em que se destaca

a dissertação de Aguiar (2018) que aborda, com enfoque principal, as carac-
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teŕısticas socioeconômicas da tuberculose no estado de Pernambuco e como

estas afetam a incidência de casos.

Já no âmbito da modelagem matemática em relação à tuberculose, há

estudos como o desenvolvido por Aparicio e Castillo-Chavez (2009), que evi-

dencia a modelagem da tuberculose a partir de diversos modelos matemáticos

e relações populacionais com a dinâmica da doença. Além deste, outro es-

tudo, realizado por Mabud et al. (2019) analisou posśıveis estratégias para

a prevenção da transmissão da tuberculose e seu espalhamento entre comu-

nidades nas prisões do estado do Mato Grosso do Sul, evidenciando métodos

matemáticos como posśıvel estratégia para o combate à transmissão da doença.

Contudo, tais estudos não apresentam uma união entre as diversas áreas

desse problema complexo, a tuberculose, como a epidemiologia matemática,

epidemiologia social e outras áreas. Visando se diferenciar de estudos já propos-

tos na literatura, o presente projeto propõe uma metodologia interdisciplinar

para abordar a tuberculose em cada região brasileira.

Para estudar a dinâmica de transmissão da doença considerando os fa-

tores socioeconômicos citados anteriormente, este estudo propõe simular esse

fenômeno por meio do modelo SIRS adaptado e analisá-lo correlacionando

aos fatores socioeconômicos, o que permite a descrição do comportamento da

doença e como esta se espalha na população de cada região de forma única

(Aparicio e Castillo-Chavez, 2009; Abreu, 2020; Almeida e Silveira, 2021; Nas-

cimento, 2020).

Para ummelhor entendimento da descrição do comportamento da doença,

será aplicada a abordagem numérica partindo do método de Runge-Kutta de

ordem 4, o que permite calcular soluções aproximadas para as equações do

modelo epidemiológico, Os resultados disso serão analisados perante a epide-

miologia social.

Diante disso, o estudo busca contribuir nos seguintes pontos:

1. Produzir uma ferramenta de epidemiologia matemática que, aliada a da-

dos socioeconômicos e de saúde, consiga compreender e prever o compor-

tamento da tuberculose nas diferentes regiões do Brasil; e

2. Investigar a dinâmica da transmissão da tuberculose por região por uma

abordagem multidisciplinar, não apenas produzindo uma ferramenta de

epidemiologia matemática, mas associando seus resultados a caracteŕıs-

ticas socioeconômicas e de saúde que influenciam a dinâmica da doença.
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2. Metodologia

2.1. Modelo SIRS adaptado

Com base em conhecimentos prévios sobre epidemiologia matemática e

tuberculose, o modelo SIRS (equações 2.1–2.3) foi adaptado para representar

a dinâmica da tuberculose. A Figura 1 ilustra o diagrama do modelo.

Figura 1: Diagrama do modelo SIRS adaptado.

dS

dt
= −

βSI

100
+ (η − µs)S + ξR (2.1)

dI

dt
=

βSI

100
− γI − µiI (2.2)

dR

dt
= γI − ξR (2.3)

sendo S: População suscet́ıvel (%); I: População infectada (%); R: População

recuperada (%); β: Taxa de transmissão; γ: Taxa de recuperação; µs: Taxa de

mortalidade natural dos suscet́ıveis; µi: Taxa de mortalidade dos infectados;

η: Taxa de entrada na população; e ξ: Taxa de perda de imunidade.

Tal modelo foi escolhido por sua capacidade de representar a complexi-

dade da tuberculose, incluindo caracteŕısticas como o estado latente da doença,

que resulta em transmissão prolongada, e o tratamento de longa duração ne-

cessário para a recuperação completa.

Para a implementação do modelo, foram definidos o método numérico

(Runge-Kutta de 4 Ordem - RK4O), as condições iniciais e os valores dos

parâmetros, conforme detalhado a seguir.
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2.2. Método numérico: Runge-Kutta de 4 ordem

O método RK4O deve permitir calcular soluções aproximadas para as

equações do modelo epidemiológico1 e para aplicar ele no modelo SIRS, ou seja,

nas EDOs ((2.1)–(2.3)), devem ser calculados os incrementos em cada k a cada

passo de tempo tn, ou seja, k1S , k1I , k1R, k2S , k2I , k2R, k3S , k3I , k3R, k4S , k4I

e k4R, para chegar na atualização de variáveis a baixo:

Sn+1 = Sn +
h

6
(k1S + 2k2S + 2k3S + k4S) , (2.4)

In+1 = In +
h

6
(k1I + 2k2I + 2k3I + k4I) , (2.5)

Rn+1 = Rn +
h

6
(k1R + 2k2R + 2k3R + k4R) . (2.6)

A partir da atualização das variáveis, podemos entender as equações

(2.1)–(2.3) como funções que representam as derivadas em relação ao tempo.

2.3. Condições iniciais do modelo

As condições iniciais dos compartimentos Suscet́ıveis (S), Infectados (I)

e Recuperados (R) foram definidas com base nos dados oficiais e ajustes meto-

dológicos descritos a seguir.

2.3.1 Definição da população total média (Ptm)

Primeiro, define-se a população total média que representa 100% dos

indiv́ıduos da região e foi estimada a partir dos dados de 2013 e 2023. Para

aprimorar a acurácia dos cálculos, considerou-se a taxa anual média de cres-

cimento de 0,52% (Cabral, 2023). A Tabela 1 apresenta os valores de P2013,

P2023 e a população total média (Ptm) para cada região.

1O método numérico RK4O funciona através do cálculo de soluções aproximadas e isso

pode apresentar certo erro e de forma adicional, utilizamos quatro métricas de erro para ana-

lisar isso: erro médio absoluto (MAE), erro quadrático médio (MSE), raiz do erro quadrático

médio (RMSE) e erro médio percentual absoluto (MAPE), que seus cálculos e códigos estão

dispońıveis no GitHub: https://github.com/Leprechas/TCC_Tuberculose.
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Tabela 1: População total média (Ptm) de 2013 e 2023 para cada região.

Região P2013 P2023 Ptm

Norte 16.113.228 17.445.129 16.779.179

Nordeste 53.914.341 54.942.739 54.428.540

Centro-Oeste 14.278.542 16.374.243 15.326.393

Sudeste 81.624.625 86.286.481 83.955.553

Sul 27.816.351 30.093.382 28.954.867

2.3.2 População infectada inicial (I0)

A determinação de I0 baseou-se na média anual dos casos de tuberculose

registrados entre 2013 e 2023. Seja X a média dos casos anuais, a proporção

inicial de infectados foi calculada por:

I0 =

(

X

Ptm

)

× 100% (2.7)

Para representar adequadamente a realidade epidemiológica, aplicou-se

uma correção com base na variação percentual dos casos ao longo do peŕıodo.

2.3.3 População recuperada inicial (R0)

De forma semelhante, R0 foi definida a partir da média anual dos ca-

sos recuperados (denotada por Y ), normalizada em relação à população total

média:

R0 =

(

Y

Ptm

)

× 100% (2.8)

2.3.4 População suscet́ıvel inicial (S0)

Para que a soma dos compartimentos totalizasse 100%, o valor inicial de

indiv́ıduos suscet́ıveis foi determinado por:

S0 = 100%− (I0 +R0) (2.9)

2.3.5 Valores iniciais para cada região

A aplicação dos procedimentos acima permitiu estabelecer os valores

iniciais dos compartimentos para cada região, conforme resumido na Tabela 2.
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Tabela 2: Proporções iniciais dos compartimentos S, I e R para cada região.

Região S0 (%) I0 (%) R0 (%)

Norte 99,99137 0,00519 0,00343

Nordeste 99,99436 0,00354 0,00209

Sudeste 99,99352 0,00399 0,00248

Sul 99,99496 0,00314 0,00189

Centro-Oeste 99,99621 0,00234 0,00144

Os valores estabelecidos serviram como condições iniciais para a si-

mulação numérica do modelo SIRS, possibilitando a análise da dinâmica de

transmissão da tuberculose e a avaliação da eficácia das medidas de controle

implementadas.

2.4. Valores dos parâmetros do modelo

A partir das condições iniciais, as variáveis do modelo SIRS foram es-

tabelecidas com base em dados oficiais e procedimentos espećıficos para cada

parâmetro, conforme descrito a seguir.

2.4.1 Taxa de mortalidade natural dos suscet́ıveis (µs)

Utilizando dados de DATASUS (2024), determinou-se o total de mortes

naturais (M) de 2013 a 2022 para cada região. A taxa anual média é calculada

por:

µanual =
M

Ptm × 10
, (2.10)

em que Ptm é a população total média, e o fator 10 refere-se ao peŕıodo de 10

anos. A conversão para base diária foi feita dividindo-se por 365:

µs =
µanual

365
. (2.11)

Os valores calculados estão apresentados na Tabela 3.
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Tabela 3: Taxa de mortalidade natural dos suscet́ıveis por região.

Região M (2013-22) Ptm µs Anual µs Diário

Norte 884160 16.779.179 0,52694 0,00144

Nordeste 3632709 54.428.540 0,66743 0,00183

Sudeste 6336787 83.955.553 0,75478 0,00207

Sul 2136378 28.954.867 0,73783 0,00202

Centro-Oeste 934350 15.326.393 0,60963 0,00167

2.4.2 Taxa de entrada na população (η)

A taxa de entrada, predominantemente decorrente dos nascimentos, foi

estimada a partir dos dados de Depto de Análise Epidemiológica e Vigilância de

Doenças não Transmisśıveis (2024). Para cada região, o total de nascimentos

(N) de 2013 a 2022 foi dividido por Ptm × 10, obtendo-se a taxa anual:

ηanual =
N

Ptm × 10
. (2.12)

A taxa diária é dada por:

η =
ηanual

365
. (2.13)

Os valores estão resumidos na Tabela 4.

Tabela 4: Taxa de entrada (natalidade) na população por região.

Região Nascimentos totais (N) ηanual η Diário

Norte 3.100.165 0,01847 0,00506

Nordeste 8.002.214 0,01470 0,00403

Centro-Oeste 2.377.227 0,01551 0,00425

Sudeste 11.097.956 0,01321 0,00362

Sul 3.858.973 0,01333 0,00365

2.4.3 Taxa de mortalidade dos infectados (µi)

A partir dos óbitos associados à tuberculose (DATASUS, 2024), obteve-

se a média normalizada de mortes entre 0 e 1 para cada região. Devido a

posśıveis subnotificações (Melo et al., 2018), aplicou-se um ajuste (incremento

variando entre −0, 0003 e +0, 0003). Os valores finais de µi estão na Tabela 5.
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Tabela 5: Taxa de mortalidade dos infectados por região.

Região Média normalizada Incremento µi

Norte 0,0025 +0,0002 0,0027

Nordeste 0,0031 +0,0003 0,0034

Centro-Oeste 0,0033 -0,0003 0,0030

Sudeste 0,0027 +0,0003 0,0030

Sul 0,0034 +0,0003 0,0037

2.4.4 Taxa de recuperação (γ) e a taxa de perda de imunidade (ξ)

A taxa de recuperação foi obtida a partir da média de recuperados no

peŕıodo 2013–2022 (DATASUS, 2024), normalizada e ajustada com incremen-

tos (de 0 a +0,0007) para considerar subnotificações e fatores do tratamento

(Melo et al., 2018; U.S. Centers for Disease Control and Prevention, 2024). Os

resultados estão na Tabela 6.

Já a taxa de perda de imunidade foi definida considerando um tempo

mı́nimo de nove meses para reinfecção ou reativação. Define-se a taxa de perda

de imunidade como metade de γ:

ξ =
γ

2
. (2.14)

A Tabela 6 apresenta os valores obtidos.

Tabela 6: Taxas de recuperação dos infectados por região e de perda de imu-

nidade por região.

Região Média normalizada Incremento γ ξ

Norte 0,0066 +0,0007 0,0073 0,00365

Nordeste 0,0058 +0,0006 0,0064 0,00320

Centro-Oeste 0,0061 +0,0006 0,0067 0,00335

Sudeste 0,0062 +0,0006 0,0068 0,00340

Sul 0,0060 0,0 0,0060 0,00300

2.4.5 Taxa de transmissão (β)

A determinação de β utilizou uma abordagem h́ıbrida que combina oti-

mização global e local. Inicialmente, o algoritmo Differential Evolution (DE)

foi empregado para explorar o intervalo [0,1] utilizando as médias percentuais
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mensais dos casos de tuberculose (2013–2023), excluindo outliers (vide Tabe-

las 7 e 8).

Tabela 7: Média de casos percentuais mensais (Jan–Jun) por região.

Região Jan Fev Mar Abr Mai Jun

Norte 0,00587 0,00542 0,00631 0,00614 0,00629 0,00617

Nordeste 0,00374 0,00341 0,00385 0,00360 0,00372 0,00344

Sudeste 0,00419 0,00379 0,00446 0,00391 0,00398 0,00390

Sul 0,00328 0,00291 0,00328 0,00313 0,00312 0,00303

Centro-Oeste 0,00240 0,00224 0,00272 0,00241 0,00244 0,00234

Tabela 8: Média de casos percentuais mensais (Jul–Dez) por região.

Região Jul Ago Set Out Nov Dez

Norte 0,00612 0,00629 0,00601 0,00584 0,00570 0,00460

Nordeste 0,00373 0,00387 0,00358 0,00363 0,00333 0,00266

Sudeste 0,00410 0,00431 0,00412 0,00416 0,00382 0,00318

Sul 0,00324 0,00350 0,00326 0,00338 0,00306 0,00255

Centro-Oeste 0,00240 0,00251 0,00239 0,00239 0,00217 0,00173

Em seguida, o método L-BFGS-B refinou os valores encontrados com

base em estimativas numéricas do gradiente. Esses valores estão dispostos na

Tabela 9. Além disso, foi necessário realizar ajustes emṕıricos subsequentes

nesses valores, para que o modelo reproduzisse satisfatoriamente a dinâmica

dos dados, conforme mostra a Tabela 9.

Tabela 9: Comparação entre os valores de β obtidos por otimização e ajustes

emṕıricos.

Região β (Otimização) β (Emṕırico)

Norte 0,0107 0,01397

Nordeste 0,0099 0,01230

Centro-Oeste 0,0098 0,01261

Sudeste 0,0098 0,01174

Sul 0,0097 0,01159
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3. Resultados

Além de todas as tabelas já apresentadas essa metodologia forneceu

gráficos que comparam as projeções do modelo com os dados reais em cada

região.
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Figura 2: Modelo proposto para projeção de casos de tuberculose nas regiões

brasileiras. A faixa de infecção indica a variação estimada nos casos infectados,

considerando o desvio padrão dos dados observados.
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4. Discussão

A partir dos gráficos, é posśıvel realizar interpretações multifatoriais para

explicar a realidade de cada região.

4.1. Sudeste

Para a região Sudeste (Fig. 2a), o modelo SIRS prevê um leve aumento

percentual no número de infectados, passando de aproximadamente 0, 0035%

para 0, 0040%, o que numericamente representa uma variação de cerca de 1959

para 2177 casos no peŕıodo analisado. Apesar desse aumento, o gráfico eviden-

cia que a taxa de recuperação ultrapassa a taxa de infectados em torno de 160

dias, indicando que o sistema público de saúde da região consegue controlar

gradualmente a epidemia, especialmente no que tange à redução do número de

óbitos. Porém, evidencia também que a região não consegue reduzir significa-

tivamente o número absoluto de casos.

Esse cenário epidemiológico pode ser explicado por fatores socioeconômicos

conflitantes presentes na região. Por um lado, o elevado Índice de Desenvol-

vimento Humano (IDH) exerce um efeito protetor, ao facilitar maior acesso à

educação e serviços básicos de saúde. Por outro lado, questões estruturais rela-

cionadas à urbanização acelerada, como alta densidade populacional em áreas

metropolitanas, moradias inadequadas, baixa disponibilidade de água potável

e infraestrutura deficiente em regiões periféricas proporcionam condições fa-

voráveis à disseminação da tuberculose e dificultam a adesão ao tratamento.

Essas vulnerabilidades urbanas, sem o contrapeso positivo do alto IDH regio-

nal, poderiam resultar em taxas significativamente maiores de infecção (Dvorak,

2011; Agência O Globo, 2024; Weise, 2023).

Portanto, embora o desempenho do modelo seja aceitável e suas métricas

de erro estejam dentro de limites razoáveis, pequenas variações nas previsões

podem ter implicações relevantes na saúde pública. Sugere-se que futuros estu-

dos aprofundem a investigação dessas vulnerabilidades espećıficas, com aborda-

gens que permitam melhor compreender como fatores socioeconômicos intera-

gem e influenciam a dinâmica epidemiológica da tuberculose na região Sudeste.

4.2. Norte

A Figura 2b ilustra a evolução do compartimento de infectados na região

Norte. Observa-se que, embora o crescimento seja discreto, passando de apro-
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ximadamente 0,0052 para 0,006, essa variação representa um aumento de cerca

de 872 casos para 1006 casos durante o peŕıodo analisado, sendo a maior en-

tre as regiões estudadas. Por outro lado, a curva dos recuperados apresenta

um aumento marginal, permanecendo sempre abaixo da dos infectados. Esse

comportamento indica um ritmo de recuperação lento, evidenciando que o sis-

tema público de saúde na região Norte enfrenta dificuldades para controlar a

epidemia de tuberculose.

A situação observada pode ser atribúıda a diversos fatores interconecta-

dos, tais como o isolamento geográfico, manifestado pela vasta extensão territo-

rial e pelo acesso restrito a comunidades remotas, o que dificulta a distribuição

de recursos médicos e a presença de profissionais de saúde (Silva e Bacha, 2014;

Guimarães et al., 2020). Outro aspecto relevante é a concentração de renda

aliada à escassez de oportunidades econômicas, agravando a exclusão social e

comprometendo o acesso aos serviços de saúde (Agência O Globo, 2024). Além

disso, a infraestrutura insuficiente dificulta a implementação de medidas efica-

zes de controle, enquanto o subfinanciamento do setor afeta negativamente a

qualidade dos serviços prestados (Weise, 2023). Da mesma forma, dados in-

completos ou desatualizados nos registros de saúde prejudicam o planejamento

e a execução das poĺıticas públicas (Ribeiro et al., 2023).

Esses fatores podem contribuir para a subnotificação dos casos de tuber-

culose, comprometendo a precisão dos dados e, consequentemente, do modelo.

Mesmo assim, os resultados obtidos demonstram que o modelo é capaz de cap-

turar robustamente a dinâmica da doença na região, evidenciando a necessidade

de poĺıticas públicas mais efetivas para o controle epidemiológico na área.

4.3. Sul

Para a região Sul, o gráfico da Figura 2c demonstra que a projeção de

novos casos apresenta um leve aumento, passando de aproximadamente 0,0032

para 0,0035 ao longo de um ano. Paralelamente, a taxa de recuperação ultra-

passa a dos infectados por volta dos 200 dias, o que indica que a região Sul tem

uma maior capacidade de lidar com a tuberculose.

Este comportamento, entretanto, suscita questionamentos quanto à per-

sistência da doença. Considerando os elevados indicadores socioeconômicos da

região - como o alto IDH, exemplificado pelas capitais estaduais - aliados a

uma densidade populacional historicamente mediana - resultado de um pro-

cesso de colonização que privilegiou o espaçamento entre os assentamentos - e
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ao desempenho eficiente do sistema público de saúde - com infraestrutura de

qualidade e efetividade nas campanhas de combate à tuberculose -, o resultado

ideal sugeriria um cenário praticamente livre da doença (Sousa, 2020; Dvorak,

2011; Amorim, 2016; Secretaria da Saúde, 2024).

Contudo, a permanência da tuberculose pode estar relacionada à im-

portação de casos, uma vez que a região Sul, por apresentar uma alta densidade

de cidades em áreas de fronteira, registra um fluxo de casos provenientes de

estados como São Paulo e Mato Grosso do Sul, além de páıses vizinhos (Ar-

gentina, Paraguai e Uruguai). Adicionalmente, fatores como a tendência de

aglomeração em ambientes fechados e aquecidos em peŕıodos de temperaturas

mais baixas também podem favorecer a disseminação da doença (Kossakovski,

2020).

Assim, embora o modelo SIRS projete um cenário estável e um sis-

tema de saúde robusto, os ńıveis atuais da doença ainda estão distantes dos

padrões recomendados pela OMS (WHO, 2024), evidenciando a necessidade

de poĺıticas públicas que adotem uma abordagem multifatorial, focando nos

desafios espećıficos das áreas de fronteira.

4.4. Nordeste

Na região Nordeste, representada no gráfico da Figura 2d, o comporta-

mento da curva de infectados apresentou um aumento moderado ao longo de

um ano, subindo de cerca de 0,00354 para 0,004, correspondendo numerica-

mente ao aumento de aproximadamente 1959 para 2177 casos. Apesar desse

crescimento, a taxa de recuperação alcança a taxa de infectados próximo aos

220 dias, indicando que o sistema de saúde consegue controlar a epidemia,

embora com maior dificuldade do que outras regiões.

Este cenário epidemiológico pode ser explicado por fatores estruturais e

socioeconômicos interligados. A região possui um legado colonial que deixou

uma infraestrutura urbana insuficiente para atender as demandas atuais da

população, dificultando a implementação eficaz de medidas de saúde pública

(Silva e Bacha, 2014; Guimarães et al., 2020). Além disso, as condições soci-

oeconômicas precárias, como moradias inadequadas, superlotadas e mal venti-

ladas, favorecem a transmissão da tuberculose (César, 2020). Soma-se a isso o

subfinanciamento histórico da saúde pública, resultando em escassez de medi-

camentos, profissionais qualificados e campanhas de prevenção eficazes (Zanon,

2024). Outro fator relevante é a alta mobilidade populacional interna, especi-
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almente migrações sazonais para regiões Centro-Oeste e Sudeste, que podem

interromper tratamentos em andamento, afetando negativamente o controle da

doença.

Portanto, o controle efetivo da tuberculose no Nordeste requer estratégias

integradas entre governos federal, estadual e municipal, com investimentos na

infraestrutura da rede de saúde e fortalecimento das poĺıticas públicas de saúde

coletiva.

4.5. Centro-Oeste

A região Centro-Oeste (gráfico da Figura 2e) apresentou uma leve elevação

no número de infectados no peŕıodo estudado, indo de aproximadamente 0,00234

(∼ 359 casos) para cerca de 0,0025 (∼ 420 casos). Apesar do pequeno cresci-

mento, observa-se que a curva de recuperados supera a de infectados somente

próximo ao dia 300, demonstrando um ritmo relativamente lento de recu-

peração. O modelo mostrou resultados satisfatórios na captura dessa dinâmica

epidemiológica, conforme evidenciado pelas métricas de erro apresentadas.

Esse comportamento pode estar associado a fatores espećıficos da região,

como a significativa presença de população ind́ıgena, especialmente no Mato

Grosso do Sul e em áreas da Amazônia Legal, o que dificulta o acesso aos

serviços de saúde. Soma-se a isso a intensa mobilidade populacional resultante

da migração sazonal ligada à atividade agropecuária, o que torna mais dif́ıcil

o rastreamento de casos e o acompanhamento cont́ınuo dos tratamentos. Adi-

cionalmente, o acesso limitado aos serviços públicos de saúde, especialmente

em munićıpios menores e em áreas rurais, a fragilidade dos registros epide-

miológicos e a infraestrutura precária de transporte contribuem para potenciais

subnotificações e tratamentos interrompidos (Silva Neto, 2023; Famato, 2018;

Correa e Ramos, 2010).

Diante desse cenário, reforça-se a necessidade de poĺıticas públicas volta-

das ao fortalecimento da infraestrutura básica dos munićıpios menores, melho-

ria dos sistemas de notificação, maior investimento na rede de atenção básica

e na capacitação dos profissionais de saúde para garantir uma resposta eficaz

ao desafio epidemiológico representado pela tuberculose na região.
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5. Considerações finais

Os resultados obtidos nesse estudo demonstraram que o modelo SIRS

foi capaz de representar, com uma precisão razoável e robusta, a dinâmica da

doença em cada região. Este estudo evidencia a complexidade da tubercu-

lose no Brasil e a necessidade de abordagens multidisciplinares para seu con-

trole e considerando as disparidades regionais, é necessária a implementação

de estratégias espećıficas, considerando as particularidades socioeconômicas,

culturais e de infraestrutura de cada área. Além de ter revelado que poĺıticas

públicas integradas, investimentos em saúde, melhoria das condições de vida

e educação em saúde são fundamentais para a redução dos casos e eventual

erradicação da tuberculose no páıs.

Por fim, reconhecemos as limitações deste trabalho, especialmente em

relação à qualidade e disponibilidade dos dados, posśıveis subnotificações e sim-

plificações inerentes aos modelos matemáticos. Recomendamos que em estudos

futuros seja considerado a incorporação de dados mais atualizados, inclusão de

outras variáveis relevantes e o uso de modelos mais complexos e equilibrados

que possam capturar de forma ainda mais precisa a dinâmica da doença em

diferentes contextos.
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Gonçalves, H. (2000). A tuberculose ao longo dos tempos. História, Ciências,
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Resumo. Neste estudo é proposta uma modelagem de dinâmica populaci-

onal via adaptação do modelo de Malthus e de Verhulst que descrevem o

crescimento populacional e a taxa de crescimento, respectivamente, para po-

pulações de Brachionus plicatilis submetidos a diferentes concentrações de um

agente tóxico, no caso a bituca de cigarro. Com isso, focamos em adaptar

esses modelos para adicionar um termo em função da concentração da bituca

(C ) e modelar como diferentes concentrações afetam o crescimento e a taxa

de crescimento das populações. Além dessa modelagem, buscamos discorrer

sobre os riscos da poluição das bitucas bem como seus efeitos negativos no

organismo modelo utilizado.

Palavras-chave: Modelagem; Ecotoxicidade; Malthus; Verhulst

1. Introdução

As bitucas de cigarro (BCs) são os reśıduos mais frequentemente descar-

tados em ambientes aquáticos ao redor do mundo, havendo ainda um volume

expressivo desse tipo de reśıduos em áreas urbanas, sobretudo nas praias (No-

votny e Slaughter, 2014; Yousefi Nasab et al., 2022). Estima-se que entre 19% e

38% dos reśıduos encontrados em zonas costeiras sejam compostos por reśıduos
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de BCs (Lian et al., 2024). Esses reśıduos por parte são transportadas para

corpos d’água por diversos fatores, como pela ação do vento e da chuva ou

até por correntes de água, eventualmente alcançando o ambiente marinho. As

BCs contêm diferentes materiais, incluindo papel, cinzas, restos de tabaco e,

sobretudo, fibras de acetato de celulose, as quais representam um poĺımero

semissintético que apresenta alta resistência à degradação natural (Novotny e

Slaughter, 2014). As BCs podem conter mais de 7.000 substâncias qúımicas,

como nicotina, metais pesados e hidrocarbonetos aromáticos, que representam

um risco significativo não só para os seres humanos, como também para todo

um ecossistema (Lima et al., 2021).

Com todos esses fatores, e os potenciais riscos a vida marinha, é ne-

cessário a utilização de métodos experimentais e teóricos a fim de gerar insights

sobre a atuação e os efeitos deste reśıduo em organismos aquáticos. Uma das

alternativas teóricas é o estudo da dinâmica populacional de um sistema de in-

teresse, que utiliza dados experimentais do comportamento desse sistema que

fundamentam modelos matemáticos capazes de descrever a evolução de um sis-

tema ao longo do tempo, considerando diferentes condições iniciais. Esse campo

teve ińıcio em 1798, com a publicação do ensaio “An Essay on the Principle

of Population”, de Thomas Robert Malthus, que, de forma pioneira, sugeriu

que a população cresce em progressão geométrica, enquanto os recursos de sub-

sistência aumentam em progressão aritmética. Contudo, ele não considerou que

vivemos em um ecossistema fechado, onde limitações como alimento, água, ar

ou espaço f́ısico inevitavelmente impõem um teto ao crescimento populacional,

levando a uma estabilização.

Com o intuito de testar os efeitos das BCs em organismos a diferentes

concentrações (Lian et al., 2024) utilizou o rot́ıfero eurialino Brachionus plica-

tilis, um microzooplâncton herb́ıvoro. Com isso, gerando diversos dados acerca

dos efeitos gerados pelas BCs nas populações de B. plicatilis. Dentre esses efei-

tos, destaca-se a redução na taxa de reprodução e a redução na quantidade de

ovos, tópicos que serão o foco do estudo.

Com base nesses dados, propõe-se o desenvolvimento de um modelo ma-

temático baseado em dinâmica populacional para descrever o comportamento

populacional de B. plicatilis em função da concentração de bitucas de cigarro.

Tal abordagem permitirá compreender melhor a dinâmica dessas populações

sob diferentes ńıveis de contaminação.
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2. Objetivos

Com base nos dados experimentais sintetizados a partir do estudo de

Lian et al. (2024), este trabalho propõe o desenvolvimento de duas equações

fundamentadas em modelos de dinâmica populacional para descrever os efei-

tos adversos da exposição à bituca de cigarro sobre populações de Brachionus

plicatilis. Os principais impactos a serem modelados incluem a variação da

densidade populacional e a taxa de crescimento, ambos observados em decĺınio

conforme o aumento da concentração de BC nos experimentos. Logo, nossos

objetivos principais para estudo são:

1. Desenvolver um modelo baseado na equação de Malthus para descrever a

dinâmica da densidade populacional, incorporando um termo que repre-

sente a influência da concentração de BC ao longo do tempo;

2. Adaptar o modelo loǵıstico de Verhulst para representar a taxa de cres-

cimento populacional, incluindo um termo que considere os efeitos da

concentração de BC ao longo do tempo.

3. Metodologia

O atual estudo foi realizado a partir da modelagem matemática de dados

experimentais descritos anteriormente, em que pretende-se atribuir a concen-

tração da bituca de cigarro como termos adicionais em cada modelo estudado.

Ademais, o experimento realizado utilizou tanto as fibras de acetato de celulose

que compõem a parte f́ısica da bituca, quanto o lixiviado filtrado da água que

interagiu com a bituca. Ao analisar os gráficos experimentais, é percept́ıvel que

a densidade populacional ao longo do tempo para cada concentração tem um

caráter de crescimento Malthusiano. Já para a taxa de crescimento o compor-

tamento aparenta ser um crescimento descrito pelo modelo de Verhulst.

Os dados foram retirados do artigo da referência utilizando o aplicativo

automeris-io (Automeris.io, 2024) que tem funcionalidade de obter os pontos

(x,y) de um determinado gráfico. Dessa forma, foi posśıvel obter com a fide-

lidade semelhante ao dos gráficos do artigo os dados constrúıdo pelos dados

experimentais.
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3.1. Modelo de Malthus

O modelo clássico de crescimento populacional de Malthus é descrito

pela equação diferencial (3.1):

dP

dt
= rP, (3.1)

em que:

- P (t) = representa a densidade populacional no tempo t ;

- t = representa o tempo, dado em dias;

- r = taxa de crescimento intŕınseca da população.

A solução desta equação assume a forma exponencial descrita pela equação

(3.2) abaixo:

P (t) = P0e
rt
, (3.2)

sendo P0 a densidade populacional inicial.

No entanto, este modelo não considera efeitos externos que possam in-

fluenciar a taxa de crescimento, como a presença de substâncias tóxicas no

ambiente, no caso a bituca. Para capturar esses efeitos, foi necessário modifi-

car a equação (3.2) para incluir um termo de toxicidade que afeta a taxa de

crescimento r.

A presença de um composto tóxico na população reduz a taxa de cresci-

mento, um fenômeno frequentemente modelado como uma função decrescente.

Uma das alternativas adotada para simular o efeito tóxico é utilizar a relação

de exponencial negativa como o da equação (3.3):

reff = re
−kC

, (3.3)

nesse caso, k > 0 é um coeficiente que representa a intensidade do efeito tóxico

sobre r. No entanto, tentativas de ajuste da função mostraram que essa for-

mulação simples pode não representar corretamente situações em que há um

limite de concentração acima do qual a população não sobrevive. Para evitar

que reff assuma valores pequenos, mas ainda positivos para concentrações eleva-

das, foi introduzida uma função loǵıstica de transição demonstrada na equação

(3.4) abaixo:

reff = re
−kC

·

1

1 + e10(C−2.5)
. (3.4)
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Esse termo adicional faz com que reff tenda rapidamente a zero para

C > 2.5 (valor próximo a concentração que elimina totalmente a população),

garantindo que, em concentrações elevadas do composto, a população efetiva-

mente se extinga, refletindo a realidade experimental.

Realizando outro ajuste de função para os dados experimentais, notou-se

que a intensidade da toxicidade pode não ser uma função linear da concentração

do composto. Para capturar esse efeito, foi adotado um modelo loǵıstico para

k, presente na equação (3.5), garantindo que a relação entre C e a inibição do

crescimento seja suavizada.

k =
a

1 + e−b(C−c)
. (3.5)

Aqui:

- a = controla a intensidade máxima do efeito tóxico;

- b = define a inclinação da transição;

- c = determina a concentração cŕıtica em que a toxicidade se torna

significativa;

Esse ajuste permite uma transição mais realista entre condições de baixa

e alta toxicidade, garantindo que o efeito do composto seja minimamente per-

cept́ıvel para pequenas concentrações e se intensifique progressivamente con-

forme C aumenta.

Substituindo os ajustes acima na equação original de Malthus, obtém-se

a função final para a densidade populacional afetada pela toxicidade das BC:

P (t) = P0 · e









r·e

−

(

a

1+e
−b(C−c)

)

C

1+e
10(C−2.5)









t

. (3.6)

Então,

- O parâmetro k, dado na equação (3.5), é calculado pela função loǵıstica;

- A taxa de crescimento efetiva reff, equação (3.4), é ajustada por um

termo exponencial e uma transição loǵıstica;

- O crescimento populacional segue a solução clássica de Malthus, mas

agora modificado pelo impacto da toxicidade;

Dessa forma, o modelo proposto mantém a estrutura fundamental do

modelo de Malthus, ao mesmo tempo que incorpora mecanismos realistas para

descrever o impacto da toxicidade sobre o crescimento populacional. Essa

abordagem permite representar adequadamente fenômenos biológicos como a
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inibição progressiva do crescimento e a extinção da população em concentrações

cŕıticas do composto.

3.2. Modelo de Verhulst

O modelo de Verhulst, descrito pela equação (3.7), sugere que o cresci-

mento populacional é limitado por fatores ambientais que restringem a ex-

pansão indefinida da população, de modo que uma capacidade suporte K

atribúıda ao ambiente seja considerada na equação.

dP

dt
= rP

(

1−
P

K

)

, (3.7)

em que:

- P (t) = representa a população no instante de tempo t.

- dP
dt

= é a taxa de variação da população ao longo do tempo.

- r = corresponde à taxa de crescimento populacional.

- K = define a capacidade de suporte do ambiente.

A solução dessa equação diferencial pode ser expressa como:

P (t) =
K

1 + P0(ert − 1)
, (3.8)

em que:

- P0 representa a população inicial no instante t = 0.

- O termo e
rt descreve o crescimento exponencial desconsiderando li-

mitações ambientais.

- A fração expressa o efeito da limitação dos recursos, garantindo que

P (t) se aproxime de K ao longo do tempo.

- O crescimento inicial é aproximadamente exponencial, mas desacelera

à medida que a população se aproxima da capacidade de suporte.

Embora o modelo de Verhulst seja tradicionalmente utilizado para des-

crever o crescimento de uma população ao longo do tempo, neste trabalho ele

foi adaptado para modelar a taxa de crescimento da densidade populacional de

Brachionus plicatilis. Dessa forma, a equação assume uma nova interpretação,

na qual:

- P (t) passa a ser representado como Prt(t), descrevendo a taxa de cres-

cimento da densidade populacional de rot́ıferos ao longo do tempo.
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- K não representa mais a capacidade suporte da população, e sim o

valor máximo que a taxa de crescimento pode atingir, ou seja, a capacidade

suporte da taxa de crescimento.

- r deixa de ser a taxa de crescimento da população e passa a representar

a taxa de variação da própria taxa de crescimento, caracterizando a rapidez com

que Prt(t) se aproxima de K.

Essa reformulação permite que o modelo loǵıstico seja utilizado para

descrever a dinâmica da taxa de crescimento dos rot́ıferos. Além da mudança

do significado dos coeficientes e variáveis da equação, é também necessário

acrescentar nesta um modo de tornar a função dependente da concentração de

substâncias tóxicas.

A abordagem aplicada foi incorporar a dependência da capacidade su-

porte da taxa de crescimento em relação à concentração de substâncias tóxicas.

Essa dependência foi modelada por meio da seguinte expressão:

K(C) = K0e
−βC +K∞(1− e

−βC). (3.9)

Na equação (3.9), K(C) representa a capacidade suporte da taxa de

crescimento em função da concentração C da substância tóxica; K0 é a capa-

cidade suporte inicial, correspondente ao ambiente sem contaminação; K∞ é

a capacidade suporte em altas concentrações da substância tóxica, refletindo

o efeito limite da toxicidade; β é um coeficiente que controla a sensibilidade

da capacidade suporte à presença da substância tóxica, modulando a transição

entre K0 e K∞ e C é a concentração da substância tóxica no meio.

A dinâmica da taxa de crescimento foi então modelada por uma função

loǵıstica modificada, dada pela equação (3.10)

Prt(t) =
K(C)

1 + e−r(t−t0)
, (3.10)

em que t0 representa o tempo no qual ocorre a inflexão da curva de crescimento.

Essa reformulação permite descrever a dinâmica da taxa de crescimento

dos rot́ıferos considerando o impacto de substâncias tóxicas no ambiente. As-

sim, o modelo não apenas mantém a estrutura fundamental do modelo loǵıstico,

mas também incorpora um mecanismo para capturar os efeitos da toxicidade

sobre a capacidade suporte da taxa de crescimento.
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3.3. Otimização por evolução diferencial

O objetivo da otimização é ajustar a equação adaptada do modelo de

Malthus (3.6) aos dados sintéticos. Para isso, utilizamos o método de Evolução

Diferencial (DE, do inglês ”Differential Evolution”), uma abordagem estocástica

para otimização global que busca minimizar o erro entre os valores experimen-

tais e os valores previstos pelo modelo. Os parâmetros ajustáveis a serem

otimizados são r, a, b e c.

A Evolução Diferencial é um algoritmo baseado em população que busca

iterativamente um conjunto de parâmetros ótimos para minimizar uma função

objetivo (Price, 2013). No nosso caso, queremos encontrar os valores de r, a, b, c

que minimizam a soma dos quadrados dos reśıduos, onde um reśıduo é a di-

ferença entre os valores observados Pexp,i e os valores previstos pelo modelo

Pmod,i para cada ponto experimental i:

Erro =
N
∑

i=1

(Pexp,i − Pmod,i)
2
, (3.11)

ou seja, queremos minimizar:

S(r, a, b, c) =

N
∑

i=1

(

Pexp,i − P0e
reff,i·ti

)2
. (3.12)

O método de Evolução Diferencial funciona através das seguintes etapas:

1. Inicialização da População: O algoritmo começa com uma população

inicial de vetores de parâmetros, gerados aleatoriamente dentro de um

intervalo predefinido.

2. Mutação: A cada iteração, novos vetores candidatos são gerados ao com-

binar aleatoriamente três indiv́ıduos da população original. Essa com-

binação é ponderada por um fator de mutação que controla a variação

dos novos candidatos.

3. Recombinação: Para cada vetor da população, um novo vetor candidato

é gerado combinando suas caracteŕısticas com o vetor mutado, segundo

uma taxa de recombinação.

4. Seleção: O novo vetor candidato é avaliado e comparado ao indiv́ıduo ori-

ginal. Se apresentar um menor erro, ele substitui o indiv́ıduo na próxima

geração.
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5. Convergência: O processo continua até que a variação nos parâmetros seja

suficientemente pequena ou o número máximo de iterações seja atingido.

Para a implementação numérica desse conceito, utilizamos a função

differential evolution da biblioteca scipy.optimize, que executa auto-

maticamente os passos do algoritmo. Esse método apresenta vantagens sobre

os quadrados mı́nimos, pois não depende de derivadas e é mais robusto para

funções altamente não lineares ou com múltiplos mı́nimos locais (Mishra, 2007).

Após a otimização, o modelo ajustado é comparado com os dados expe-

rimentais visualmente através de gráficos gerados pela biblioteca matplotlib.

Um bom ajuste é caracterizado por uma curva que segue bem a tendência dos

pontos experimentais, com reśıduos pequenos e distribúıdos aleatoriamente.

3.4. Otimização por quadrados mı́nimos

Devido ao modelo de Verhulst apresentar um comportamento mais bem

condicionado, a otimização do ajuste da função aos dados foi realizada por meio

do método dos Mı́nimos Quadrados. Esse método busca minimizar a soma dos

quadrados dos reśıduos, ou seja, as diferenças entre os valores experimentais

e os valores previstos pelo modelo. A função objetivo geral a ser minimizada

pode ser expressa pela equação (3.13)

S =

n
∑

i=1

(yi − f(xi, θ))
2
. (3.13)

sendo yi os valores observados, f(xi, θ) a função do modelo parametrizado pelos

coeficientes θ, e n o número total de observações.

Esse método é amplamente utilizado para encontrar os parâmetros ótimos

que melhor descrevem os dados, garantindo um ajuste adequado ao modelo.

Para a modelagem de Verhulst, os parâmetros a serem ajustados são b, k0, k∞

e r da função P (t) da equação (3.10). O ajuste dos parâmetros é realizado

minimizando a soma dos quadrados dos reśıduos entre os valores observados

Prt,i e os valores previstos pelo modelo Pmod,i:

S(b, k0, k∞, r) =
N
∑

i=1

(Prt,i − Pmod,i)
2
. (3.14)

A otimização foi implementada utilizando a função curve fit da bibli-

oteca scipy.optimize, que ajusta os parâmetros minimizando a função obje-

tivo.
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4. Resultados

4.1. Malthus adaptado

Com a equação final do modelo adaptado (3.6), utilizamos o método de

otimização por evolução diferencial para encontrar os parâmetros que melhor

ajustam a função levando em conta todos os dados reais. Também removendo

os dados de C = 0, 03 que estavam causando sobreajuste na função pois alguns

pontos demonstravam que essa concentração era mais tóxica que a de C = 0, 3.

É posśıvel que esse resultado decorra de alguma inconsistência experimental

na determinação da densidade populacional. Com isso, foi posśıvel obter os

gráficos presentes na Figura 1.
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(a) Ajuste otimizado das fibras da bituca.
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Figura 1: Modelo de Malthus adaptado com ajuste otimizado da evolução

diferencial.

Ao analisar os gráficos da Figura 1, observa-se que tanto as fibras das

bitucas de cigarro quanto o lixiviado apresentam efeitos semelhantes na den-

sidade populacional. Podemos notar que a função obteve bons resultados no

ajuste dos dados reais, apresentando baixa disparidade nas curvas. Além disso,

o ajuste segue a lógica de que ao extremo (C = 3) a população não pode cres-

cer novamente, visto que todos os indiv́ıduos morreram. Abaixo os parâmetros

otimizados por evolução diferencial:
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Tabela 1: Otimização dos parâmetros do modelo de Malthus adaptado.

Teste r a b c

fibras 0,533 4,887 2,766 1,310

lixiviado 0,533 2,266 2,897 0,952

Na Tabela 1, podemos perceber que apesar dos gráficos serem semelhante

os parâmetros a e c demonstram uma certa diferença entre as duas otimizações.

Com base nessa otimização, extrapolamos o modelo para simular valores

sem dados experimentais de concentração, propondo assim um posśıvel cenário

a partir das concentrações simuladas.
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(a) Simulação das fibras da bituca.
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Figura 2: Simulações feitas com o modelo otimizado para os dados experimen-

tais.

Com base na Figura 2, é posśıvel ter uma simulação que extrapola até

12 dias (T ) de experimento, com as concentrações C sendo: 0,1, 0,25, 0,5, 1 e

5. Porém, pela simplicidade da equação de Malthus o fator exponencial de um

mundo sem limitação de espaço e recursos torna simulações para T maior que

10 sem sentido.

4.2. Verhulst adaptado

Através da aplicação do método dos quadrados mı́nimos na equação

adaptada final do modelo de Verhulst (3.10), foi posśıvel encontrar os melhores

coeficientes para ajustar a função aos dados. É válido ressaltar que os dados da
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concentração C = 0, 03 também foram removidos desse processo de otimização

devido ao sobreajuste. Assim, os gráficos da Figura 3 foram obtidos.
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(a) Ajuste otimizado das fibras da bituca.
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Figura 3: Modelo de Verhulst adaptado com ajuste otimizado.

Comparando os gráficos da Figura 3, é posśıvel observar que o comporta-

mento da taxa de crescimento da densidade populacional de rot́ıferos é bastante

semelhante para a bituca lixiviada e para as fibras nos dados do grupo controle

e na concentração de 0,3. No entanto, nota-se uma diferença significativa no

crescimento ao longo do tempo, sendo que a fibra da bituca apresenta um au-

mento mais acentuado em comparação ao lixiviado. Devido ao fato do processo

de otimização por quadrados mı́nimos ocorrer de forma individual para cada

concentração e caso, a Tabela 2 apresenta um aproximação dos coeficicientes

por meio de uma média.

Tabela 2: Média dos parâmetros do modelo de Verhulst adaptado.

Teste r K0 K∞ b t0

Fibras 3,284 0,60 0,30 0,38 0,92

Lixiviado 3,284 0,60 0,30 0,38 0,92

5. Conclusões

Com base na função adaptada de Malthus, foi posśıvel criar um modelo

que se ajustou bem aos dados experimentais utilizados. A partir desse mo-

delo foi posśıvel realizar simulações computacionais, a fim de inferir posśıveis
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cenários com outras concentrações do agente tóxico. Para a função adaptada de

Verhulst, foi posśıvel fazer um ajuste geral para modelar a taxa de crescimento

da densidade populacional no tempo com base nas otimizações feitas para cada

caso e concentração.

Com isso, entende-se que ambos os modelos podem servir como um ma-

terial de apoio para outros estudos que busquem entender como o crescimento

populacional de um conjunto de organismos pode variar, ou desaparecer, dado

a concentração de um agente tóxico.
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Resumo. O objetivo deste artigo é apresentar avaliação numérica e compor-

tamental de sistemas de águas subterrâneas, a partir de um modelo de difusão

derivado da combinação entre a lei de Darcy, que rege o escoamento em meios

porosos, e a equação da continuidade, de estudos sobre a conservação de massa

em um sistema, resultando em uma equação diferencial parcial de segunda

ordem. Considerando como condição inicial uma função gaussiana centrada

no domı́nio f́ısico e como condições de contorno as de Dirichlet homogêneas,

o modelo segue resolvido analiticamente e numericamente. Para a solução

numérica, adota-se o método das diferenças finitas, com implementação com-

putacional em ambiente MatlabR. As simulações realizadas permitem analisar

a influência de três parâmetros f́ısicos fundamentais dos aqúıferos confinados:

a condutividade hidráulica, o armazenamento espećıfico e a espessura satu-

rada, fornecendo subśıdios para a compreensão do comportamento de sistemas

aqúıferos mediante perturbações no sistema.

Palavras-chave: Modelagem matemática; poluição de recursos h́ıdri-

cos; águas subterrâneas.

1. Introdução

A crescente degradação dos corpos h́ıdricos do mundo moderno, impul-

sionada por práticas inadequadas de uso e ocupação do solo, evidencia a neces-

sidade de abordagens quantitativas que integrem aspectos f́ısicos, qúımicos e
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biológicos, capazes de descrever e prever o comportamento desses sistemas com-

plexos. Neste sentido, a modelagem matemática tem se consolidado como uma

ferramenta de suporte técnico-cient́ıfico de aux́ılio e subśıdio de planejamento

e gestão de sistemas (Bonganha et al., 2005; Corseuil et al., 2006).

No tocante aos recursos h́ıdricos, as águas subterrâneas merecem atenção

especial, dado seu papel estratégico de desenvolvimento e de abastecimento hu-

mano, na produção agŕıcola e na manutenção da estabilidade ecológica. Cerca

de 50% das cidades brasileiras dependem ao menos parcialmente das águas

subterrâneas para abastecimento público (Hirata et al., 2019a). Embora rela-

tivamente protegidas por camadas geológicas, essas reservas não estão imunes

à contaminação (Hirata et al., 2019b; Zhang, 2019). Vazamentos em tanques

de combust́ıveis, falhas em sistemas de esgotamento sanitário, uso excessivo de

agrotóxicos e disposição inadequada de reśıduos sólidos estão entre as princi-

pais fontes de poluição, muitas vezes, silenciosa e de dif́ıcil detecção devido à

natureza lenta e subterrânea dos processos de infiltração (Corseuil e Marins,

1997; Ribeiro et al., 2007).

As águas subterrâneas compõem uma fração significativa das reservas

de água doce acesśıveis para consumo humano, desempenhando papel vital de

abastecimento de comunidades urbanas e rurais, bem como na sustentação dos

fluxos de rios e lagos. Sua contaminação, no entanto, acarreta riscos à saúde e

impacta economicamente sistemas com o aumento dos custos de tratamento e

a redução da disponibilidade h́ıdrica (Dao et al., 2024; Otálvaro, 1999).

Entre os contaminantes mais preocupantes estão pesticidas, metais pe-

sados e hidrocarbonetos, cuja infiltração pode comprometer a qualidade dos

aqúıferos de forma duradoura (Pinheiro et al., 2019; Ribeiro et al., 2007). A

percolação de ĺıquidos contaminados, sejam eles oriundos de aterros sanitários

mal gerenciados, depósitos clandestinos de reśıduos sólidos, e ainda outros,

constitui uma das vias mais comuns de poluição desses sistemas (Alves e San-

tos, 2023).

Adicionalmente, falhas estruturais em sistemas de esgoto e deficiências de

infraestruturas, inclusive de armazenamento de efluentes e compostos, agravam

o cenário de vulnerabilidade dos aqúıferos, especialmente em áreas urbanas

(Ferracini et al., 2001; Reynalds, 2007).

Nesse contexto, a construção de modelos hidrogeológicos, baseados em

leis f́ısicas como a lei de Darcy e a equação da continuidade, torna-se funda-

mental para representar o fluxo de água em meios porosos e simular a dispersão
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de poluentes ao longo do tempo, bem como o comportamento do sistema, me-

diante outras formas de pertubações pontuais (Wendland, 2003). Tais modelos

permitem identificar zonas de maior ou menor capacidade de transmissão de

água, fornecendo subśıdios para o planejamento de captações, estratégias de

remediação e poĺıticas públicas de proteção dos mananciais subterrâneos.

Diversos estudos evidenciam a aplicabilidade e a relevância desses mo-

delos. Mustafa e Mawlood (2024), por exemplo, analisaram o esgotamento de

águas subterrâneas em uma bacia hidrográfica do Oriente Médio por meio de

modelagem tridimensional baseada em dados de poços, enquanto Bonganha

et al. (2005) desenvolveu um modelo hidrológico para compreender o compor-

tamento do sistema aqúıfero de Araraquara (SP) (Mustafa e Mawlood, 2024;

Bonganha et al., 2005). No campo da contaminação, destacam-se os trabalhos

de Mart́ınez (2023), que modelou vazamentos de hidrocarbonetos em Valência

na Espanha, e o desenvolvimento do modelo solução corretiva baseada no risco

(SCBR) no Brasil, voltado à simulação de cenários de contaminação por com-

bust́ıveis (Corseuil et al., 2006). Firmiano e Wendland (2009), por sua vez,

propuseram soluções numéricas para a determinação do campo de velocidades

em aqúıferos confinados, contribuindo para o avanço da modelagem de fluxos

subterrâneos.

Compreender a influência dos parâmetros que modelam os sistemas h́ı-

dricos subterrâneos é fundamental para entender os fatores que controlam seu

comportamento e identificar parâmetros relevantes na dinâmica do sistema.

Esse conhecimento pode orientar discussões voltadas à gestão sustentável des-

ses recursos, especialmente em cenários de crescente demanda e vulnerabilidade

ambiental. Nesse contexto, os modelos matemáticos que representam com pre-

cisão os fenômenos f́ısicos do escoamento subterrâneo tornam-se ferramentas

estratégicas para embasar a tomada de decisões em poĺıticas públicas, no pla-

nejamento territorial e no manejo de captações.

Este trabalho se justifica pela necessidade de aprofundar o estudo da

taxa de variação da carga hidráulica em aqúıferos confinados, por meio de uma

abordagem que contempla a formulação do modelo matemático, sua solução

anaĺıtica e numérica, bem como a realização de simulações computacionais. A

metodologia empregada é baseada na equação de difusão e na discretização

pelo método das diferenças finitas, com implementação em ambiente MatlabR

e permite analisar a influência de três parâmetros fundamentais desses siste-

mas: de condutividade hidráulica, de armazenamento espećıfico e de espessura
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saturada.

Do ponto de vista aplicado, a condutividade hidráulica é especialmente

relevante, por expressar a facilidade com que a água se movimenta no meio

poroso e refletir alterações geológicas, processos naturais de compactação e

impactos antrópicos, como a extração intensiva de água. Ao investigar esses

fatores, o estudo contribui para a compreensão dos mecanismos de recarga,

transporte de poluentes e resposta dos aqúıferos a diferentes cenários de uso e

perturbações. Assim, reforça-se o papel da modelagem matemática como ins-

trumento valioso na proteção dos recursos h́ıdricos subterrâneos e na promoção

da sustentabilidade ambiental (Foster e Chilton, 2003).

2. Objetivos

Estudar o desenvolvimento de um modelo matemático para análise da

carga hidráulica de aqúıferos confinados, a partir da dedução que combina a lei

de Darcy com a equação da continuidade, visando representar adequadamente

os fenômenos f́ısicos envolvidos. O trabalho apresenta a resolução do modelo

de forma anaĺıtica e numérica, via método de diferenças finitas, implementa

computacionalmente as soluções em ambiente MatlabR e explora cenários para

análise da influência de diferentes parâmetros.

3. Descrição do problema

A água é essencial para a manutenção da vida, circulando entre a at-

mosfera, a crosta terrestre e os oceanos através do ciclo hidrológico. Após

a precipitação, uma parte da água é utilizada como subsistência de plantas

e animais, uma parte escoa superficialmente até alimentar lagos e rios e, ou-

tra parte, por fim, se infiltra no solo, podendo alcançar formações geológicas

subterrâneas que são capazes de armazená-la e de permitir seu escoamento,

formando os aqúıferos (Feitosa et al., 2008).

Os aqúıferos, portanto, são unidades hidrogeológicas compostas por ma-

teriais porosos e permeáveis, cuja estrutura permite tanto o armazenamento

quanto a circulação da água, podendo ser livres ou confinados. De forma sim-

plificada, os aqúıferos confinados podem ser considerados uma reserva natural

de água no subsolo, contida entre materiais geológicos que permitem que a água

se acumule e circule (Woessner e Poeter, 2020).
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O comportamento da água subterrânea nos aqúıferos confinados depende

de propriedades f́ısicas do solo, entre as quais se destacam a porosidade, o teor

de umidade e, principalmente, a condutividade hidráulica (Freeze e Cherry,

1979). A porosidade corresponde à razão entre o volume de vazios e o volume

total de uma amostra de solo; o teor de umidade representa a fração do vo-

lume total ocupado pela água e, por fim, a condutividade hidráulica é uma

propriedade que expressa a capacidade do solo ou rocha de transmitir água sob

gradiente hidráulico.

A quantificação e análise espacial da carga hidráulica de aqúıferos con-

finados, delimitados por camadas que impedem/restringem a movimentação

vertical da água, é importante para a modelagem do escoamento subterrâneo,

do transporte de contaminantes e dos reflexos de perturbações pontuais. Nesse

contexto, modelos matemáticos baseados na lei de Darcy e na equação da con-

tinuidade são formulados, resutando em equações diferenciais parciais que des-

crevem o fluxo de água no meio poroso, como a equação da difusão aplicada a

águas subterrâneas. A solução dessas equações pode ser obtida analiticamente

ou de forma numérica, através de métodos como das diferenças finitas, dos

elementos finitos, entre outros, e favorece a realização de simulações computa-

cionais que dão suporte à predição de comportamentos do aqúıfero e à gestão

sustentável dos recursos h́ıdricos subterrâneos.

3.1. A lei de Darcy e a equação da continuidade

A lei de Darcy foi descoberta por Henry Darcy em 1856 e trata-se de uma

equação fundamental, usada para descrever o fluxo de fluido através de meios

porosos, incluindo águas subterrâneas, e é dada pela equação (3.1) (Wendland,

2003; Woessner e Poeter, 2020):

Q = −K
dh

dl
A (3.1)

onde:

Q representa a vazão volumétrica (m3
/s);

K indica condutividade hidráulica, é a constante de proporcionalidade

que reflete a facilidade com que a água flui através de um material (m/s);

dh

dl
é a taxa de variação de carga hidráulica em função da distância l;
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A, a área da seção transversal do fluxo perpendicular à direção do fluxo

(m2).

Tomando-se a vazão espećıfica: q =
Q

A
, a equação (3.1) pode ser reescrita

na forma equação (3.2):

q = −K
dh

dl
(3.2)

que descreve como a altura manométrica, os gradientes hidráulicos e a condu-

tividade hidráulica estão ligados para quantificar e descrever o fluxo das águas

subterrâneas.

A respeito da equação da continuidade, que descreve como a massa de

um fluido se conserva durante seu movimento, é utilizada para garantir que

as vazões de entrada e sáıda do aqúıfero sejam iguais (Freeze e Cherry, 1979).

Assim, dado um volume de controle V = ∆x∆y∆z unidades de volume, o

balanço de massa é uma equação que expressa a conservação da matéria em

um sistema e estabelece que a variação da massa dentro de um volume de

controle, ao longo do tempo, seja igual à diferença entre as entradas e sáıdas

de massa, mais (ou menos) qualquer geração ou consumo (como fontes, reações

qúımicas, etc). A essa variação chamamos acúmulo:

acumulação = fluxo ± fonte

Matematicamente, o acúmulo é indicado por
∂m

∂t
, com o tempo t e a

massa de fluido no volume de controle m. Considerando a massa de fluido

armazenada em ummeio porosom, definida como o produto da massa espećıfica

ρ pelo volume de fluido Vf , temos a equação (3.3):

m = ρVf = ρφ∆V, (3.3)

em que,

ρ é a massa espećıfica do fluido (kg/m );

φ é a porosidade do meio;

∆V é o volume total do elemento de controle;

Vf = φ∆V é o volume de fluido armazenado no meio poroso.

Dáı, a taxa de variação da massa m no tempo t é dada pela equação

(3.4):
∂m

∂t
=

∂(ρφ∆V )

∂t
=

∂(ρφ)

∂t
∆V (3.4)
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e representa o acúmulo de massa no interior do volume de controle devido à

variação da densidade ou da porosidade.

Quanto ao fluxo de massa, ele pode sofrer variação em qualquer direção

espacial x, y e z. Considerando que a quantidade de massa que entra ou sai

do sistema, por unidade de volume, é descrita pelas derivadas espaciais dos

fluxos de massa em cada uma dessas direções, temos que, na direção x, o fluxo

de massa que passa através de uma face do volume de controle é dado pelo

produto da massa espećıfica ρ pelo fluxo volumétrico qx e pela área da seção

transversal Ax = ∆y∆z, assim: mx = ρqxAx = ρqx∆y∆z.

Considerando tal variação ĺıquida nas três direções espaciais, a quanti-

dade de massa que entra ou sai do sistema, por unidade de volume, é descrita

pela equação (3.5):

fluxo = −

∂mx

∂x
∆x−

∂my

∂y
∆y −

∂mz

∂z
∆z (3.5)

sendo que mi = ρqi representa o fluxo de massa na direção i (com i = x, y, z).

Portanto, substituindo mi, temos a equação (3.6):

fluxo = −

∂(ρqx)

∂x
∆x−

∂(ρqy)

∂y
∆y −

∂(ρqz)

∂z
∆z. (3.6)

que corresponde à perda ĺıquida de massa por transporte convectivo nas três

direções espaciais, sendo consistente com a forma diferencial da equação de

continuidade em meio poroso.

Em sua forma vetorial, para fins de generalização, podemos reescrever a

equação (3.6) em termos vetoriais, resultando na equação (3.7):

fluxo = −∇ · (ρ~q)∆V (3.7)

sendo ~q = (qx, qy, qz) o vetor fluxo espećıfico de Darcy, ρ~q é o vetor fluxo de

massa e ∇· representa a divergência.

Dando sequência aos desenvolvimentos, considerando todos os termos

que compõem o balanço de massa em um meio poroso tridimensional, podemos

agora escrever a equação geral incorporando, ao acúmulo de massa no volume

de controle, a variação ĺıquida do fluxo de massa nas direções x, y e z e uma

fonte ou sumidouro de massa.

Conforme indicado, se Q representa a taxa de ganho ou perda de volume

de fluido por unidade de volume de meio poroso, então a taxa de variação de

massa devido à fonte ou sumidouro é dada pela equação (3.8):

fonte = ρQ∆V (3.8)
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Portanto, o balanço de massa completo relaciona o acúmulo de massa ao

fluxo ĺıquido de entrada e à fonte, resultando na equação (3.9):

∂(ρφ)

∂t
∆V

︸ ︷︷ ︸

acúmulo

= −∇ · (ρ~q)∆V
︸ ︷︷ ︸

fluxo

± ρQ∆V
︸ ︷︷ ︸

fonte/Sumidouro

(3.9)

Manipulando-se algebricamente a equação (3.9), com substituições fa-

vorecidas pela equação (3.2), seguindo com simplificações para fluidos incom-

presśıveis em meio homogêneo e isotrópico e considerando Q = 0, ausência de

fonte ou sumidouro no volume de controle, tem-se a equação (3.10), que é a

equação da continuidade:
∂φ

∂t
= K∇

2
h (3.10)

Ressalta-se que, em regime permanente de escoamento,
∂

∂t
= 0, resul-

tando na equação de Laplace, uma equação diferencial parcial muito importante

na matemática e na f́ısica, especialmente no contexto da análise de fenômenos

estacionários (Boyce et al., 2020).

3.2. O modelo de estudo

Considerando que φ pode representar uma função escalar dependente

do tempo e do espaço, tal como a carga hidráulica h, o modelo matemático

que estuda a taxa de variação da carga hidráulica de aqúıferos confinados é

governado pela equação da difusão da carga hidráulica, dada pela equação

(3.11) (Wendland, 2003):

S
∂h

∂t
= T∇

2
h (3.11)

em que,

h(x, y, t) representa a carga hidráulica (altura piezométrica);

S indica o armazenamento espećıfico (sem unidade);

T = Kb é transmissividade do aqúıfero (em m
2
/s);

K representa a condutividade hidráulica do meio (em m/s);

b indica a espessura saturada do aqúıfero (em m);

∇
2
h é o operador laplaciano em coordenadas espaciais.
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Para abordagem do modelo em uma variável espacial x, substituindo

T = Kb, a equação (3.11) resulta na equação (3.12) de interesse do nosso

estudo:

S
∂h

∂t
= Kb

[

∂
2
h

∂x2
,

]

(3.12)

que descreve como a carga hidráulica se propaga no aqúıfero confinado ao longo

da direção x devido à difusão hidráulica.

3.3. Resolução anaĺıtica e numérica do modelo

Manipulando-se a equação (3.12) e considerando, por simplificação, a

constante de difusão D =
Kb

S
> 0, tem-se a equação (3.13):

∂h

∂t
= D

∂
2
h

∂x2
, (3.13)

uma equação diferencial parcial de segunda ordem, linear, cuja resolução ana-

ĺıtica pode ser obtida pelo método de separação de variáveis, em que h(x, t) =

X(x)T (t) (Boyce et al., 2020)

Substituindo e reorganizando a equação (3.13), tem-se:

X(x)
dT

dt
= DT (t)

d
2
X(x)

dx2

que, separando-se as variáveis, resulta em duas equações diferenciais ordinárias

independentes: uma relacionada à variável temporal t e a outra relacionada à

variável espacial x, com λ constante de separação, indicadas na equação (3.14):






d2X(x)

dx2 = −λX(x) =⇒ X(x) = A cos
(

√

λx

)

+B sin
(

√

λx

)

dT (t)

dt
= −λDT (t) =⇒ T (t) = Ce

−λDt
(3.14)

com λ > 0; A, B e C constantes, dependentes de condições iniciais e de contorno

do problema.

Considerando uma perturbação inicial localizada, suave, no campo de

carga hidráulica h(x, 0) = f(x) =
1

√

2πσ2
e
−(x−x0)

2/2σ2

, com centro x0 = L/2 e

largura σ, e as condições de contorno ditas de Dirichlet homogêneas: h(0, t) =

h(L, t) = 0 ⇒ X(0) = 0, X(L) = 0, a solução geral da equação de estudo,

após manipulação algébrica, resulta na série de Fourier dada pela equação

(3.15):

h(x, t) =

∞
∑

n=1

Bn sin
(

nπx

L

)

e
−(nπ

L )
2

Dt (3.15)
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tal que Bn =
2

L

∫ L

0

f(x) sin
(

mπx

L

)

dx e λn =
(

nπ

L

)2

.

Por fim, manipulando-se, a solução anaĺıtica da equação (3.13), conforme

exposto, é dada pela equação (3.16):

h(x, t) =

∞
∑

n=1

(

2

L

∫ L

0

f(x) sin
(

mπx

L

)

dx

)

sin
(

nπx

L

)

e
−(nπ

L )
2

Dt (3.16)

Com vistas à resolução numérica, aproximada, da equação (3.13), aplicou-

se o método de diferenças finitas, no esquema expĺıcito, avançado no tempo e

centrado no espaço, com x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ], h(x, 0) = f(x) e as condições de

Dirichlet homogênas.

Assumindo-se o espaçamento ∆x e o passo ∆t para a aproximação:

h(xi, t
n) ≈ h

n
i , com pontos xi = i∆x, para i = 0, 1, · · · , N e t

n = n∆t,

para n = 0, 1, 2, · · · , adotou-se a aproximação temporal, dada pela equação

(3.17) (Cunha, 2000):
∂h

∂t

∣

∣

∣

∣

xi,tn
≈

h
n+1

i − h
n
i

∆t
(3.17)

de modo que,

h
n
i indica o valor aproximado da função h no ponto xi no tempo n;

h
n+1

i indica o valor aproximado da função h no ponto xi no tempo n+1;

t representa o incremento no tempo entre os instantes n e n+ 1.

e a aproximação espacial centrada, dada pela equação (3.18) (Cunha, 2000):

∂
2
h

∂x2

∣

∣

∣

∣

xi,tn
≈

h
n
i+1

− 2hn
i + h

n
i−1

∆x2
(3.18)

sendo h
n
i−1

, h
n
i , h

n
i+1

os valores nos pontos espaciais vizinhos xi−1, xi, xi+1, no

instante n.

Assim, manipulando-se, tem-se a equação (3.19), referente à solução

numérica do modelo:

h
n+1

i = h
n
i + α

(

h
n
i+1 − 2hn

i + h
n
i−1

)

(3.19)

com α =
D∆t

∆x2
≤

1

2
, critério de estabilidade do método expĺıcito.

Quanto à ordem do erro da aproximação, tem-se que o erro de trunca-

mento local é de primeira ordem na variável temporal, ou seja, O(∆t) e de

segunda ordem na variável espacial x, ou seja, O(∆x
2).
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Na equação (3.19), adotando-se as condições de contorno de Dirichlet

homogêneas: h(0, t) = h(L, t) = 0 ⇒ h
n
0 = h

n
N = 0, ∀n; a cada passo no

tempo, temos, para i = 1, · · · , N − 1, a atualização da equação (3.19), com:

h
n+1

0
= h

n+1

N = 0.

De modo a avaliar a relação entre as soluções anaĺıtica e numérica do

problema proposto, apresenta-se a Figura 1:

Figura 1: Apresentação de solução anaĺıtica (vermelho) e a numérica (azul).

Ressalta-se que a solução anaĺıtica refere-se à solução exata do problema

matemático para as condições impostas, servindo como referência para validar

métodos numéricos. Com relação à solução numérica, ela aproxima a solução

anaĺıtica, e sua precisão é bastante dependente da malha espacial e temporal.

Na Figura 1, vemos as soluções anaĺıtica e numérica da carga hidráulica

h(x, t) no instante final do tempo simulado. A boa proximidade entre os gráficos

mostra concordância entre os métodos, especialmente considerando o número

reduzido de termos da série anaĺıtica.

Ressalta-se que, para valores de α maiores que o limite de estabilidade

(1/2 para o esquema expĺıcito), podem surgir oscilações ou instabilidades.
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4. Resultados

Consideradas as soluções anaĺıtica e numérica apresentadas, simulações

computacionais foram realizadas utilizando a aproximação numérica em ambi-

ente MatlabR, adotando-se valores hipotéticos para fins ilustrativos, com dis-

cussões sobre parâmetros importantes do modelo, para aqúıferos confinados.

Importante ressaltar que são três as principais caracteŕısticas dos aqúıfe-

ros: condutividade hidráulica, chamada deK (m/s), armazenamento espećıfico,

chamado de S (adimensional) e, por fim, espessura saturada do aqúıfero b (m).

Desta forma, considerando um aqúıfero de 100 m de comprimento, com um

passo ∆x = 2, condição inicial dada por uma função gaussiana centrada no

domı́nio com σ = 5, com representação de uma curva mais estreita, e condições

de contorno de Dirichlet homogêneas, têm-se as simulações representadas nas

Figuras 2, 3 e 4, conforme indicado.

No tocante aos parâmetros, a condutividade hidráulica K é uma pro-

priedade do meio poroso que expressa a facilidade com que um fluido se move

através dos poros do solo ou da rocha, sendo influenciada tanto pelas carac-

teŕısticas do fluido (como viscosidade e densidade), quanto pelas propriedades

do meio (como tamanho e conectividade dos poros) (Fetter, 2001). Isso signi-

fica que, para cada tipo de solo ou rocha que compõe o aqúıfero, há um valor

espećıfico de K.

Via de regra, aqúıferos confinados apresentam menores valores de K

quando comparados aos não confinados, uma vez que são delimitados por ca-

madas de menor permeabilidade, que restringem o fluxo de água subterrânea

(Kozhevnikov et al., 2021).

Desta forma, para discutir a influência dos valores deK no modelo, foram

simulados três cenários com diferentes materiais (meios porosos), apresentados

na Figura 2, gráficos (a), (b) e (c), considerando-se diferentes condutividades

hidráulicas, descritas na Tabela 1:

Tabela 1: Valores do parâmetro K (m/s) adotados.

Material Condutividade Hidráulica

Areia fina 10−4

Calcário fraturado 10−5

Formações argilosas 10−8
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(a) K=0,0001 (b) K=0,00001

(c) K=0,00000001

Figura 2: Variação de condutividade hidráulica K (meios porosos): areia fina,

calcário fraturado e formações argilosas (praticamente impermeáveis), respec-

tivamente, com S = 0, 0001 e b = 50.

Os gráficos apresentados na Figura 2 consideram aqúıferos confinados

com espessura de b = 50m e armazenamento espećıfico S = 0, 0001. O

parâmetro b é definido como a extensão saturada entre o topo e o fundo do

aqúıfero (para aqúıferos livres, b representa a altura saturada do nivel freático,

acima do topo do aquitardo que delimita o aqúıfero) (Freeze e Cherry, 1979).

Os valores de b, de modo geral, podem variar significativamente e a

literatura recomenda uma faixa de espessura entre 5 e 100 m (Freeze e Cherry,

1979) para aqúıferos confinados.

Um exemplo de aqúıfero dentro dessa faixa é o Mahomet Aquifer, lo-

calizado em Illinois, Estados Unidos: aqúıfero, predominantemente confinado,

com espessura entre 30 e 60 m.
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No Brasil, mais especificamente no estado de São Paulo, encontramos

mais de cinco aqúıferos. Dentre eles, destaca-se o aqúıfero Guarani, que abrange

vários páıses da América do Sul, cobrindo bacias hidrográficas importantes

como a do Paraná e do Paraguai. Confinado por basaltos, possui uma extensão

confinada de aproximadamente 180 mil Km
2 no Brasil, e profundidades que

variam entre dezenas a mais de mil metros. Sua espessura varia entre 100 e

400m (Rocha et al., 2006).

Outro importante aqúıfero do estado de São Paulo é o Aqúıfero Bauru,

que serve de grande fonte de abastecimento para a porção oeste do Estado.

Sua espessura saturada média contempla cerca de 75m, porém pode chegar até

300m em sua extensão (Rocha et al., 2006).

No tocante ao parâmetro S, refere-se ao armazenamento espećıfico do

aqúıfero e é definido como a propriedade que mede a capacidade de um aqúıfero

de liberar (ou armazenar) água, em resposta a variações na hidráulica por

unidade de área (Freeze e Cherry, 1979).

Essa propriedade varia conforme o tipo de confinamento, sendo distinta

em aqúıferos confinados e livres. Para os aqúıferos livres, a propriedade de ar-

mazenamento é conhecida como rendimento espećıfico (Freeze e Cherry, 1979).

Valores elevados de armazenamento espećıfico S indicam que o aqúıfero

possui maior capacidade de liberar água em resposta a variações na carga

hidráulica.

De acordo com a literatura, valores t́ıpicos de S para aqúıferos confinados

variam, aproximadamente, entre valores da ordem de 10−3 e 10−5, enquanto

para aqúıferos livres situam-se entre 0, 01 e 0, 30 (Freeze e Cherry, 1979).

Desta forma, ao se analisar os gráficos apresentados na Figura 2, observa-

se que um maior valor de K, ou seja, uma condutividade hidráulica mais ele-

vada, resulta em um espalhamento mais rápido da curva. Representando, as-

sim, uma diluição mais rápida do pulso, que é o que acontece em meio composto

por areia fina, por exemplo, em contraponto às formações argilosas, que são

praticamente impermeáveis. Quanto menor a condutividade hidráulica, mais

concentrada fica a curva ao redor do pulso.

Portanto, valores maiores de condutividade hidráulica K indicam maior

facilidade de movimento da água no meio poroso.

Alterando o valor de armazenamento espećıfico, S = 0, 001, mantendo as

condições de K e b, conforme simulado anteriormente, resulta que K = 0, 0001

gera instabilidade no sistema e K = 0, 00001 apresenta simulação equivalente
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ao gráfico da Figura 2 (a). Por fim, para K = 0, 00000001 temos a Figura 3:

Figura 3: Armazenamento espećıfico S = 0, 001, b = 50 e K = 0, 00000001.

Fonte: autoral.

Analisando o gráfico gerado, Figura 3, em comparação ao gráfico da Fi-

gura 2 (c), podemos entender que um valor maior de S (Figura 2 (c)) concentra

mais os valores ao redor do pulso.

Por fim, considerando valores tal qual abordados na Figura 2, com b =

10, temos os gráficos 4, 4 e 4 da Figura 4.

A análise da Figura 4 possibilita inferir a influência da espessura b do

aqúıfero exercida no espalhamento da curva ao redor do pulso: quanto maior a

espessura b, mais rápido o espalhamento do gráfico ao redor do pulso (Figura

4).

Ou seja, quanto maior a espessura b, maior a transmissividade, a quan-

tidade de água que flui horizontalmente através de uma faixa unitária, deter-

minando a capacidade do aqúıfero transmitir água.
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(a) K=0,0001 (b) K=0,00001

(c) K=0,00000001

Figura 4: Espessura b = 10, com S = 0, 001 e variação de K.

Sobre a função pulso utilizada, a gaussiana localizada na região central

do domı́nio, ela representa uma perturbação inicial na carga hidráulica, com

distribuição espacial suave e simétrica.

Verifica-se nas simulações apresentadas nas Figuras 2, 3 e 4, que a curva

se alarga e se achata, representando o efeito da difusão em cada um dos ca-

sos abordados. Também se verifica a simetria do gráfico em torno da região

central, como esperado em virtude das condições de contorno homogêneas e da

perturbação no centro.

Importante ressaltar que a equação de difusão, na ausência de termos de

fonte ou sumidouro, assim como tomado neste estudo, conserva a massa total

do sistema. Dessa forma, espera-se que a área sob a curva permaneça constante

ao longo do tempo.

A cada instante de tempo analisado, observa-se que o perfil da curva
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torna-se progressivamente mais largo e menos elevado, evidenciando o espa-

lhamento da massa no meio, considerando que os gráficos exibem a evolução

temporal da variável h(x, t), representada para cada múltiplo de 100 passos de

tempo.

5. Conclusão

O estudo mostrou boa concordância entre as soluções anaĺıtica e numérica

para a equação de difusão da carga hidráulica h(x, t), com simetria e con-

servação de massa garantidas pelas condições de contorno homogêneas e pela

condição inicial gaussiana centralizada. O modelo numérico mostrou-se estável

dentro do limite teórico de α ≤ 1/2, sendo observadas instabilidades para va-

lores superiores.

Em relação aos parâmetros f́ısicos do aqúıfero, constatou-se que maio-

res valores de condutividade hidráulica K promovem maior espalhamento da

carga, enquanto menores valores limitam sua propagação. Por outro lado, o

armazenamento espećıfico S apresenta efeito inverso: valores mais altos con-

centram a carga ao redor do pulso. A espessura saturada b também influencia

o espalhamento, aumentando-o conforme o valor de b cresce.

De modo geral, o modelo reproduziu adequadamente o comportamento

esperado da difusão em aqúıferos confinados, evidenciando o papel dos parâ-

metros K, S e b na propagação da carga hidráulica e respeitando os prinćıpios

f́ısicos e matemáticos envolvidos.
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Resumo. Este artigo investiga a influência dos diferentes métodos de defuzzificação nos resultados do

estudo da qualidade da água usando sistemas baseados em regras fuzzy. O objetivo principal é comparar

o impacto dos métodos de centroide, média dos máximos, menor dos máximos, bissetriz e maior dos

máximos na determinação da qualidade da água, utilizando como variável de sáıda a potabilidade da

mesma. Para isso, será implementado um sistema fuzzy em Python (biblioteca scikit-fuzzy), que utiliza

cor aparente, turbidez e pH como variáveis de entrada para avaliar a potabilidade. Os resultados obtidos

com os diferentes métodos de defuzzificação serão comparados com dados de um artigo de referência

que empregou apenas o método do centroide via MATLABR, permitindo uma análise aprofundada das

variações e implicações para a precisão e robustez desses sistemas na avaliação da qualidade h́ıdrica.

Palavras-chave: Potabilidade; scikit-fuzzy; base de regras.

1. Introdução

A lógica fuzzy tem se consolidado como uma ferramenta essencial para o tratamento de incertezas

e imprecisões na gestão e avaliação de recursos h́ıdricos, com diversas aplicações no Brasil. No campo

da avaliação da qualidade da água, pesquisadores têm proposto ı́ndices que superam as limitações dos

métodos tradicionais. O estudo “Nova abordagem do ı́ndice de qualidade de água bruta utilizando a

lógica fuzzy” (Oliveira et al., 2014) propõe um ı́ndice de qualidade de água bruta fuzzy (IQABF) mais

restritivo e consistente. De forma similar, a pesquisa “Análise qualitativa de água subterrânea utilizando

sistema de inferência fuzzy” (Teixeira, 2022) desenvolveu o ı́ndice de qualidade de água subterrânea

fuzzy (IQASF) para interpretar a qualidade da água de poços a partir de parâmetros f́ısicos, qúımicos

e bacteriológicos. Para ambientes lóticos, o trabalho “Índice fuzzy de qualidade de água para ambiente

lótico - IQAFAL” (Pessoa et al., 2020) introduz um ı́ndice que demonstra maior sensibilidade na detecção

de alterações, mitigando o “efeito eclipse” (um fenômeno em que parâmetros favoráveis podem mascarar

o impacto de um indicador cŕıtico).

A aplicabilidade da lógica fuzzy, contudo, transcende a avaliação da qualidade, estendendo-se à

análise de riscos hidrológicos. O artigo “Abordagem fuzzy para caracterização de incertezas estruturais e

quantificação de riscos hidrológicos: estudo de caso do reservatório Orós no semiárido brasileiro” (Raulino

et al., 2022) ilustra como números fuzzy triangulares (NFTs) podem ser utilizados para caracterizar

incertezas e quantificar os riscos associados à gestão de sistemas h́ıdricos complexos. A versatilidade

da metodologia é ainda evidenciada em setores como a aquicultura, conforme demonstrado no estudo

“Sistema baseado na lógica fuzzy para diagnóstico da qualidade da água para o cultivo de tilápia-do-Nilo”

(Castro Jr. et al., 2022), que desenvolve um sistema de apoio à decisão para correlacionar parâmetros da

água à produtividade do cultivo, capturando pequenas variações sem alterações bruscas na classificação

final.

1jonathasoliveira@cefetmg.br
2viniciussilas85@gmail.com
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Visando a esse contexto, o presente trabalho tem como objetivo analisar a influência dos diferentes

métodos de defuzzificação (centroide, média dos máximos, menor dos máximos, bissetriz e maior dos

máximos) na avaliação da qualidade da água em sistemas baseados em regras fuzzy. Para tanto, será

implementado um sistema em Python, com a biblioteca scikit-fuzzy, empregando como variáveis de

entrada a cor aparente, a turbidez e o pH, a partir dos dados utilizados por Neves et al. (2019). Dessa

forma, busca-se verificar como a escolha do método impacta os resultados obtidos e, consequentemente,

a determinação da potabilidade.

Enquanto o trabalho de Neves et al. (2019) concentrou-se na utilização de um sistema baseado em

regras fuzzy para avaliação da qualidade da água, adotando exclusivamente o método do centroide na

defuzzificação e implementado em MATLABR, o presente estudo amplia essa abordagem ao investigar

comparativamente diferentes métodos em ambiente Python. Essa opção não apenas favorece a análise

das variações decorrentes da escolha do método de defuzzificação, mas também se justifica por tornar

a metodologia mais acesśıvel e reprodut́ıvel, uma vez que Python é uma linguagem livre e amplamente

utilizada na comunidade cient́ıfica, ao contrário do MATLABR, que requer licença proprietária. Assim,

o trabalho contribui tanto para a compreensão da robustez e precisão dos sistemas fuzzy quanto para a

difusão de ferramentas abertas no estudo da qualidade h́ıdrica.

Para a implementação do sistema fuzzy, será utilizada a biblioteca scikit-fuzzy, desenvolvida para

a linguagem Python e disponibilizada como software livre. Essa biblioteca fornece recursos para a

modelagem completa de sistemas fuzzy, abrangendo desde a definição de variáveis lingúısticas e funções

de pertinência até a aplicação de métodos de inferência e defuzzificação. Nesse sentido, o scikit-fuzzy

desempenha papel análogo ao da Fuzzy Logic Toolbox do MATLABR, com a vantagem de estar acesśıvel

de forma gratuita e aberta, o que facilita a reprodutibilidade dos experimentos e amplia o alcance das

aplicações acadêmicas e profissionais. Mais informações sobre as funcionalidades da biblioteca podem

ser encontradas em Zavaleta (2020).

2. Sistemas baseados em regras fuzzy

Um sistema baseado em regras fuzzy, ou SBRF, pode ser definido como um sistema que em-

prega a teoria dos conjuntos fuzzy para transformar entradas numéricas em sáıdas correspondentes. O

desenvolvimento de tais sistemas foi motivado pela tentativa de simular o racioćınio humano que, fre-

quentemente, se baseia em um conjunto de regras lingúısticas para a tomada de decisões (Jafelice et al.,

2023). A estrutura de um SBRF é composta por quatro elementos principais, como ilustrado na figura

1 .

Figura 1: Diagrama da estrutura de um sistema baseado em regras fuzzy (SBRF)

O primeiro componente é o módulo de fuzzificação, que realiza a conversão dos dados de entrada

numéricos (crisp) em conjuntos fuzzy, utilizando funções de pertinência para atribuir graus de associação

a termos lingúısticos. A base de regras, por sua vez, constitui o núcleo do sistema, armazenando o co-

nhecimento especialista na forma de um conjunto de proposições “Se-Então” que relacionam as variáveis

de entrada e sáıda.
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O motor de inferência fuzzy é o componente que processa as regras. Ele combina os dados fuzzi-

ficados da entrada com as regras da base de conhecimento para derivar uma conclusão, que é expressa

como um conjunto fuzzy de sáıda. Finalmente, o módulo de defuzzificação converte este conjunto fuzzy

de sáıda em um valor numérico (crisp) e acionável. O método de inferência de Mamdani é um dos mais

utilizados para implementar essa arquitetura (Jafelice et al., 2023, p. 36). A figura 2 ilustra as etapas

centrais deste processo. Para cada regra, os graus de pertinência das entradas são combinados através

de operadores fuzzy (tipicamente o mı́nimo para o operador E e o máximo para o OU) para determinar

um único valor de ativação. Este valor é então utilizado na etapa de implicação para truncar o conjunto

fuzzy consequente da regra. Por fim, na etapa de agregação, todos os conjuntos fuzzy de sáıda resultantes

da implicação são combinados através do operador de união (máximo), formando o resultado agregado

final, como mostrado na figura 3.

Figura 2: Processo de inferência para a regra 1 (superior) e regra 2 (inferior), mostrando a fuzzificação

das entradas e a implicação de Mamdani sobre os conjuntos de sáıda.

Figura 3: Conjunto fuzzy de sáıda agregado, formado pela união (operador máximo) das sáıdas indivi-

duais das regras.

3. Métodos de defuzzificação

A etapa de defuzzificação é um componente crucial em um sistema baseado em regras fuzzy

(SBRF), pois é responsável por converter o conjunto fuzzy de sáıda, que é o resultado da etapa de
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agregação, em um valor numérico (crisp) que pode ser utilizado para a tomada de decisão ou ação

de controle. Trata-se do processo inverso à fuzzificação, traduzindo os valores fuzzy de sáıda em um

único valor ńıtido e acionável (Mazraeh, 2025). A escolha do método de defuzzificação pode influenciar

significativamente o resultado final do sistema. Nesse estudo, foram analisados cinco métodos distintos,

cujas definições teóricas e formulações são detalhadas a seguir e podem ser encontradas em Ross (2010).

3.1. Método do centroide

O método do centroide, também conhecido como centro de gravidade, é definido como o cálculo do

ponto de equiĺıbrio da área sob a curva da função de pertinência agregada. De forma análoga ao centro de

massa de um objeto f́ısico, ele representa a média de todos os pontos do universo de discurso, ponderada

por seu respectivo grau de pertinência. Por levar em consideração a forma completa e a distribuição

do conjunto fuzzy de sáıda, é considerado o método mais preciso e robusto da literatura. Sua principal

contrapartida, no entanto, é a maior intensidade computacional em comparação com métodos mais

simples, especialmente para conjuntos de sáıda com formas complexas. As equações que descrevem suas

formas cont́ınua e discreta são apresentadas em Ross (2010).

Equação cont́ınua:

x
∗
centroide =

∫

X
x · µ(x) dx

∫

X
µ(x) dx

(3.1)

A equação (3.1) é apresentada em (Ross, 2010, p. 99, Eq. 4.5). Nesta equação, x∗
centroide é o valor

ńıtido (crisp) de sáıda, X representa todo o universo de discurso, x é a variável de sáıda, µ(x) é a função

de pertinência do conjunto fuzzy agregado e
∫

X
denota a integral sobre todo o universo de discurso.

Equação discreta:

x
∗
centroide =

∑n
i=1

xi · µ(xi)
∑n

i=1
µ(xi)

(3.2)

Nesta equação, que é a aproximação discreta da forma cont́ınua, xi é o i-ésimo elemento do universo

de discurso, µ(xi) é o seu grau de pertinência e
∑

denota o somatório sobre todos os elementos. A figura

4 ilustra o método.

Figura 4: Ilustração da operação do método do centróide

3.2. Método da bissetriz da área

O método da bissetriz, por sua vez, adota uma abordagem puramente geométrica, sendo definido

como o procedimento que encontra o ponto no universo de discurso que divide a área do conjunto fuzzy

agregado em duas metades de tamanho exatamente igual. Diferentemente do centroide, seu foco é

exclusivo na distribuição da área, o que o torna uma alternativa robusta que também considera todo o

conjunto de sáıda. Contudo, de forma similar ao centroide, pode ser computacionalmente mais oneroso

que os métodos baseados em máximos, e seu resultado pode ser menos intuitivo para formas muito

assimétricas.
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Equação cont́ınua: Busca-se x
∗
bisector tal que:

∫ x∗

bisector

a

µ(x) dx =

∫ b

x∗

bisector

µ(x) dx (3.3)

Nesta equação, [a, b] são os limites inferior e superior do universo de discurso X. A figura 5 ilustra

o método.

Figura 5: Ilustração da operação do método da bissetriz.

Equação discreta: Encontra-se o ı́ndice k que satisfaz a equação (3.4).

k
∑

i=1

µ(xi) ≈
n
∑

i=k+1

µ(xi) (3.4)

3.3. Método da média dos máximos

Visando a uma maior eficiência computacional, o método da média dos máximos (MOM) é definido

por um processo que simplifica a análise, focando apenas nos resultados de máxima pertinência. O cálculo

padrão consiste em identificar o conjunto de pontos com o maior grau de pertinência e calcular sua média

aritmética. Embora essa abordagem garanta grande simplicidade e rapidez, ela o faz ao custo de ignorar

a forma geral do conjunto fuzzy, o que pode levar a uma perda de informação e a resultados menos

precisos.

A complexidade do método surge em um caso particular: quando o grau de pertinência máximo

ocorre em múltiplos intervalos não cont́ıguos (separados), resultando em mais de um platô (segmento

horizontal de pertinência máxima). Nessa situação, uma simples média entre os pontos centrais de

cada platô seria matematicamente incorreta se estes tivessem comprimentos diferentes, pois o cálculo

não ponderaria a influência de cada um. A figura 7 ilustra esse cenário, onde o valor defuzzificado é

visivelmente deslocado em direção ao platô de maior comprimento.

Para garantir essa precisão, deve-se implementar a equação cont́ınua do método, que funciona

como uma média ponderada de todos os pontos pertencentes a esses múltiplos intervalos, representando

o verdadeiro centroide do domı́nio de máxima pertinência. As equações que definem este método são

apresentadas em Ross (2010).

Equação cont́ınua: Seja M = {x ∈ X | µ(x) = max(µ)}.

x
∗
mom =

∫

M
x dx

∫

M
dx

(3.5)

Nesta equação, M é o conjunto de todos os pontos x com o grau de pertinência máximo e max(µ)

é o supremo (o valor máximo) da função de pertinência.

Equação discreta: Para o caso de um platô entre os pontos a e b:

x
∗
mom =

a+ b

2
(3.6)

A equação (3.6) é apresentada em (Ross, 2010, p. 100, Eq. 4.7).
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Figura 6: Ilustração da operação do método da média dos máximos

Figura 7: Caso especial do método MOM com múltiplos platôs

3.4. Método do menor dos máximos

Como uma variação do MOM, o método do menor dos máximos (SOM) é definido pela seleção do

menor valor (o mais à esquerda no universo de discurso) pertencente ao conjunto de pontos com o maior

grau de pertinência. Sua utilidade se destaca em cenários que exigem uma decisão conservadora ou de

“pior caso”, pois representa o limite inferior dos resultados mais plauśıveis.

Essa simplicidade, no entanto, o torna um método muito senśıvel, que baseia sua decisão em um

único ponto extremo, ignorando quase toda a informação do conjunto fuzzy. A equação para este método

pode ser encontrada em Ross (2010) e a figura 8 traz uma interpretação geométrica para esse método.

Figura 8: Ilustração da operação do método do menor dos máximos

Equação cont́ınua:

x
∗
som = min(M) (3.7)

Nesta equação, min(M) é o menor valor do conjunto M de máximos.

A equação (3.7) é apresentada em (Ross, 2010, p. 107, Eq. 4.11).

3.5. Método do maior dos máximos

De forma análoga ao SOM, o método do maior dos máximos (LOM) é definido pela seleção do

maior valor (o mais à direita no universo de discurso) do conjunto de pontos com pertinência máxima. Ele
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é igualmente rápido e útil para cenários otimistas, onde se deseja obter o limite superior dos resultados

mais prováveis. Contudo, compartilha da mesma desvantagem de ser altamente senśıvel e desconsiderar

a forma geral do conjunto de sáıda. A equação para este método também é apresentada em Ross (2010)

e a figura 9 ilustra o método.

Equação cont́ınua:

x
∗
lom = max(M) (3.8)

Nesta equação, max(M) é o maior valor do conjunto M de máximos.

A equação (3.8) é apresentada em (Ross, 2010, p. 107, Eq. 4.12).

Figura 9: Ilustração da operação do método do maior dos máximos

4. O problema da qualidade da água

Para analisar a qualidade da água, este estudo considera três aspectos principais de potabilidade,

seguindo metodologias apresentadas por Jafelice et al. (2023) e Neves et al. (2019). As informações de

Jafelice et al. (2023) foram obtidas a partir de dados fornecidos pela SABESP (Companhia de Saneamento

Básico do Estado de São Paulo), que regulamenta e fiscaliza a qualidade da água para consumo humano

no estado de São Paulo. Já Neves et al. (2019) utilizou dados disponibilizados pela empresa Águas

Guariroba, com base em poĺıticas de qualidade que garantem a potabilidade da água, acesśıveis em

http://www.aguasguariroba.com.br.

As variáveis de entrada escolhidas para o sistema baseado em regras fuzzy (SBRF) são: cor

aparente, medida em UH (Unidade Hazen); pH, representando a concentração de ı́ons de hidrogênio,

com valores variando de 0 a 14; e turbidez, causada pela presença de substâncias suspensas e coloidais,

determinada pela quantidade de luz dispersada ao atravessar a amostra e medida em UT (unidade de

turbidez). Além dessas variáveis, outras poderiam ser inclúıdas na análise, como odor, sabor, ńıvel de

flúor, cloro residual e quantidade de coliformes fecais e totais.

A variável de sáıda do sistema é a potabilidade da água, definida linguisticamente com os termos

boa, adequada e inadequada para consumo. Essa estrutura permite avaliar a qualidade da água de

forma flex́ıvel, considerando diferentes ńıveis de variação das variáveis de entrada e apoiando decisões

relacionadas ao consumo seguro e à gestão h́ıdrica.

Baseado nos dados apresentados em Neves et al. (2019), as variáveis de entrada do sistema fuzzy

são cor aparente, pH e turbidez, cujas funções de pertinência são do tipo trapezoidal (números fuzzy

trapezoidais (Barros et al., 2017)). As funções trapezoidais são definidas como:

Trap(x; a,m, n, b) = max

{

0,min

(

x− a

m− a
, 1,

b− x

b− n

)}

.

Para a cor aparente, os conjuntos fuzzy são:

boa : Trap(x;−1, 5, 0, 5, 5)

adequada : Trap(x; 5, 5, 10, 15)
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inadequada : Trap(x; 15, 15, 20, 25).

Tabela 1: Funções de pertinência para a variável cor aparente.

Rótulo lingúıstico Parâmetros trapezoidais [a, m, n, b]

Boa [-6, 3, 3, 6]

Adequada [3, 5, 15, 17]

Inadequada [13, 17, 30, 34]

Para o pH, os conjuntos são:

inadequado baixo : Trap(x;−6,−5, 5, 6);

adequado : Trap(x; 5, 6, 8, 9, 5);

bom : Trap(x; 5, 5, 6, 5, 8, 8, 5);

inadequado alto : Trap(x; 9, 9, 5, 14, 14, 5).

Tabela 2: Funções de pertinência para a variável pH.

Rótulo lingúıstico Parâmetros trapezoidais [a, m, n, b]

Inadequado baixo [-6, -5, 5, 6]

Adequado [5, 6, 8.5, 9.5]

Bom [5.5, 6.5, 8, 8.5]

Inadequado alto [9, 9.5, 14, 14.5]

Para a turbidez, os conjuntos são:

boa : Trap(x;−1, 5,−0, 5, 0, 5, 1, 5);

adequada : Trap(x; 0, 5, 1, 5, 4, 5, 5, 5);

inadequada : Trap(x; 4, 5, 5, 5, 10, 11).

Tabela 3: Funções de pertinência para a variável turbidez.

Rótulo lingúıstico Parâmetros trapezoidais [a, m, n, b]

Boa [-1.5, -0.5, 0.5, 1.5]

Adequada [0.5, 1.5, 4.5, 5.5]

Inadequada [4.5, 5.5, 10, 11]

A variável de sáıda, potabilidade da água, também é representada por conjuntos trapezoidais:

inadequada: Trap(x;-0,5,-0,4,0,4,0,5);

adequada: Trap(x;0,4,0,5,0,7,0,8);

boa: Trap(x;0,7,0,8,1,2,1,3).
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Tabela 4: Funções de pertinência para a variável de sáıda potabilidade.

Rótulo lingúıstico Parâmetros trapezoidais [a, m, n, b]

Inadequada [-0.5, -0.4, 0.4, 0.5]

Adequada [0.4, 0.5, 0.7, 0.8]

Boa [0.7, 0.8, 1.2, 1.3]

4.1. Construção das regras fuzzy

A etapa de definição das regras fuzzy é fundamental para o funcionamento do sistema, pois deter-

mina como as variáveis de entrada se relacionam para produzir a avaliação da potabilidade da água.

Neste estudo, as regras foram estabelecidas com base em duas variáveis de entrada: pH (H) e tur-

bidez (T), considerando os diferentes ńıveis da cor aparente. Dessa forma, para cada valor lingúıstico

da cor aparente (boa, adequada ou inadequada), foi constrúıda uma matriz de decisão relacionando as

categorias lingúısticas de pH e turbidez à variável de sáıda (potabilidade da água).

As regras, retiradas de Neves et al. (2019) foram elaboradas a partir das informações fornecidas

pela empresa Águas Guariroba, da consulta a um especialista e adaptadas de Jafelice et al. (2023).

A seguir, são apresentadas as tabelas que sintetizam esse conjunto de regras:

Tabela 5: Regras fuzzy quando a cor aparente é boa.

Turbidez (T)

pH (H) Boa Adequada Inadequada

Inadequado Baixo Inadequada Inadequada Inadequada

Adequado Adequada Adequada Inadequada

Bom Boa Boa Inadequada

Inadequado Alto Inadequada Inadequada Inadequada

Tabela 6: Regras fuzzy quando a cor aparente é adequada.

Turbidez (T)

pH (H) Boa Adequada Inadequada

Inadequado Baixo Inadequada Inadequada Inadequada

Adequado Adequada Adequada Inadequada

Bom Boa Adequada Inadequada

Inadequado Alto Inadequada Inadequada Inadequada

Tabela 7: Regras fuzzy quando a cor aparente é inadequada.

Turbidez (T)

pH (H) Boa Adequada Inadequada

Inadequado Baixo Inadequada Inadequada Inadequada

Adequado Inadequada Inadequada Inadequada

Bom Adequada Adequada Inadequada

Inadequado Alto Inadequada Inadequada Inadequada

Assim, as tabelas acima representam a base de regras fuzzy do sistema, permitindo que, a partir de

diferentes combinações de valores lingúısticos das variáveis de entrada, seja inferido o grau de potabilidade
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da água.

4.2. Processo de inferência fuzzy

Uma vez estabelecida a base de regras, o sistema fuzzy utiliza um processo de inferência para

mapear os valores de entrada (cor, pH e turbidez) para um valor de sáıda (potabilidade). Esse processo,

baseado no método de Mamdani, ocorre em duas etapas principais: a ativação das regras e a agregação

dos resultados (Neves et al., 2019).

4.2.1. Ativação das regras

Para um conjunto de medições de entrada, o sistema primeiro determina o grau de pertinência de

cada medição aos conjuntos fuzzy definidos (ex: o quanto o valor do pH pertence ao conjunto “bom”).

Em seguida, para cada uma das 36 regras da base de conhecimento, o grau de ativação (Ri) é calculado.

Esse valor, formalmente conhecido como o grau de ativação da regra (que determina a influência

que sua conclusão terá no resultado final), é determinado pelo operador mı́nimo (∧) entre os graus de

pertinência das três condições de entrada daquela regra, conforme a equação (4.9) (Neves et al., 2019):

Ri = µCor(x) ∧ µpH(y) ∧ µTurbidez(z) (4.9)

sendo que i varia de 1 a 36, representando cada regra do sistema.

4.2.2. Agregação dos resultados

Após o cálculo da força de cada regra, os resultados de todas as regras ativadas são combinados

para formar um único conjunto fuzzy de sáıda para a “potabilidade”. Este processo é chamado de

agregação. O conjunto fuzzy consequente de cada regra (ex: “potabilidade é inadequada”) é “truncado”

ou “cortado” na altura correspondente ao grau de ativação (Ri) daquela regra. Finalmente, todos esses

conjuntos fuzzy truncados são unificados através do operadormáximo (∪), formando a figura geométrica

final do conjunto de sáıda. A representação matemática desse processo é abordada no artigo Neves et al.

(2019):

µPotabilidade =

36
⋃

i=1

(Ri ∧ µQi
) (4.10)

em que µQi
é a função de pertinência do conjunto consequente da regra i (boa, adequada ou inadequada).

4.2.3. Exemplo de cálculo

Para ilustrar o processo, podemos utilizar o primeiro conjunto de dados da tabela 8: Cor aparente

= 2,16, Turbidez = 8,25 e pH = 8,73. O sistema executa os seguintes passos:

1. Fuzzificação: O sistema calcula o grau de pertinência de cada entrada aos seus respectivos con-

juntos fuzzy. Por exemplo, um pH de 8,73 terá um alto grau de pertinência ao conjunto “adequado”

e um grau menor ao conjunto “bom”.

2. Ativação das Regras: Apenas as regras cujas condições de entrada correspondem a esses graus

de pertinência serão ativadas. Por exemplo, uma regra que exige “pH é inadequado baixo” terá

uma ativação de zero, enquanto uma regra que exige “Cor é boa”, “pH é adequado” e “Turbidez

é inadequada” será ativada com uma força Ri igual ao valor mı́nimo entre os três graus de

pertinência.
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3. Agregação: As sáıdas das regras ativadas são agregadas usando o operador máximo. Isso resulta

em um conjunto fuzzy final para a variável “Potabilidade”, cuja forma geométrica representa a

conclusão combinada de todas as regras relevantes.

4. Defuzzificação: A este conjunto fuzzy agregado, aplica-se um dos métodos de defuzzificação. Por

exemplo, ao aplicar o método do centroide, conforme a equação (3.2), o sistema calcula o centro

de gravidade dessa figura, resultando no valor numérico final de 0,228, que classifica a água como

“Inadequada”, conforme apresentado na tabela 8.

4.3. Discussão e resultados

A base de regras fuzzy foi constrúıda utilizando a biblioteca scikit-fuzzy em Python. Para a análise

da água, o sistema de inferência fuzzy desenvolvido processou dez conjuntos de medições fornecidas pela

empresa Águas Gabiroba, extráıdas da referência Neves et al. (2019), calculando o ńıvel de potabilidade.

O objetivo principal deste estudo é realizar uma análise comparativa dos valores ńıtidos gerados por

cinco métodos de defuzzificação distintos: centroide, bissetriz, média dos máximos (MOM), menor dos

máximos (SOM) e maior dos máximos (LOM). Os dados consolidados na tabela a seguir servem como

base para avaliar o impacto de cada método no resultado final da classificação da água, evidenciando as

diferentes abordagens para converter o conjunto fuzzy agregado em um valor final interpretável para a

tomada de decisão no mundo real.

Tabela 8: Tabela comparativa dos resultados de potabilidade.

Entradas Sáıda - Potabilidade

Método de defuzzificação Ref.do artigo

Cor

apar.
Turb. pH Centroide Bissetriz MOM SOM LOM Valor Class.

Valor Class. Valor Class. Valor Class. Valor Class. Valor Class.

2,16 8,25 8,73 0,228 Inad. 0,227 Inad. 0,200 Inad. 0,000 Inad. 0,400 Inad. 0,223 Inad.

15 7 5 0,387 Inad. 0,388 Inad. 0,375 Inad. 0,000 Inad. 0,750 Boa 0,385 Inad.

3,96 7 5 0,500 Adq. 0,500 Adq. 0,500 Adq. 0,000 Inad. 1,000 Boa 0,500 Adq.

3,96 5,68 5 0,432 Inad. 0,425 Inad. 0,379 Inad. 0,000 Inad. 0,750 Boa 0,430 Inad.

4,4 5,89 5,95 0,233 Inad. 0,233 Inad. 0,215 Inad. 0,000 Inad. 0,430 Inad. 0,223 Inad.

12,5 6,44 5,15 0,336 Inad. 0,315 Inad. 0,215 Inad. 0,000 Inad. 0,430 Inad. 0,334 Inad.

5,3 6,72 2,06 0,642 Adq. 0,625 Adq. 0,595 Adq. 0,500 Adq. 0,690 Adq. 0,643 Adq.

2,46 7,91 1,87 0,722 Boa 0,714 Boa 0,744 Boa 0,494 Inad. 1,000 Boa 0,726 Boa

2,91 10,7 9,08 0,226 Inad. 0,225 Inad. 0,205 Inad. 0,000 Inad. 0,401 Inad. 0,223 Inad.

15 7 0 0,576 Adq. 0,606 Adq. 0,751 Boa 0,500 Adq. 1,000 Boa 0,500 Adq.

Cada linha da tabela acima representa uma amostra distinta com valores de entrada espećıficos

para cor aparente, turbidez e pH. As colunas exibem o valor de sáıda para a potabilidade, calculado

por cada um dos métodos analisados, além do valor de referência extráıdo do artigo base deste estudo.

Uma primeira análise dos resultados agregados na tabela permite observar padrões de comportamento

distintos para cada método de defuzzyficação, que se alinham às suas respectivas definições teóricas.

Os métodos centróide e bissetriz apresentaram resultados notavelmente estáveis e consistentes

entre si ao longo de todas as 10 aferições. O método centróide, que calcula o centro de gravidade do

conjunto fuzzy de sáıda, gerou valores praticamente idênticos ao da referência que utilizou o mesmo

método por meio do software MATLABR. A bissetriz, que encontra o ponto que divide a área do

conjunto em duas metades iguais, também produziu resultados bem próximos, indicando que a forma do

conjunto de sáıda agregado foi, na maioria dos casos, relativamente simétrica.

Diferentemente dos métodos de área mencionados anteriormente, MOM, SOM e LOM focam

exclusivamente nos pontos do universo de discurso que possuem o maior grau de pertinência. Essa
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abordagem em grande parte (com exceção do método MOM) resultou em uma variação de sáıda mais

ampla e revelou informações importantes sobre a certeza do sistema. O menor dos máximos (SOM), que

retorna o menor valor com pertinência máxima, estabelece o limite inferior do intervalo de resultados mais

plauśıveis. Em sete das dez aferições, seu valor foi 0 ou próximo de 0.5, alinhando-se à classificação de

potabilidade “inadequada”. Em contrapartida, o maior dos máximos (LOM), que retorna o maior valor,

representa o limite superior desse mesmo intervalo. Em três dos casos, o valor foi 1, correspondendo a uma

potabilidade “boa”. A média dos máximos (MOM), por sua vez, calculou o valor médio desses pontos

de ativação máxima, obtendo resultados próximos aos métodos de área mencionados anteriormente.

A análise se torna ainda mais cŕıtica quando se observa o impacto desses valores na classificação

qualitativa final da água (inadequada, adequada ou boa). Enquanto os métodos centróide, bissetriz

e MOM se mostraram consistentes, mantendo a mesma classificação para a maioria das amostras, a

verdadeira divergência ocorre com os métodos SOM e LOM. Em 5 dos 10 resultados, a escolha entre

o limite inferior (SOM) e o limite superior (LOM) do intervalo de máxima pertinência resultou em

uma mudança direta na classificação da potabilidade. Por exemplo, para a amostra 3, o método SOM

produziu um valor que se enquadra na faixa “inadequada”, enquanto o LOM, para as mesmas entradas,

gerou um resultado classificado como “adequado”.

Esta observação é fundamental, pois demonstra que quando múltiplas regras com conclusões di-

vergentes são ativadas, a seleção do método de defuzzificação não é apenas um detalhe técnico, mas uma

decisão que pode alterar drasticamente a ação a ser tomada, como emitir um alerta de contaminação ou

aprovar a qualidade da água.

A análise comparativa dos métodos de defuzzificação confirma a robustez e a estabilidade dos

métodos baseados em área (centroide e bissetriz) e da média dos máximos (MOM), que se mostraram

os mais adequados para a classificação geral da potabilidade da água neste sistema. Dentre estes, a

adequação do método centroide é particularmente reforçada por sua semelhança aos valores de referência

do artigo.

5. Considerações finais

Este estudo permitiu avaliar de forma comparativa a influência de diferentes métodos de defuz-

zificação – centroide, bissetriz, média dos máximos, menor dos máximos e maior dos máximos – na

classificação da potabilidade da água em sistemas baseados em regras fuzzy.

Observou-se que, quando comparados ao artigo de referência, os métodos baseados em área, como

o centroide e a bissetriz, apresentaram maior estabilidade e consistência nos resultados, enquanto os

métodos baseados em máximos evidenciaram variações mais acentuadas, podendo alterar significativa-

mente a decisão final sobre a qualidade h́ıdrica. Nesse contexto, a implementação em Python por meio

da biblioteca scikit-fuzzy mostrou-se não apenas adequada para a análise, mas também uma alternativa

acesśıvel e reprodut́ıvel ao MATLABR, favorecendo a disseminação de estudos semelhantes e a continu-

idade das pesquisas na área.

Como trabalhos futuros, sugere-se a inclusão de novas variáveis de entrada, como cloro residual,

coliformes ou metais pesados, de modo a enriquecer a análise da potabilidade. Além disso, a aplicação

da metodologia a diferentes bases de dados e ambientes h́ıdricos pode contribuir para validar os modelos.
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