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Resumo. A análise do incremento corrente no estudo de funções é muito im-

portante para descrever o crescimento/decrescimento de variáveis dependentes

de acordo com uma função f(x). Analisar incrementos de variáveis é impor-

tante para auxiliar na tomada de decisões e para comparações entre condições

que podem influenciar as respostas de determinados tipos de variáveis . Uti-

lizando o conceito de derivada é posśıvel analisar os incrementos de forma

anaĺıtica para funções polinomiais quando o incremento é avaliado em um

intervalo unitário ou até mesmo em um intervalo qualquer. Para qualquer

função polinomial os resultados encontrados mostram que o incremento cor-

rente unitário e o incremento corrente periódico podem ser obtidos por meio

das derivadas de ordem superior da função. Dessa forma, as formas anaĺıticas

para os incrementos possibilitam uma modelagem mais precisa e direta dos

incrementos para funções polinomiais.
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1. Introdução

Os resultados de experimentos envolvendo relações de dependência entre

variáveis podem ser explicados pela análise de curvas ajustadas para descrever

como uma variável depende de outra. As curvas ajustadas podem indicar as ta-

xas de crescimento instantâneo para diferentes valores da variável independente

a partir da derivada primeira da função.

Já as taxas de crescimento médio (incremento médio - IM) são dadas

pela variação de y(∆y) dividida pela variação de x(∆x), enquanto o incremento

corrente (IC) pode ser definido por meio da função f(x) que descreve a relação
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entre a variável dependente y e a variável independente x, através da diferença

IC = ∆y = f(x1) − f(x0) dados os números reais x1 e x0. O incremento ∆y

também pode ser obtido por meio da derivada de f(x) em x0 de acordo com a

expressão

∆y = f(x1)− f(x0) ≈ (df(x0)/dx) ·∆x

mas uma boa aproximação depende do tamanho de ∆x = x1 − x0 e da função

f(x) (Mortimer, 2013).

O incremento corrente e o incremento médio são importantes para o

estudo de variáveis em determinadas áreas do conhecimento. Na área florestal

a determinação do momento ótimo de colheita de uma floresta depende da

determinação da idade no qual o incremento médio anual (IMA) de volume é

igual ao incremento corrente anual (ICA), ou seja, no instante de tempo em

que ocorre a intersecção entre as duas curvas de incrementos (Silva et al., 2022;

Seo et al., 2023).

Os incrementos também foram utilizados para comparar os efeitos da

temperatura e da quantidade de chuva sobre o incremento em massa do tronco

(Mg ·ha−1 ·ano−1) de diferentes genótipos de Eucalyptus plantados em regiões

tropicais e subtropicais do Brasil (Binkley et al., 2020). Além disso, o incre-

mento corrente em altura e área basal em peŕıodos de 10 anos para a espécie

Nothofagus pumilio foram utilizados para comparar o crescimento de árvores

em regiões do Mediterrâneo e Patagônia nos Andes no sul do Chile (Piper e

Fajardo, 2011).

Se por um lado as curvas de crescimento no meio florestal são descritas

por curvas sigmoidais, polinômiais ou exponenciais por meio da determinação

dos parâmetros dos modelos a partir dos dados observados (Pommerening e

Muszta, 2016; Garcia, 2005), a modelagem do incremento depende da utilização

de diferentes técnicas. O incremento anual de uma variável pode ser aproxi-

mada pela derivada primeira da função de crescimento (Pommerening e Muszta,

2016; Silva et al., 2022), a modelagem do incremento pode ser feita através da

comparação de modelos ajustados aos dados observados de incremento (Ngugi

et al., 2015) e existe também a possibilidade de obter os valores estimados dos

incrementos de uma variável de forma direta a partir da curva de crescimento

ajustada aos dados de crescimento.

Normalmente as curvas ajustadas para descrever o crescimento em relação

ao peso, altura, diâmetro, área basal ou volume de plantas estão relacionadas

com a existência de pontos de inflexão e de asśıntotas horizontais para indicar



Incremento de funções polinomiais 95

diferentes taxas de crescimento e uma estabilização no crescimento (Seo et al.,

2023; Pommerening e Muszta, 2016; Garcia, 2005). Nestas condições, muitos

modelos sigmoidais(não lineares) são comparados para a escolha do modelo

mais ajustado aos dados de crescimento (Seo et al., 2023; Zeide, 1993; Archon-

toulis e Miguez, 2015).

Se por um lado o uso de modelos sigmoidais para a modelagem do

crescimento apresenta como principal vantagem a interpretação biológica dos

parâmetros, o incremento da variável de interesse somente pode ser obtido por

meio da derivada primeira da função ou de forma direta a partir da curva ajus-

tada para modelar o crescimento. Não existe a possibilidade de dedução de

um novo modelo para a modelagem do incremento de forma direta a partir da

curva de crescimento dada por um modelo não linear.

Diferente do que acontece com a maior parte dos modelos não lineares

utilizados para modelar o crescimento, os parâmetros de modelos polinomiais

são desprovidos de interpretação biológica (Paine et al., 2012), mas é posśıvel

que polinômios tenham condições de fazer melhores estimativas quando com-

parados a outros modelos em algumas condições. Para a modelagem de volume

de árvores e florestas foram utilizados modelos polinomais que dependem so-

mente do diâmetro na altura do peito (dap) e modelos que dependem tanto do

dap quanto da altura das árvores (Dhyani, 2021; Bermejoa et al., 2004).

Para modelar a produção de biomassa aérea de três espécies de Eucalyp-

tus em diferentes regiões do Uruguai, foram testadas diferentes equações para

a obtenção do melhor modelo. Para a região de Paysandú o volume depende

somente do diâmetro na altura do peito, para a espécie E. dunnii é dado por

uma curva polinomial do segundo grau (Resquin et al., 2018). Polinômios do

terceiro grau foram utilizados para modelar o crescimento em volume (m3/ha)

de 10 espécies de árvores nativas na Costa Rica (Petita e Montagnini, 2004).

2. Objetivos

Considerando a importância da modelagem dos incrementos de determi-

nadas variáveis, os objetivos deste trabalho foram:

– demonstrar formas anaĺıticas para os incrementos de funções polinomiais;

– mostrar a dependência destes incrementos em relação às derivadas de

ordem superior de uma forma dependente do grau do polinômio utilizado.
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3. Preliminares

3.1. Conceitos

Definição 1 Seja y = f(x) uma função definida em um intervalo I ⊂ R.

Dado um número real x ∈ I, definimos o incremento corrente unitário (ICU)

de f(x), para x fixado, pela diferença

ICU(x) = f(x)− f(x− 1)

De um modo mais geral, podemos pensar no incremento da função f(x)

para os valores reais x e α de acordo com a seguinte definição.

Definição 2 Seja y = f(x) uma função definida em um intervalo I ⊆ R.

Dados os números reais α, x ∈ I tal que 0 ≤ α ≤ 1, definimos o incremento

corrente periódico (ICP) de f(x) em x fixado e algum α, pela diferença

ICP (x) = f(x)− f(x− α)

É evidente que cada um dos incrementos definidos acima pode ser ob-

tidos de forma direta por meio das diferenças, mas o maior desafio é obter

de um modo geral expressões anaĺıticas para todos incrementos independente

da função f(x). No caso de funções polinomiais, é posśıvel verificar que estas

diferenças estão diretamente relacionadas com as derivadas da função de uma

forma dependente do grau do polinômio.

4. Resultados

4.1. Demonstração

De um modo geral, dado um polinônio

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0

podemos também obter expressões anaĺıticas para ICU e ICP de uma forma

dependente do grau do polinômio. Consideremos quatro lemas que serão utili-

zados para a obtenção de expressões anaĺıticas para os incrementos.

Lema 1 Dada uma função polinomial de grau n, então

ICU =

n
∑

i=1

ai[x
i
− (x− 1)i]
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para x inteiro.

Demonstração. De fato, temos que

ICU(x) = f(x)− f(x− 1)

=

n
∑

i=1

aix
i
−

n
∑

i=0

ai(x− 1)i

= [anx
n
− an(x− 1)n] + ...+ [a1x

1
− a1(x− 1)1]

Portanto,

ICU =

n
∑

i=1

[aix
i
− ai(x− 1)i]

=

n
∑

i=1

ai[x
i
− (x− 1)i]

Lema 2 Para qualquer número real x,

xn
− (x− 1)n =

n
∑

i=1

(

n

i

)

xn−i(−1)i+1

Demonstração. De fato, temos que

(x− 1)n =
n
∑

i=0

(

n

i

)

xn−i(−1)i

=

(

n

0

)

xn−0(−1)0 +

n
∑

i=1

(

n

i

)

xn−i(−1)i

= xn +

n
∑

i=1

(

n

i

)

xn−i(−1)i

Portanto,

xn
− (x− 1)n = xn

− xn
−

n
∑

i=1

(

n

i

)

xn−i(−1)i

=

n
∑

i=1

(

n

i

)

xn−i(−1)i+1
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Lema 3 Seja f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0, então

n
∑

i=1

(−1)i+1[
f(x)(i)

i!
] =

n
∑

i=1





i
∑

j=1

(

i

j

)

xi−j(−1)j+1



 ai

Demonstração. De fato, mostremos por indução. Para n = 1 temos que

f(x) = a1x+ a0. Sendo assim,

n
∑

i=1

(−1)1+1[
f ′(x)

1!
] = f ′(x) = a1

Ao mesmo tempo, temos que

1
∑

i=1





1
∑

j=1

(

1

1

)

x1−1(−1)1+1



 a1 = x0.(−1)2.a1 = a1

Portanto, a equação é verdadeira para n = 1. Suponhamos agora, que a equação

é verdadeira para n de modo que para

fn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + a1x+ a0

temos
n
∑

i=1

(−1)i+1[
f (i)(x)

i!
] =

n
∑

i=1





i
∑

j=1

(

i

j

)

xi−j(−1)j+1



 ai

mostremos que a equação é verdadeira também para n+ 1. Sejam

fn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0

e

fn+1(x) = an+1x
n+1 + anx

n + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0

Temos que

f
(j)
n+1 − f (j)

n =
(n+ 1)!

(n+ 1− j)!
an+1x

n+1−j

Logo,

f
(j)
n+1 =

(n+ 1)!

(n+ 1− j)!
an+1x

n+1−j + f (j)
n

Dessa forma,

n+1
∑

i=1

(−1)i+1[
f
(i)
n+1

i!
] =

n+1
∑

i=1

(−1)i+1

(

(n+ 1)!

(n+ 1− i)!i!
an+1x

n+1−i +
f
(i)
n

i!

)
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=

n+1
∑

i=1

(−1)i+1

(

(n+ 1)!

(n+ 1− i)!i!
an+1x

n+1−i

)

+

n+1
∑

i=1

(

(−1)i+1 f
(i)
n

i!

)

=
n+1
∑

i=1

(−1)i+1

(

(n+ 1)!

(n+ 1− i)!i!
an+1x

n+1−i

)

+
n
∑

i=1

(

(−1)i
f
(i)
n

i!

)

visto que f
(n+1)
n = 0. Por hipótese de indução, temos que

n
∑

i=1

(−1)i
f
(i)
n

i!
=

n
∑

i=1





i
∑

j=1

(

i

j

)

xi−j(−1)j+1



 ai

Logo,

n+1
∑

i=1

(−1)i+1[
f
(i)
n+1

i!
] =

n+1
∑

i=1

(−1)i+1

(

(n+ 1)!

(n+ 1− i)!i!
xn+1−i

)

an+1+

n
∑

i=1





i
∑

j=1

(

i

j

)

xi−j(−1)j+1



 ai

Portanto,

n+1
∑

i=1

(−1)i+1[
f
(i)
n+1

i!
] =

n+1
∑

i=1





i
∑

j=1

(

i

j

)

xi−j(−1)j+1



 ai

Lema 4 Seja f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0, então

n
∑

i=1

[aix
i
− ai(x− 1)i] =

n
∑

i=1

(−1)i+1[
dif(x)
dxi

i!
]

para qualquer número real x.

Demonstração. De fato, pelo 3 temos que

n
∑

i=1

(−1)i+1[
dif(x)
dxi

i!
] =

n
∑

i=1





i
∑

j=1

(

i

j

)

xi−j(−1)j+1



 ai

Mas pelo 2,
i
∑

j=1

(

i

j

)

xi−j(−1)j = [xi
− (x− 1)i]
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Sendo assim,
n
∑

i=1

(−1)i+1[
dif(x)
dxi

i!
] =

n
∑

i=1

[xi
− (x− 1)i]ai

Vejamos agora um resultado que também mostra a relação das derivadas

de ordem superior de polinômios com a definição de incremento periódico.

Teorema 1 Se f(x) é uma função polinomial de grau n, então dados os números

reais x, α,

ICP (x) =

n
∑

i=1

(−1)i+1αi[
f (i)(x)

i!
]

Demonstração. De fato, temos que

ICP (x) = f(x)− f(x− α)

=

n
∑

i=0

ai[x
i
− (x− α)i]

=
n
∑

i=1

ai[x
i
− (x− α)i]

=

n
∑

i=1

ai[x
i
−

i
∑

j=0

(

i

j

)

xi−jαj(−1)j ]

=
n
∑

i=1

ai[
i
∑

j=1

(

i

j

)

xi−jαj(−1)j+1]

Como
n
∑

i=1

(−1)i+1αi[
dif(x)
dxi

i!
] =

n
∑

i=1

ai[

i
∑

j=1

(

i

j

)

xi−jαj(−1)j+1]

então podemos concluir que pela equação acima que

ICP (x) =
n
∑

i=1

(−1)i+1αi[
f (i)(x)

i!
]

Corolário 1 Se f(x) é uma função polinomial de grau n, então dados os

números reais x, α,

d(ICP (x))

dx
=

n
∑

i=1

(−1)i+1αi[
f (i+1)x

i!
]
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Este resultado permite encontrar o valor x com peŕıodo α de maior

incremento. Em outras palavras, é posśıvel verificar se ICP(x) admite pontos

cŕıticos e, consequentemente, pontos extremos da função. Este resultado é

importante para indicar a dinâmica do incremento da função f(x) fixado um

valor α.

5. Conclusões

Os resultados encontrados são importantes na obtenção de expressões

anaĺıticas para a determinação dos incrementos de funções polinomais. A

relação dos incrementos com as derivadas de funções polinomiais permite a

obtenção de forma direta dos incrementos e pode produzir resultados mais

exatos e precisos em comparação com modelos probabiĺısticos.
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