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Resumo. Este trabalho apresenta um estudo numérico do modelo de Malthus

e de decaimento a partir de condições iniciais intervalares. Para isso são con-

siderados os métodos numéricos de Euler e Runge-Kutta, cujas operações são

baseadas em aritméticas intervalares. Em particular, é considerada a aritmé-

tica interativa atrelada à conjunta J0.5, a �m de explorar a propagação de

incerteza ao longo do fenômeno. Algumas simulações são apresentadas para

ilustrar a metodologia e resultados teóricos obtidos.
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1. Introdução

Vários fenômenos da natureza podem ser descritos por ferramentas ma-

temáticas, como equações diferenciais. Por exemplo, Malthus a�rmou que uma

população cresce proporcional a si mesma. A equação diferencial que modela

esse problema é dada por x′ = λx, em que λ é a taxa de crescimento em uma

situação sem limitação de espaço e alimentação.
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Por outro lado, um problema de decaimento é descrito por um modelo

muito similar ao de Matlhus, isto é, x′ = −µx, sendo µ a taxa de degradação

química da partícula. Assim, equações diferenciais podem ser usadas para

analisar como certos objetos evoluem ao longo do tempo. Abordagens como

essa requerem informações, como taxas de crescimento e condição inicial.

No entanto, esses parâmetros nem sempre são descritos com precisão,

uma vez que existem várias incertezas atreladas aos fenômenos. Nesse sentido,

a Teoria de Conjuntos Fuzzy, que estende a Teoria Intervalar, pode ser utilizada

como ferramenta para descrever tais fenômenos de uma forma mais realista. Por

outro lado, resolver equações diferenciais não é uma tarefa simples, ainda mais

quando incorporamos variáveis fuzzy ou intervalares (Barros et al., 2017).

Assim, métodos numéricos são úteis para estudar esse tipo de problema.

Nesse sentido, é desejável que os métodos numéricos satisfaçam alguns requi-

sitos, como a ordem em que o método é calculado, e que de fato aproxima a

solução analítica do problema.

A soma usual (Minkowski) de intervalos possui a propriedade de comu-

tatividade e associatividade, o que a torna consistente nesse sentido. Por outro

lado, a soma entre dois intervalos produz um novo intervalo que é maior em

tamanho do que os anteriores. Aqui, estamos nos referindo ao tamanho pela

largura do intervalo. No contexto da Teoria de Conjuntos Fuzzy, quanto maior

a largura, maior a incerteza. Com isso em mente, estamos interessados em ou-

tras aritméticas que tenham boas propriedades, como as mencionadas acima,

e que possamos ter um melhor controle de suas larguras.

Diferentes tipos de soma entre números fuzzy (ou intervalos) foram pro-

postos na literatura, mas nem todos satisfazem a propriedade associativa, por

exemplo. Aqui, o foco será a soma interativa (Fullér e Majlender, 2004). A

ideia de interatividade está relacionada a uma relação fuzzy chamada distri-

buição de possibilidade conjunta, que tem uma interpretação semelhante às

distribuições na teoria da probabilidade.

Entre os diferentes tipos de soma interativa, discutiremos a soma +0.5

que está associada à distribuição J0.5 proposta em (Esmi et al., 2021) mostra-

ram que o conjunto dos números fuzzy munido da soma +0.5 possui estrutura

de semigrupo, e, portanto, satisfaz a propriedade associativa.

Além disso, exploraram algumas propriedades algébricas desse conjunto

no contexto intervalar. Aqui, faremos um estudo numérico do problema po-

pulacional proposto por Malthus (Edelstein-Keshet, 2005), considerando uma
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condição inicial de intervalo e como a incerteza propaga-se a longo prazo. Além

disso, vamos também aplicar a metodologia para estudar o controle da incerteza

de um decaimento a partir de uma condição inicial intervalar.

A seguir, apresentamos conceitos preliminares na teoria de conjuntos

clássica e fuzzy para uma melhor compreensão do trabalho.

2. Preliminares

Os métodos de Euler e Runge-Kutta são ferramentas matemáticas para

fornecer soluções numéricas para equações diferenciais ordinárias dadas na

forma de um problema de valor inicialx′ = f(t, x(t)),

x(t0) = x0 ∈ R
.

O método numérico proposto por Euler é de�nido por

xn+1 = xn + hf(tn, xn),

em que h é o tamanho de cada intervalo [tn, tn+1] e xn+1 é a aproximação

de x(t) em t = tn+1. Como uma extensão do método de Euler, o método de

Runge-Kutta de quarta ordem (Ruggiero e Lopes, 2000), é dado por

xn+1 = xn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

com k1 = f(tn, xn), k2 = f(tn + h
2 , xn + h

2k1), k3 = f(tn + h
2 , xn + h

2k2) e

k4 = f(tn + h, xn + hk3).

2.1 Teoria de conjuntos fuzzy

Aqui a teoria dos conjuntos fuzzy será apresentada como uma extensão

da teoria dos intervalos. É importante destacar que a teoria dos intervalos

estuda a estrutura, propriedades e aplicações de elementos na forma de [a, b] =

{x ∈ R : a ≤ x ≤ b}. Um subconjunto fuzzy A de um universo X é de�nido

por uma generalização da função característica χA : X → {0, 1}, ou seja, uma

função φA : X → [0, 1] chamada de função de pertinência.

Por exemplo, o intervalo [1, 2] pode ser de�nido pela função χ[1,2] que

satisfaz χ[1,2](x) = 1, se x ∈ [1, 2], ou χ[1,2](x) = 0, se x /∈ [1, 2]. Por outro
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lado, [1, 2] pode ser generalizado por um conjunto fuzzy trapezoidal A, como o

de�nido por φA(x) = 1, se x ∈ [1, 2], φA(x) = x, se x ∈ [0, 1], φA(x) = 3 − x,

se x ∈ [2, 3], e φA(x) = 0 caso contrário.

Para cada 0 < α ≤ 1, o α-corte de A é de�nido por

[A]α = {u ∈ X : φA(u) ≥ α},

e supondo que X é um espaço topológico, então o 0-corte de A é de�nido

como [A]0 = cl{u ∈ X : φA(u) > 0}, em que cl denota o fechamento de

um subconjunto de X (Barros et al., 2017). A largura de um conjunto fuzzy

é calculada pelo tamanho de seu 0-corte e quanto maior a largura, maior a

incerteza que ele modela.

Na modelagem e aplicações, o conceito de um número fuzzy é conside-

rado, uma vez que estende a de�nição de um número real. Um subconjunto

fuzzy A de X é um número fuzzy se o espaço topológico é dado por X = R
e cada α-corte de A é um intervalo não vazio, fechado e limitado com suporte

limitado (suppA = {u ∈ R : φA(u) > 0}) (Esmi et al., 2021). A classe de

números fuzzy é denotada por RF . Em particular, a classe de números fuzzy

com extremos dos α-níveis contínuos, em relação a α, é denotada por RFC
.

No espaço dos números fuzzy, as operações aritméticas são de�nidas em

termos dos princípios de extensão, como os princípios de extensão de Zadeh e

sup-J ,

(A⊗B)(z) = sup
x⊗y=z

min{A(x), B(y)} (princípio de extensão de Zadeh)

(A⊗J B)(z) = sup
x⊗y=z

J(A(x), B(y)) (princípio de extensão sup-J),

em que ⊗ é uma operação aritmética e J é uma relação chamada distribuição de

possibilidade conjunta (DPC). Lembre-se que J é uma DPC entre os números

fuzzy A e B se A(x) = sup
u∈R

J(x, u) e B(y) = sup
v∈R

J(v, y), simultaneamente

(Fullér e Majlender, 2004).

As operações aritméticas via extensões de Zadeh e sup-J são chamadas

de aritmética padrão (ou não interativa) e aritmética interativa, respectiva-

mente. A principal diferença entre esses dois tipos de aritmética é que a exten-

são sup-J produz resultados mais especí�cos do que a extensão de Zadeh, o que

signi�ca que A⊗J B tem largura menor ou igual à largura de A⊗B. Para in-

tervalos, a adição via extensão de Zadeh é dada por [a, a]+ [b, b] = [a+ b, a+ b],

o que é equivalente à adição de Minkowski (Moore et al., 2009). Por outro
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lado, a adição via extensão sup-J produz outros resultados; por exemplo, a

distribuição J = J0 proposta por (Esmi et al., 2015), produz [a, a] +J0 [b, b] =

[min(a+b, b+a),max(a+b, b+a)]. Por exemplo, seja A = [1, 2] e B = [3, 7], en-

tão A+B = [1+3, 2+7] = [4, 9] e A+J0
B = [min(2+3, 1+7),max(2+3, 1+7)] =

[5, 8]. Note que width(A+J0
B) = 3 ≤ 5 = width(A+B).

Operações aritméticas como ⊗J0
são importantes porque permitem con-

trolar o crescimento da largura em uma dinâmica temporal, ao contrário da

aritmética padrão. O crescimento da largura signi�ca uma propagação de in-

certeza, o que leva a inconsistências na modelagem. Outras aritméticas inte-

rativas podem ser consideradas para evitar esse problema, como a família de

DPCs proposta por Esmi et al. (2021), denotada por Jγ . A construção dessa

família é muito elaborada, então aqui nos concentramos apenas na expressão

da soma, obtida a partir do princípio de extensão sup-J . A soma A +γ B é

fornecida no próximo teorema.

Teorema 1 (Esmi et al., 2021) Sejam A,B ∈ RFC , cujos α-cortes são [A]α =

[a−α , a
+
α ] e [B]α = [b−α , b

+
α ]. Para cada γ ∈ [0, 1], temos que os α-cortes de

A+γ B são dados por

[A+γ B]α = [c−α , c
+
α ] + {a+ b} (2.1)

com
c−α = inf

β≥α
h−
(A+B)(β, γ) e c+α = sup

β≥α
h+
(A+B)(β, γ), (2.2)

com
h−
(A+B)(β, γ) = min{ (a(a))−β + (b(b))+β + γ((b(b))−β − (b(b))+β ),

(a(a))+β + (b(b))−β + γ((a(a))−β − (a(a))+β ),

γ((a(a))−β + (b(b))−β )}
e

h+
(A+B)(β, γ) = max{ (a(a))−β + (b(b))+β + γ((a(a))+β − (a(a))−β ),

(a(a))+β + (b(b))−β + γ((b(b))+β − (b(b))−β ),

γ((a(a))+β + (b(b))+β )}
, em que

(a(a))−β , (a
(a))+β , (b

(b))−β e (b(b))+β representam os extremos dos α-cortes deslo-

cados a partir dos pontos médios dos números fuzzy A e B, respectivamente, e

os símbolos inf e sup representam os operadores ín�mo e supremo, respectiva-

mente.

No contexto da teoria intervalar, um resultado similar pode ser obtido.

Esse resultado é enunciado no teorema 2.
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Teorema 2 (Esmi et al., 2022) Sejam A = [a, a] e B = [b, b] dois intervalos e

γ ∈ [0, 1]. A soma interativa C = A +γ B para qualquer γ ∈ [0, 1] é dada por

C = [c, c], tal que

c = max{a+ b+ γ(b− b), a+ b+ γ(a− a)}

e

c = min{a+ b− γ(b− b), a+ b− γ(a− a)}.

Por exemplo, sejam A = [1, 2] e B = [2, 5]. As somas interativas +γ

são dadas por A +0 B = [4, 6], A +0.25 B = [3.75, 6.25], A +0.5 B = [3.5, 6.5],

A+0.75 B = [3.25, 6.75] e A+1 B = [3, 7]. Perceba que quanto maior o valor γ,

maior o tamanho do intervalo. Nesse sentido, o parâmetro γ �mede� o nível de

interatividade entre os intervalos, e, consequentemente, o tamanho do intervalo

de resposta.

Este artigo foca em uma distribuição especí�ca de possibilidade conjunta

dessa família, a distribuição J0.5, que será discutida na próxima seção. A partir

de agora, a discussão será fornecida apenas para a classe de intervalos, denotada

por I.

3 Distribuição de Possibilidade Conjunta J0.5

A distribuição de possibilidade conjunta J0.5 é de�nida por uma rela-

ção que restringe o domínio dos produtos cartesianos nos quais os elementos

dos intervalos são associados. A representação grá�ca dessa distribuição de

possibilidade conjunta para intervalos é apresentada na �gura 1.

Figura 1: Representação da distribuição de possibilidade conjunta J0.5 para

intervalos.

A soma entre números difusos interativos com base em J0.5 pode ser

obtida a partir do teorema 2, aplicando γ = 0.5. A expressão de +0.5 é dada

pelo seguinte corolário.
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Corolário 1 Sejam A = [a, a] e B = [b, b] dois intervalos. A soma interativa

C = A+0.5 B é dada por C = [c, c], com

c = a+ 0.5(b+ b) e c = a+ 0.5(b+ b)

ou

c = b+ 0.5(a+ a) e c = b+ 0.5(a+ a).

A partir do corolário acima, é possível estabelecer uma conexão entre a

largura de A+0.5 B e seus operandos, que é enunciado no lema a seguir.

Lemma 1 (Wasques et al., 2023) Sejam A e B intervalos. Se diam(A) ≥
diam(B), então A +0.5 B = A + b, em que b é o ponto médio do intervalo B.

Por outro lado, se diam(A) ≤ diam(B), então A +0.5 B = B + a, sendo a o

ponto médio do intervalo A.

Wasques et al. (2023) provaram que o conjunto (I,+0.5) satisfaz a pro-

priedade associativa, e portanto tem estrutura de semigrupo. Isso signi�ca que

podemos alterar a ordem de computação em métodos numéricos, o que não

necessariamente ocorre em geral.

Aqui a principal propriedade desse semigrupo será explorada em méto-

dos numéricos. Note que em métodos como Euler e Runge-Kutta, a associati-

vidade é uma propriedade fundamental para garantir a consistência da solução

numérica �nal, uma vez que o cálculo não pode depender da ordem em que é re-

alizado. Na próxima seção, apresentamos uma aplicação dessa soma interativa

em um modelo de crescimento populacional chamado problema Malthusiano e

em modelo de decaimento.

4. Os modelos de Malthus e decaimento

Malthus propôs o primeiro modelo para estudar a dinâmica do cresci-

mento populacional. As premissas do seu modelo são que a população cresce

proporcionalmente a si mesma, levando à seguinte equação diferencial ordinária

x′ = λx, sendo 0 < λ ≤ 1 a taxa de crescimento. Portanto, a partir de uma

informação sobre o valor inicial da população x(0) = x0, a solução para esse

problema é dada por x(t) = x0e
λt, o que é coerente com a hipótese estabelecida

por Malthus.

No entanto, determinar com precisão o valor inicial x(0) nem sempre

é simples. Assim, é mais razoável modelar x(0) por meio de intervalos ou
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números fuzzy, a �m de considerar uma imprecisão em torno do valor inicial

da população. Portanto, o problema malthusiano estudado aqui é de�nido porx′ = λx

x(0) = X0 ∈ I
,

tal que X0 = [x0, x0] e 0 < λ ≤ 1.

Uma vez que analisado o crescimento, este será então comparado com o

problema oposto, ou seja, o problema de decaimento. De maneira similar ao

crescimento, o problema malthusiano de decrescimento considerando intervalos

ou números fuzzy é de�nido como sendox′ = −λx

x(0) = X0 ∈ I
,

tal que X0 = [x0, x0] e 0 < λ ≤ 1.

Em termos do princípio da extensão de Zadeh (ou sup-J) para uma en-

trada, a solução intervalar para o problema de Malthus é dada por X̂(t) =

[x0e
λt, x0e

λt], enquanto que a do decaimento se invertem os extremos da solu-

ção.

Aqui, será considerada uma metodologia em que se parte de métodos

numéricos clássicos para aproximar soluções de equações diferenciais, em que

Xn será dado por intervalos e a soma envolvida no método será estendida para

a soma interativa +0.5. A �m de apresentar as vantagens de +0.5, a solução

numérica via soma usual de intervalos também será fornecida.

5. Interpretação do problema

A proposta desenvolvida por Thomas Malthus de�nida como modelo

de crescimento malthusiano refere-se ao crescimento de uma população a uma

taxa proporcional a ela mesma. Para descrever uma população humana, por

exemplo, é possível perceber que detém muitas limitações, mas, para um uni-

verso amostral mais isolado, com uma menor quantidade de variáveis, pode ser

bastante útil. Por exemplo, é possível pensar na aplicação para uma cultura

de bactérias que cresce isolada em um laboratório.

Para explorar o modelo de crescimento malthusiano e sua respectiva

solução, é possível resolver numericamente por meio de diferentes métodos.
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Para tanto, as soluções numéricas via método de Euler baseadas nas somas +0,

+0.5 e a usual para o problema de crescimento são, respectivamente, dadas por

Xn+1 = Xn +0 h(λXn), (5.3)

Xn+1 = Xn +0.5 h(λXn) e (5.4)

Xn+1 = Xn + h(λXn). (5.5)

Já as soluções numéricas via método de Runge-Kutta baseadas nas somas

+0, +0.5 e usual para o problema de decrescimento são, respectivamente, dadas

por

Xn+1 = Xn +0
h

6
(K1 +0 2K2 +0 2K3 +0 K4), (5.6)

com

K1 = λXn,

K2 = λ

(
Xn +0

h

2
K1

)
,

K3 = λ

(
Xn +0

h

2
K2

)
,

K4 = λ (Xn +0 hK3) ,

Xn+1 = Xn +0.5
h

6
(K1 +0.5 2K2 +0.5 2K3 +0.5 K4), (5.7)

em que

K1 = λXn,

K2 = λ

(
Xn +0.5

h

2
K1

)
,

K3 = λ

(
Xn +0.5

h

2
K2

)
,

K4 = λ (Xn +0.5 hK3)

e

Xn+1 = Xn +
h

6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4), (5.8)
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tal que

K1 = λXn,

K2 = λ

(
Xn +

h

2
K1

)
,

K3 = λ

(
Xn +

h

2
K2

)
,

K4 = λ (Xn + hK3) .

6. Resultados e discussões

As soluções numéricas (5.3), (5.4) e (5.5) são representadas na �gura

2 à esquerda, ao passo que o diâmetro das soluções dos intervalos possa ser

observado à direita.

Figura 2: Solução numérica para o modelo malthusiano de crescimento (à es-

querda). Diâmetro da solução em cada instante de tempo (à direita). Os

parâmetros da simulação foram h = 0.01, λ = 0.2 e x0 = [1, 2].

Note que ambas as soluções têm o comportamento qualitativo da solução

clássica proposta por Malthus, ou seja, a solução apresenta crescimento expo-

nencial. A �gura 2 para a soma usual revela que a largura da solução numérica

aumenta inde�nidamente, o que implica que a incerteza se propaga ao longo

do tempo.

No entanto, a solução numérica via soma interativa +0.5 possui diâmetro

constante ao longo do tempo, o que mostra um controle da incerteza sobre o

fenômeno. Por outro lado, a soma +0 faz com que a incerteza diminua ao longo

do tempo, corroborando resultados teóricos Esmi et al. (2021).
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Ainda mais, a �gura 2 sugere que a solução intervalar via J0 está contida

na solução via J0.5 que está contida na solução J1. Isso ocorre devido ao fato

de que J0 ⊂ J0.5 ⊂ J1, e portanto,

sup
x+λhy=z

J0(x, y) ⊂ sup
x+λhy=z

J0.5(x, y) ⊂ sup
x+λhy=z

J1(x, y),

e assim

Xn +0 λhXn ⊂ Xn +0.5 λhXn ⊂ Xn +1 λhXn,

para todo n ∈ N.

Como consequência temos que

diam(Xn +0 λhXn) ≤ diam(Xn +0.5 λhXn) ≤ diam(Xn +1 λhXn),

para todo n ∈ N, e portanto, o diâmetro da solução do modelo de Malthus via

aritmética +0.5 está sempre limitada aos diâmetros da solução via +0 e soma

usual. Mais que isso, pode-se mostrar que a solução via +0.5 possui diâmetro

constante, já que

[Xn+1, Xn+1] = [Xn, Xn] +0.5 λh[Xn, Xn]

= [Xn, Xn] +0.5 0.5(λhXn + λhXn),

já que diam(λh[Xn, Xn]) ≤ diam([Xn, Xn]). Isso signi�ca que

diam(Xn+1) = Xn+1 −Xn+1

= Xn + 0.5(λhXn + λhXn)− (Xn + 0.5(λhXn + λhXn))

= Xn −Xn

= diam(Xn),

para todo n ∈ N. Isto é, o diâmetro da solução intervalar é constante.

Por outro lado, as soluções do problema de decaimento terão cálculo se-

melhante às soluções numéricas (5.3), (5.4) e (5.5), tendo como única diferença

a oposição do sinal. O resultado pode ser conferido na �gura 3, novamente com

respectivos diâmetros expostos à direita.
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Figura 3: Solução numérica para o modelo de decaimento (à esquerda). Di-

âmetro da solução em cada instante de tempo (à direita). Os parâmetros da

simulação foram h = 0.01, λ = 0.2 e x0 = [1, 2].

De modo similar ao caso de Malthus, podemos concluir que a solução via

+0 está contida na solução via +0.5 que está contida na solução via soma usual.

Além disso, também pode-se mostrar que a solução possui diâmetro constante

na aritmética +0.5. De fato,

[Xn+1, Xn+1] = [Xn, Xn] +0.5 (−λ)h[Xn, Xn]

= [Xn, Xn] +0.5 0.5((−λ)hXn + (−λ)hXn),

já que diam(−λh[Xn, Xn]) ≤ diam([Xn, Xn]). Isso signi�ca que

diam(Xn+1) = Xn+1 −Xn+1

= Xn + 0.5((−λh)Xn + (−λh)Xn)

− (Xn + 0.5((−λh)Xn + (−λh)Xn))

= Xn −Xn

= diam(Xn),

para todo n ∈ N.
É importante observar que ambas as soluções numéricas são consistentes

em termos da propriedade associativa, uma vez que cada elemento Xn+1 foi

obtido de forma única, já que a ordem das operações aritméticas é indepen-

dente.

Assim como o método de Euler, o método de Runge-Kutta forneceu so-

luções numéricas qualitativamente semelhantes à solução determinística. Para

o método de Runge-Kutta, �ca claro o quanto é possível ter um controle maior
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da incerteza ao longo do fenômeno ao comparar as amplitudes das soluções

intervalares vistas na �gura 5.

Figura 4: Para o modelo malthusiano de crescimento, é possível observar a

solução numérica pelo método de Runge-Kutta à esquerda, em que as sombras

indicam a solução numérica intervalar. Na direita, é possível ver o comporta-

mento do diâmetro dos intervalos. O problema teve como solução inicial 1.5,

com h = 0.01, λ = 0.2 e x0 = [1, 2].

Figura 5: Para o modelo malthusiano de decaimento, é possível observar a so-

lução numérica pelo método de Runge-Kutta à esquerda, em que as sombras

indicam a solução numérica intervalar. Na direita, é possível ver o comporta-

mento do diâmetro dos intervalos. O problema teve como solução inicial 1.5,

com h = 0.01, λ = 0.2 e x0 = [1, 2].

De modo similar ao que foi feito para o método de Euler em ambos os

modelos de Malthus e decaimento, pode-se mostrar que as soluções intervalares

via aritmética +0.5 possuem diâmetro constante, como pode ser constatado na

tabela 1.
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Tabela 1: Informações das soluções numéricas para o método de Euler e Runge-

Kutta no problema de decaimento para +0.5.

Método
Tempo Inferior Superior Diâmetro

(s) (m) (m) (m)

Euler 0.5 0.86 1.86 1.0

1 0.73 1.73 1.0

Runge 0.5 0.93 1.93 1.0

1 0.86 1.86 1.0

7. Comentários �nais

Este trabalhou estudou o problema de Malthus e de decaimento a partir

de condição inicial incerta do tipo intervalar. O artigo forneceu um estudo

numérico deste tipo de problema considerando a extensão de dois métodos

numéricos, o de Euler e de Runge-Kutta. Como a condição inicial para o

problema é do tipo intervalar, então a aritmética envolvida no método numérico

foi adaptada para este caso. Aqui foram consideradas três aritméticas, a soma

+0, a soma +0.5 (ambas vindas de uma família de distribuições de possibilidade

conjunta) e a soma usual entre intervalos, sendo que o presente trabalho se

dedicou ao estudo mais detalhado sobre +0.5.

A seção 4 apresentou uma comparação entre as soluções numéricas via

métodos de Euler e Runge-Kutta. As simulações corroboraram os resultados

teóricos de que a aritmética padrão propaga incerteza, enquanto na aritmética

interativa há um melhor controle dessa propagação. De fato, este artigo cons-

tatou que a solução numérica via soma interativa +0.5 possui largura constante

em ambos os métodos numéricos, para os dois modelos propostos. Isso signi�ca

que a incerteza permanece constante ao longo do tempo. Para trabalhos futu-

ros, pretendemos investigar as propriedades algébricas da operação aritmética

+0.5 para problemas populacionais mais gerais como o de Verhulst e Gompertz.
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