Biomatemdtica 33 (2023), 21-40 ISSN 1679-365X
Uma publicagdo do grupo de Biomatemdtica IMECC — Unicamp

Método das projecoes de Chorin Teman aplicado
a equacao de Navier-Stokes: problema da

cavidade

Gesivaldo S. Silval
Instituto Federal do Maranhdo — IFMA, 65.980-000, Carolina/MA.

Andre Krindges?
DEMAT, ICET — UFMT,78.060-900, Cuiaba/MT.

Jodo Frederico C. A. Meyer?
DMA, IMECC — Unicamp, 13.098-320, Campinas/SP.

Resumo.Nesse trabalho propomos uma solugao numérica para o problema da
cavidade via equagoes de Navier-Stokes, utilizando o método das projecdes de
Chorin - Teman, que permite um desacoplamento do campo de velocidade e
pressao e uma discretizacado semi implicita no tempo. Para a discretizacao
espacial utilizamos o método de elementos finitos do tipo P1, com uma malha
gerada pelo GMSH e bastante refinada. A implementagao do cédigo compu-
tacional foi realizada toda em paralelo. Fizemos anélise dos graficos para os
campos de velocidades, na qual avaliamos o comportamento de estabilidade

do método.
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1. Introducao

O presente artigo é parte de uma pesquisa de doutorado, defendida em
2022 no Instituto de Matematica Estatistica e Ciéncia da Computacao da Uni-

camp. Segundo Silva (2022), o trabalho propds uma solugdo numérica para
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a equagao de difusdo, advecgao e reagado, utilizando o método dos elementos
finitos na discretizacao espacial, com vista a tratar o campo de velocidade com
a equagao de Navier-Stokes, via método das projegoes de Chorin-Teman. O
método de Chorin Teman é um método que se mostrou eficiente e que permite
o desacoplamento do campo de velocidade e pressao e uma discretizacao semi
implicita no tempo.

A equagao de Navier-Stokes para fluido incompressivel, é uma formulagao
por via de um modelo matemaético descrito por equagoes diferencias parciais
nao lineares, que possibilitam um tratamento para campos de velocidade e

pressao em um escoamento de fluido laminar, transicao ou turbulento.

Uma das possibilidades de validacao de um experimento numérico, ¢é a
adaptacao do cédigo computacional aos arranjos de um problema cldssico da
literatura, ja discutido e aceito na cademia. Quando tratamos um fenémeno de
mecanica dos fluidos via equagoes de Navier - Stokes, com tratamento compu-
tacional, os problemas que sao classicos e que surgem inicialmente como testes,
sao os problemas do duto cilindrico ou da cavidade, pois sdo exemplos muito

bem aceitos pela comunidade cientifica.

A proposta que implementamos e testamos, trata de um escoamento
bidimensional no interior de uma cavidade com tampa deslizante. Em que es-
tamos tratando a cavidade (quadrada) com lado L = 1 m. Pelas condigdes de
contorno sugeridas para o problema, adotamos uma velocidade u, = 1m/s na
parte superior da cavidade. Para efeito de contexto, o movimento do fluido
no interior da cavidade sera provocado pelo movimento da fronteira na qual
ocorrerd o deslize da tampa. O deslocamento da tampa provocard movimentos
no interior da cavidade que sera passivo de formacoes de vértices a depender
do grau do numero de Reynolds que serd adotado no experimento. A imple-
mentacao do cédigo foi feita em paralelo, com uma discretizagao espacial via
teoria de elementos finitos do tipo P1, e uma malha bem refinada. Utilizamos
o método de Galerkin, via teoria de elementos finitos e aplicado ao Método das

Projegoes de Chorin Teman.

A paralelizagao foi um dos diferenciais dessa pesquisa. Segundo Antunes
(2008), a paralelizacdo é uma forma pela qual a demanda computacional é su-
prida através do uso simultaneo de recursos computacionais como processadores
para a solugdo do problema, ou seja, o codigo em paralelo nos permite fazer
escolhas dos processadores, que possibilita posteriormente, resolver problemas

com altas demandas computacionais usando apenas uma CPU.
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A implementacao em paralelo executam tarefas independentes nos nicleos
fisicos da Central Processing Unit (CPU), em que as operagdes sao executa-
das implicitamente por fungdes padrao do software Matlab. A paralelizacao
é realizada em Matlab através da funcao Parallel Computing Toolbox. E um
comando que fornece uma maneira eficiente para acelerar codigos na linguagem
Matlab, executados em uma CPU.

O objetivo da implementagao em paralelo é proporcionar um desem-
penho computacional eficiente na solucao de problemas diversos de grande
impacto computacional, ou seja, grande escala, proporcionando uma redugao
significativa do tempo computacional em niveis de processameto.

Os testes realizados, foram executados por 12 nicleos fisicos, sendo por
padrao, cada processador executa uma tarefa. Em linhas gerais, os célculos
realizados em cada elemento nao sao contas dificeis, portanto, realizamos testes
em que cada ntcleo fisico, se comportou como 4 threads, que sao processadores
virtuais capazes de executarem uma tarefa independente, o que nos possibilitou
trabalharmos com 48 processadores virtuais independentes na execucao das
tarefas.

Os testes foram realizados em parceria com o Departamento de Ma-
temadtica da Universidade Federal de Mato Grosso, campus Cuiabd. No labo-

ratério de Matematica Aplicada e Computacional da Universidade.

2. Equacao de Navier Stokes

A evolugao do fluxo de fluido viscoso e incompressivel em um dominio

limitado 2 C R? é governado pela formulacio a seguir.

%ﬂﬁ-vmw—uv%:ﬁ (v,9) EQCR?, te (0,T] CR
(2.1)
V-7=0

com Qx (0,T), v(z,y,t) € R? é a velocidade do fluido, (z,y) € Qe t € (0,T)
com T > 0. Esta equac@o é vista dentro da dinamica dos fluidos, como res-
ponsével por descrever o comportamento geral dos fluidos. Outros parametros
essenciais no modelo apresentados em 2.1, sao: p(x,y,t) é a pressao, o v é o coe-
ficiente de viscosidade do fluido, nimero de Reynolds (constante adimensional)

1
Re = — e f(z,y,t) um campo de forga externa.
v
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2.1. Condicgoes de contorno para o problema da cavidade

As condigoes de contorno para o problema da cavidade, além da condigao
inicial que o caso requer, serd descrita na figura 1.

V=1, Vy=0
—_— —

L=1 Ve=0, Vy=0 Ve=0, Vy=0

Ve=0, Vy=0

| L=1

Figura 1: Cavidade com tampa deslizante.

3. Método das projecoes: formulacao variacional

e discretizacao das equacoes

A formulagao variacional para a equagao de Navier-Stokes, é via uma
técnica creditada a Chorin (1968) e Temam (1977), conhecido como método
das projecoes (ou método dos passos fracionados). Segundo Trales (1995), esse
método muito rapidamente se mostrou como prético para resolver problemas
evolutivos numericamente em formulacao velocidade-pressao.

O método tem sido bastante utilizado em aproximagoes numéricas em
problemas de dinamicas dos fluidos, pois permite o desacoplamento do campo
de velocidade e pressao. Um tratamento parecido com o aqui proposto, pode ser
encontrado no trabalho de Krindges (2011) e Ruas e Goldberg (1999), ambos
para o caso tridimensional.

Ainda segundo Trales (1995), a técnica das projegdes consiste em de-

compor a cada passo de tempo, a resolucao do problema de Navier-Stokes em
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uma etapa de convecgao e uma etapa de projegao.

Os passos seguintes consistem em realizarmos uma discretizacao tempo-
ral para a equagao (2.1) em cada passo de tempo. Para um dado passo de tempo
At e uma velocidade inicial vy = v(0,x,y), uma discretizagio semi-implicita
no tempo consiste em aproximar v(- ,nAt) e p(- ,nAt) para n = 1,2, ... pela

solugdo (v™,p™) do sistema (3.2).

o — ,Unfl L .
—vAY" "L V)ut 4+ Vp't =
At vt (o ot V=1 (3.2)
V.o =0.
Em uma apresentagao inicial, o algoritmo pode ser expresso por:
Dado vy, para n = 1,2, ..., calcular v™ e p?
o™ — ol
— =4+ Vpl =0
At P
(3.3)
Vo =0

em que a velocidade v? de (3.3) é uma aproximagao de v", a velocidade corrigida
no passo n.

Aplicando o operador divergéncia na equagao (3.3), e considerando que
V -v™ = 0, chegamos na equacido (3.4) a seguir.

Vol
Ap? = .
n

Assumindo a condigdo proposta por Chorin (1968), temos que (v™ —

(3.4)

n

v?) -1 =0 em todo o contorno 9€2, o que nos permite aplicar uma condigao de
8 (a3
contorno do tipo ;?* = 0 para a pressao.
n

O algoritmo limita-se a resolver, sucessivamente, mediante as condigoes
iniciais e as condigdes de contorno dadas, sendo v a solugao de (3.5) aproxi-
mada no passo atual. O que, em seguida, permite o desacoplamento do campo

de velocidade e pressao.

n _ ,n—1

v [ -
* — vAD" n—1 n_ f .
AL vAv} 4 (v Vvl = f (3.5)
V.-v?
Apl = = .
Pl =g (3.6)

" =0l — At Vpl (3.7)

*
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A formulagdo variacional do problema para as equagdes (3.5), (3.6) e
(3.7), ajustadas as condices de fronteiras e tomando u € Hg(£2), prossegui-

mos.

n

_ =1
/&udﬂfy/A’Ufudﬂ,+/(vnflV)Ufudﬂ
Q At 9 Q

_ /Q Foudp,Yu e (HHQ)?  (38)

AV
/Apf:~q du:/ g, e e H'Q). (3.9)
Q Q

/v"-udu:/v*-udu—At/fo-udu , Yu € (H(Q)?  (3.10)
Q Q Q

Fazendo uso da identidade de Green e usando as condigoes de fronteiras
para o problema em estudo e usando os resultados das equacgoes (3.8), (3.9),
(3.10), temos:

n n—1
/1)*7~udu+1//vaoVud,u+/(v”71~V)vf~udu

:/f~udu, Vu € (HF(Q)2  (3.11)
Q

/fo-Vq duz—/ Voo cq du , Yq € HY(Q). (3.12)
Q 0 At

/v”~ud,u:/v*~udu—At/fo~ud,u , Yu € (H3(Q)%  (3.13)
Q Q Q

Feita a formulacao variacional para o método das projecoes, a existéncia
e unicidade das solugbes das equagbes (3.11), (3.12) e (3.13) podem ser encon-
tradas em Ruas e Goldberg (1999) para o caso em trés dimensoes e em Trales

(1995), para um caso bidimensional com os seus devidos arranjos.

3.1. Discretizacao espacial

Tomando a formulagao varicacional e definindo o subespago U, C H1(f2)
de dimensao finita gerado pela base B = {1, ¥2...¢n, }, a solucdo das Equagoes
(3.11), (3.8) e (3.9) pode ser escrita como uma combinagao linear dos elementos

da base B como posto em (3.14);
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o= ui(t)p;(xiyi). (3.14)

Jj=1

Como uma das possibilidades do método de Galerkin é via Elementos
Finitos, as func¢oes da Base B sdo escolhidas do tipo linear satisfazendo as
condicoes do delta de Kronecker. Tais que ¢;(p;) = dj;; ¢ j =1 : nin, em
que o ntn é o numero total de nés e p; é o i-ésimo né da malha.

A discretizagdo para a equacdo (2.1) apds sua formulagdo variacional
(3.11), (3.8) e (3.9), em que usaremos a notagao que Krindges (2011) usou
em sua tese de doutorado. Assim, os passos seguintes foram: tomando os su-
bespagos vetoriais de dimensées finitas Vy(h) e Vp(h), gerado pelas bases B, =

{07, 03, ..., (b:lz} e B, = {7, ¢5, ..., qup }. Vamos considerar ainda o subespago
Vg%) de dimensao finita de H'(£2), gerado pela base Bz = {q’) v ,ng i

Frente a esta construgao podemos obter as v™ e v} e escreve—las como fungoes
do espaco VI(: ) x VI(: ) com p? tomado no espaco Vph. Escrevendo cada uma
das coordenadas das velocidades em termos das bases que foram definidas an-

teriormente, obtemos:

it v
" = (v1,v9) = Zvﬁ-(bfy(m,y szj zy) |, (3.15)
i=1
v:l = (U1*7U2* = Zvl*z :Ey J} y Zv2*3 £y l‘ y ) (316)
i,
> ol (@) | (3.17)
i=1

O préximo passo serd substituir as equagoes (3.15) , (3.16) e (3.17) nas
equagdes (3.11), (3.8) e (3.9) e desenvolver as operagoes necessarias, o que
permite obtermos a cadeia de sistema lineares (3.18) e, assim, as matrizes e
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vetores da seguinte forma:

D _pn = dn
Fiol = b7
FQ’U? = bg

(A +Cph)op, = byt

(Ag+C3 1) og, =05, !

Silva, Krindges & Meyer

(3.18)

Podemos representar os elementos da cadeia de sistemas (3.18) pelos

elementos em sua forma discretizada.

(A = 55 (47,67)_+v (Vo - vo7) .

@) = (- veel), i
(17, = 2, (F767) .
- & o), oo
(Ca)yy = (ot vai o) o i

n— 1 n—
(b2* 1)j:Kt(U1 1"1)7)97 ”Z

(o), = (¢5%,07) o mit x ]

op}

o), = 0 éDa - A (FE.07) L )
Q

op}

(03), = (o3, 67) —At( ,¢z) o
2 2 Q 8x o

~
h

X ny,

X n)

v
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Feita a formulacao variacional e a discretizagao, seguiremos a proxima

secao para a apresentagao da discreticao do dominio.

4. Discretizacao do dominio

O (MEF) baseado em Becker et al. (1988) e Hughes (2000) é uma técnica
geral que garante o suporte para a construgao de aproximagoes da solugao
numérica de problemas a valores de contorno e condigoes iniciais. A malha
usada no trabalho foram elementos triangulares do tipo P1 nao estruturada.

Uma defini¢ao apresentada por Silva (2022), é a seguinte:

Definicao 1 Uma subdivisao de um dominio Q) € uma colecdo finita de ele-

mento do dominio K;, tal que:

LKNK; =0 sei#j

nte

2. UK =9
=1

A triangulagdo do dominio é o que chamaremos de malha. Ou seja,
construiremos uma malha sobre Q2 do tipo P1 e esta consistird de nte (nimero
total de elementos) elementos finitos. (E7, Ea, .., Ente), que por sua vez serao
disjuntos dois a dois e terdo em comum uma aresta ou um vértice (os vértices
de um elemento nunca ocorre no lado de outro elemento) conforme defini¢do.

A discretizagdo do dominio, foi realizada tal que a malha fosse lida no
sentido anti-horéario. Destacamos que apds a confeccao da malha, criamos uma
rotina para varrer todos os elementos e conferir a ordem de construcido da
malha.

A construgao da malha, foi feita via software GMSH. Em que destacamos
que Geuzane e Remacle e Geuzaine (2009) afirmam que o GMSH é um gera-
dor de malha de elementos finitos de cédigo aberto com um mecanismo CAD
integrado e pds-processador. Seu objetivo de design é fornecer uma ferramenta
de malha répida, leve e facil de usar com entrada paramétrica e recursos de
visualizagao avancados. O GMSH é construido em torno de quatro médulos:
geometria, malha, solucionador e pds-processamento.

Para Krindges (2011) uma particularidade muito 1til do GMSH ¢ a or-
ganizagao dos pontos: no arquivo de saida, primeiro sao colocados os pontos
de fronteira e depois os internos. Essa organizagao facilita na implementacao
do método de elementos finitos.
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Para o dominio em estudo, a malha gerada segue apresentada na figura

2 foi obtida para os dados apresentados abaixo:

” 04 042 044 046 048 05 052 054 056

Figura 2: Malha cavidade.

nte = 26.460 (Numero total de elementos)
ntn = 13031 (Nimero total de nés)
nf = 400 (Ndmero de nds da fronteira)

Uma das coisas fundamentais que foram observadas na construgao da
malha, foi a localizagdo dos entes geométricos. Com eles foi possivel identificar
os nés locais e globais da malha, além de identificar com muita precisao os
elementos de fronteira e a estatistica da malha. Para a poligonal que estamos
trabalhando, foram gerados 404 elementos de fronteira.

5 Resultados numéricos

Para as simulagoes realizadas, foram feitos 4 testes com diferentes niimeros
de Reynolds. Na tabela 1 abaixo apresentamos os dados que foram usados nas

simulagoes.
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Tabela 1: Dados das simulagoes para o problema da cavidade.
Velocidade Passo de Tempo N de Reynolds Iteragao

1 0.03 100 5000
1 0.03 5000 5000
1 0.03 7500 5000
1 0.03 10000 5000

Uma discussao sobre uma possivel classificagao para nimero de Reynolds
em relacdo ao problema da cavidade, é feita por (Aidun et al., 1991, — apud
Pinho (2006)) e (Chiang et al., 1996, — apud Pinho (2006)), que afirmam:

Até Re = 1.300 o regime é permanente, quando ocorre a transi¢ao para

o transiente.

Re entre 6.000 e 8.000 o escoamento se mantém laminar, quando se inicia

a transigao para turbulento em regioes distintas da cavidade
Com Re = 10.000 o regime é completamente turbulento.

Na tabela 1, mostramos os dados dos 4 experimentos que foram realiza-
dos. A seguir, nas figuras 3, 4, 5, 6 mostramos o comportamento da velocidade
para os nés 13115, localizado na geometria como sendo o né em z = 0,5 e
y = 0,5 e 0nd 11284 que fica localizado nas coordenadas da geometria z = 0,7
ey =0,3. A escolha do segundo né (11284), de acordo com Pinho (2006), é
que esse ponto fica situado na regiao em que ocorre as maiores oscilagoes.

5.1. Analise das figuras para as velocidades

Na figura 3, temos o grafico para o campo de velocidade para um nimero
de Reynolds Re = 100. Conforme apresentado na se¢ao anterior, os pontos que
selecionamos foram 13115 e 11284, levando em consideragao as definigoes apre-
sentadas por Pinho (2006), que conclui que o regime é permante para os dados
da simulagoes, isto é, com poucas oscilagoes, atingindo o estado estacionario

com poucas iteragoes.
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Figura 3: Velocidade em z e y para Re=100

Reynolds = 5000
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5000
iteracdo

Reynolds = 5000
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velocidade na direcao de y

11284 13115

L L L L L L
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

iteragdo

Figura 4: Velocidade em x e y para Re=>5000.

Na figura 4, temos um nimero de Reynolds Re = 5000. Para os pon-

tos que foram selecionados e as definigdes apresentadas por Pinho (2006), o

regime é laminar. Apresentando poucas oscilagdes nas primeiras iteragoes, mas

atingindo o estado estaciondrio com um nimero pequeno de iteragoes.
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Figura 6: Velocidade em z e y para Re=10000.

Na figura 5, temos um ntmero de Reynolds Re = 7500. Para esse caso,
conforme vimos, o sistema pode estd em fase de transicao para turbulento, de
acordo com Pinho (2006). Nessas condiges se percebe uma oscilagdo para os
pontos selecionados e um estado estacionario oscilatério.

Na figura 6, observa-se os resultados para Re = 10000, que segundo

a definicdo apresentada por Pinho (2006) o sistema entra em regime turbu-



34

lento, o que provoca um regime de oscilagoes no grafico até atingir seu estado

estaciondrio, que é oscilatdrio, devido as caracteristicas do fenémeno.

5.2. Campos vetoriais para o problema da cavidade

Nas figuras 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 e 14, mostramos a ampliagao pela
funcéo quiver do Matlab, os campos vetoriais de velocidades para os respecti-

vos nuimeros de Reynolds. Evidenciamos regides de maiores intensidades e de

formagoes de vortices.

Campo Vetorial de Velocidade para Re =100
T T T T

Silva, Krindges & Meyer

06 065

Figura 7:

07 075 0.8 0.85

Campo Vetorial de Velocidade para Re = 100
T T T

09

095

Campo vetorial da velocidade para Re=100.

S S S

Figura 8: Campo vetorial da velocidade para Re=100.
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As figuras 7, 8, sdo simulagoes para um nimero de Reynolds equivalente
a 100, nessas imagens observamos o comportamento do fluido em um regime
permanente sem formagao de vortices, como descrito pelas analises graficas das
velocidades em suas respectivas diregoes.

N

NN N NN
N .

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Figura 9: Campo vetorial da velocidade para Re=>5000.

Campo Vetorial de Velocidade para Re = 5000
T T T T -

Figura 10: Campo vetorial da velocidade para Re=5000.

As figuras 9 e 10, sao simulagoes para um numero de Reynolds equiva-
lente a 5000, nessas imagens observamos o comportamento do fluido em um

intervalo de regime laminar conforme descrito por Pinho (2006), e mostrado
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pelas andlises graficas das velocidades em suas respectivas direcoes.

Campo Vetorial de Velocidade para Re = 7500

12 T

Figura 11: Campo vetorial da velocidade para Re=7500.
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Figura 12: Campo vetorial da velocidade para Re=7500.

As figuras 11 e 12, sdo simulagdes para um numero de Reynolds equi-
valente a 7500, nessas imagens observamos o comportamento do fluido em um
movimento turbulento com formacao de vortices e uma regiao de fluxo in-

tenso. O comportamento vetorial do campo, mostra um bom comportamento

do c6digo implementado.
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Campo Vetorial de Velocidade para Re = 10000
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Figura 13: Campo vetorial da velocidade para Re=10000.
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Figura 14: Campo vetorial da velocidade para Re=10000.

Nas figuras 13 e 14 temos as simulagoes para um nimero de Reynolds
equivalente a 10000, em regime completamente turbulento, conforme descrito
por Pinho (2006). O campo vetorial de velocidade é visto como um campo
admite formacao de vortices devido ao valor do numero de Reynolds e, con-
sequentemente, um nimero baixo na viscosidade do fluido, o que permite um
elevado indice de turbuléncia conforme mostrado na figura 6.



38 Silva, Krindges & Meyer

6. Analise dos resultado

Neste artigo mostramos uma abordagem para a solucao do problema
da cavidade com tampa deslizante, como é conhecido na literatura. Utiliza-
mos as equagoes de Navier-Stokes com condigoes de contorno adequadas para
o problema que estavdmos trabalhando. As equacoes de Navier-Stokes, fo-
ram trabalhadas via métodos das proje¢des de Chorin Teman, esse método se
mostrou muito bem comportado, quando analisamos a estabilidade do mesmo.

A discretizacao do dominio foi feita via teoria de elementos finitos do tipo
P1. Utilizamos uma malha bem refinada para que pudéssemos obter resultados
numéricos satisfatérios. Os resultados das simulagoes numéricas foram mostra-
dos através dos graficos de velocidade e gréaficos do comportamento vetorial da
velocidade no interior da cavidade.

Referéncias

Aidun, C. K., Triantafillopoulus, N. G., e Benson, J. D. (1991). Global stability
of a lid-driven cavity with throughflow: Flow visualization studies. Phisics
and Fluids A, 3:2081-2091.

Antunes, A. R. E. (2008). Um Sistema Computacional Utilizando uma For-
mulagcao de Passo Fracionado e o Método dos Elementos Finitos por Ares-

tas para a Andlise de Escoamentos Incompressiveis Tridimensionais usando
Computagao Paralela. Tese de Doutorado, CTG-UFPE, Recife/PE.

Becker, E. B., Carey, G. F., e Oden, J. T. (1988). Finite Elements-An Intro-

duction. Texas: University, Texas.

Chiang, T. P., Sheu, W. H., e Huang, R. R. (1996). Finite volume analysis
of spiral motion in a retangular lid-driven cavity. Physics and Fluids A,
23:325-346.

Chorin, A. J. (1968). Numerical Solution of the Navier-Stokes Equation. Mathe-
matics of Computation, 22(104):745-762.

Hughes, T. (2000). The Finite Element Method: Linear Static and Dinamic
Finite Element Analysis, volume 2 ed. University of Staford.



Método das projecoes de Chorin Teman aplicado ... 39

Krindges, A. (2011). Modelagem e Simulagdo Computacional de um Problema
Tridimensional de Difusdo-Adveccao com Uso de Navier-Stokes. Tese de
Doutorado, IMECC-Unicamp, Campinas/SP.

Pinho, F. A. A. (2006). Simulagdo Numérica de Grandes Escalas em Cavida-
des Tridimensionais com Tampa Deslizante Utilizando Modelagem Dinamica.
Tese de Doutorado, FEMEC-UFU, Uberlandia/MG.

Remacle, J. e Geuzaine, C. (2009). Gmsh: um gerador de malha tridimensional
de elementos finitos com recursos de pré e pds-processamento integrados.

Jornal Internacional de Métodos Numéricos em Engenharia, 79:1309-1331.

Ruas, V. e Goldberg, D. (1999). A numerical study of projection algorithms
in the finite element simulation of three-dimensional viscous incompressible
flow. International Journal for Numerical Methods in fluids, 22(30):233-256.

Silva, G. S. (2022). Modelagem, Aprozimagao Numérica e Simulagao Computa-
cional de Impacto Ambiental em Meio Fluvial: o Rio Tocantins no Municipio
de Imperatriz (MA). Tese de Doutorado, IMECC-Unicamp, Campinas/SP.

Temam, R. (1977). Navier-Stokes Equations. North-Holland, Amsterdan.

Trales, P. R. (1995). Resolugao das Equagoes de Navier-Stokes pelo Método
das Projecoes via Elementos finitos com Aceleragao pelas Técnicas Multigrid.

Tese de Doutorado, PUC-RJ, Rio de Janeiro/RJ.



40

Silva, Krindges & Meyer



