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Resumo. Este trabalho é dedicado ao estudo de sistemas lineares fuzzy, aque-
les cuja matriz possui entradas reais, o vetor a direita contém entradas fuzzy
triangulares e o vetor que se procura terd também entradas fuzzy triangula-
res. Através do uso do conceito de interatividade nas operagoes do sistema, é
fornecido um algoritmo para busca dessa solugdo e alguns exemplos sdo dados
para ilustra-lo. Em particular, a interatividade utilizada serd parametrizada, e
o parametro escolhido serd v = 0. A motivagdo se d4 pela procura de solugdes
para o problema de minimos quadrados fuzzy. Os dados que se pretende
aproximar sdo incertos e aqui modelados por nimeros fuzzy triangulares. O
algoritmo proposto para resolver sistemas lineares é usado para determinar
quais sao os coeficientes da reta que aproxima os dados. E feita também uma
discussao sobre a unicidade e simetria das solugoes. Os resultados s@o discu-
tidos em termos da aproximagao da incerteza dos dados longitudinais. Em
particular, se aproxima um conjunto de dados de concentracdo de Ozdnio na
cidade de S&o Paulo/SP.
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1. Introducao

A motivacdo do trabalho é o problema de minimos quadrados fuzzy.
Sera considerado que os dados do problema sdo interativos segundo Jy, que
nao possui as mesmas restrigoes da interatividade ja considerada em trabalhos
anteriores (Pinto et al., 2018, 2019). Tais trabalhos focaram em aproximar
dados longitudinais de concentragao de gases na atmosfera e de novos infectados
por HIV. Os dados foram aproximados fazendo a extensao sup-J da solugao
classica. Aqui a abordagem serd diferente: resolver sistemas lineares.

Pretende-se encontrar solugao para o sistema dois por dois UX =V, em
que a matriz U tem entradas reais, o vetor V' possui entradas dadas por niimeros
fuzzy triangulares, assim como o vetor X que se procura. As operagoes de soma
sao feitas considerando a interatividade dada pela distribuicao de possibilidade
conjunta J, (Esmi et al., 2018b).

Dado que um problema de minimos quadrados pode ser solucionado pelo
sistema (U'U)X = U'V. Se V possui n entradas — correspondentes aos dados
do problema de minimos quadrados —, entao procurar a reta que aproxima os
dados corresponde justamente a encontrar o vetor X de coeficientes, dado que
a matriz UtU é 2 x 2.

Por fim, sao aproximados dados longitudinais sobre a concentracao de
Oz6bnio na cidade de Sao Paulo. Os dados estatisticos sdo usados para produ-
zir conjuntos fuzzy triangulares, que serao aproximados usando a solugao de
minimos quadrados encontrada anteriormente.

O roteiro do trabalho é como segue. A secdo 2 fornece as bases na teoria
de interatividade fuzzy, a secao 3 propoe o algoritmo para solugao do sistema
linear fuzzy e a secdo 4 usa tal algoritmo para produzir uma aproximacao do

tipo minimos quadrados para um conjunto de dados longitudinais.

2. Interatividade fuzzy

Essa secao se dedica a introduzir notagoes de conceitos basicos da teoria
de conjuntos fuzzy e adentra na nocao de nimeros fuzzy interativos juntamente
com sua aritmética.

Um conjunto fuzzy A de um universo X é definido pela sua funcao de
pertinéncia A : X — [0, 1], em que A(x) representa o grau de pertinéncia de x
em A (Zadeh, 1965). A classe de subconjuntos fuzzy sobre X é denotada por
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F(X). Os subconjuntos cléssicos sdo casos particulares de subconjuntos fuzzy.

Os a-cortes de um conjunto fuzzy A € F(X), denotados por [A]* sdo
definidos pelos seguintes conjuntos cléssicos [A]* = {z € X : A(x) > a}, Ya €
(0,1] (Barros et al., 2017) Além disso, se X é um espaco topolégico, entao o
0-corte de A é dado por [A]° = cl{z € X : A(z) > 0},sendocl Y, Y C X, o
fecho de Y.

A classe de numeros fuzzy, denotada por Rz, estende o conjunto de
nimeros reais e o conjunto de intervalos fechados da reta real. Um conjunto
fuzzy A de R é chamado de ntimero fuzzy se todos seus a-cortes sdo intervalos
encaixantes fechados limitados ndo-vazios da reta para todos « € [0,1] (Barros
et al., 2017). A partir disso é possivel escrever os a-cortes do ntimero fuzzy A
como intervalos [A]* = [a;,a}].

A classe de nimeros fuzzy cujos extremos a, e al sdo continuos com
respeito & a é denotada por Rx,. Todos os ntimeros fuzzy triangulares estao
contidos em R x,. Numeros fuzzy triangulares sdo dados por uma tripla (a; b; ¢)
para alguns a < b < ¢, e possuem a-cortes dados por [A]* = [a + a(b—a),c —
a(c —b)], para todo «a € [0,1].

O didmetro de um nimero fuzzy A é dado por diam(A) = af —ay . Um
nimero fuzzy é simétrico com respeito a x € R se A(x —y) = A(z+vy), Vy € R.
Se ndo ha z € R tal que essa propriedade é satisfeita, entao A é chamado de
nao simétrico (Esmi et al., 2018a).

Uma relagao fuzzy R entre dois universos X e Y é dada pela aplicacao
R: X xY —[0,1], em que R(z,y) € [0,1] é o grau pelo qual x € X ey € Y
estao relacionados. Uma relacao X = X; X ... x X,, nada mais é do que um
(sub)conjunto fuzzy de X.

Uma relagao fuzzy J € F(R™) é uma distribuicao de possibilidade con-

junta (DPC) entre os ntmeros fuzzy A, ..., A, € Rx se

Aily) =\ J(@), ¥y €R, (1)
riri=y
para todo i = 1,...,n (Dubois e Prade, 1981).

Um exemplo de DPC é aquela baseada em t-norma. Seja ¢t uma t-norma,
isto é, um operador ¢ : [0,1]2 — [0, 1] crescente, comutativo, associativo e que
satisfaz t(z,1) = xtl = x para todos = € [0,1]. Por exemplo a t-norma do

minimo, t = A. A relagao fuzzy J; dada por

Jt(ZZ?1, ,In) = Al(xl) t..t An(zn) (2)
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é chamada de DPC de Ay, ..., A, € Rr baseada em t-norma.

Defini¢gdo 1 Os numeros fuzzy Ay, ..., An sao ndo interativos se a equagao (1)
é satisfeita para J = Jx. Caso contrdrio, isto é, se J satisfaz (1) e J # Jn,

entdao A1, ..., A, sdo ditos interativos.

A definigao 1 esclarece que a interatividade entre numeros fuzzy Aj,
..., A, é fruto do, e estd atrelada ao, conceito de distribuicoes de possibilidade
conjunta. O conceito de interatividade se assemelha a dependéncia no caso de
varidveis aleatérias (Zadeh, 1975).

O principio de extensao sup-J é uma ferramenta matematica para esten-
der funcgoes classicas em fungoes fuzzy, além de incluir a interatividade entre os

nimeros fuzzy envolvidos.

Definicao 2 (Principio de extensao sup-J (Fullér e Majlender, 2004;
Carlsson et al., 2004)) Seja J € F(R"™) uma distribuicdo de possibilidade
conjunta de (Ai,...,A,) € R% e f : R® = R. A estensao sup-J de f em
(A1,..., A,) € RY%, denotada por fj(A1,...,An), € o conjunto fuzzy definido
por:
Fr(Ar, . A (y) = \V J(21, ..y ), (3)
(z1,.xn)E€F 1Y)

em que f~1(y) = {(x1, ..., n) ER™: f(21,....,2n) =y} e VI = 0, por definicdo.

Note que, se os nimeros fuzzy Ai,..., A, sdo nao interativos, entao o
principio de extensdo sup-J recai no principio de extensdo de Zadeh (Zadeh,
1975). Em outras palavras, o principio de extensdo sup-J se trata de uma
generalizacao do principio de extensdo de Zadeh. Através do principio de ex-
tensdo sup-J é possivel definir uma aritmética para nimeros fuzzy interativos,
considerando f como um operador aritmético.

Existem outros tipos de interatividade além daquelas obtidas através das
DPCs baseadas em t-normas (Fullér e Majlender, 2004; Esmi et al., 2018b).
Esmi et al. (2018b) empregaram uma familia parametrizada de distribuigoes
de possibilidade conjunta J = {J, : v € [0,1]} com o propésito de definir
adigao entre nimeros fuzzy interativos. O pardmetro v € [0, 1] controla o grau
de interatividade entre os nimeros fuzzy considerados.

Sejam A; e As nimeros fuzzy em Rz, e g4, ¢¢, e v* definidas por

gza)= N |w+z, (za)= \/ |w+z @)
’u)E[As—i]u ’LUG[Ag—i]u
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Ui(zaa?w) = (1 - 7)93\(2"704) + 'Ygf/(zva)’ (5>

paratodos z € R, a € [0,1],v € [0,1] e i € {1,2}. Note que a fungao v'(z, a, ),
em z, é crescente em relagao a +y.

Considere também os conjuntos R?, e L*(z,a,~) definidos por

{a; ,af} se a€|0,1)
(A, se a=1

R =

«

Li(z,a,7) = [A3_]* N [V (2,0, 7) — 2,0 (2, @, 7) — 2].

Note também que, para cada z, o intervalo L*(z, o, ) aumenta quando
~ assume valores cada vez mais préximos de 1, devido a fungao v*(z, «,y) ser
crescente em 7.

A func@o de pertinéncia de J, é, entéo definida, para cada v € [0, 1], por

T (1, 19) = Ai(x1) A Ag(xa),  se (x1,22) € P(y) (©)

0 ,  caso contrario

com

riy=U U Pra),

i=1ac0,1]

sendo P*(, ) definido para todo i € {1,2}, v € [0,1] e « € [0, 1], por
Pi(y,a) = {(x1,22) : 7, € R, e x3_; € L'(zi,a,7)}.

O conjunto P estabelece quais pares (x1,72) € R? satisfazem
Jo(z1,22) > 0. Como P é um subconjunto préprio de R?, é verdade que Jy é
um subconjunto préprio de Jn (Wasques et al., 2020a).

Esmi et al. (2018b) provaram que a relagio fuzzy J, é, de fato, uma DPC
de A; e Ay. Além disso, a DPC (6), por construgdo, ndo possui restri¢oes, ou
seja, é passivel de ser considerada para qualquer par de nimeros fuzzy.

Sussner et al. (2016) aplicaram translagoes nos nimeros fuzzy para criar

uma nova familia de DPCs parametrizadas.

Definicao 3 Seja A € Rr. A translacao de A por k € R € definida pelo
nimero fuzzy A(z) = A(z + k), Vo € R.
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Teorema 1 (Sussner et al. (2016)) Dados A1, 42 € Rr e ¢ = (c1,¢2) €
R2. Seja A; € Rr tal que flz(x) = Ai(z+¢), Ve e Rei=172. Seja jv
a distribuicao de possibilidade conjunta de Ay, Ay € Ry definida na Equagdo
(6). A relagdo fuzzy J5 dada por

Js(.ﬁl,l‘g) = j,y(l‘l —C1,T2 — Cg), V(l‘l,l‘g) S RQ, (7)

€ uma distribuicdo de possibilidade conjunta de A1 e As.

Doravante a distribuicao de possibilidade conjunta usada nesse trabalho
serd a fornecida no teorema 1 com translagoes dadas pelos pontos médios dos
a-cortes 1 de cada nimero fuzzy. Por simplicidade de notagao a DPC JJ serad
denotada por J,.

Através do principio de extensdo sup-J é possivel estabelecer uma a-
ritmética para nimeros fuzzy interativos segundo uma DPC J. A adigdo e a

subtragao sao dadas respectivamente por

(A4 A)w) = \/  J(a1,20) (8)

T1+T2=Y

(Al —J AQ)(y) = \/ J(‘TlaxQ)a (9)

T1—z2=y
em que J é uma DPC arbitrdria de A; e As.

Para o caso em que J = J, as operagoes definidas em (8) e (9) séo
denotadas por A; +, Az e A; — As, respectivamente. Os seguintes exemplos

ilustram propriedades especiais que essas operagoes aritméticas possuem.

Exemplo 1 Sejam A; = (1;2;3) e Ay = (2;3;4) nidmeros fuzzy triangulares.
Entao
Ar +o Az =5,

em que 5 representa o numero fuzzy 5, cuja funcdo de pertinéncia € dada pela

Jungdo caracteristica X (s} -

Exemplo 2 Sejam A; = (1;2;4) e Ay = (2;3;4) ndmeros fuzzy triangulares.
Entao
A1 +0 Ag = (5, 5,6)

Exemplo 3 Sejam A; = (1;2;3) e Ay = (4;6;8) nimeros fuzzy triangulares.
Entao
A1 +0 A2 = (7;8;9).
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O exemplo 1 mostra que pela soma interativa, via Jy, é possivel obter
um numero real como resultado da soma de dois numeros fuzzy, o que nao
ocorre com a soma usual. Também pode ocorrer, como se nota no exemplo
2, que o resultado da adi¢do seja um ndmero triangular da forma (a;b; ¢) com
a =boub = c. Por fim, o exemplo 3 mostra que a soma também pode resultar
em (a;b;¢) com a < b < c.

Exemplo 4 Sejam A; = (4;5;6) e Ay = (1;2;3) nidmeros fuzzy triangulares.
Entao
Ay —og Az =3,

em que 3 representa o nimero fuzzy 3, dado pela fungao caracteristica x sy

Exemplo 5 Sejam A1 = (4;5;7) e Ay = (1;2;3) nidmeros fuzzy triangulares.
Entao
A1 +o Az = (3;3;4).

Exemplo 6 Sejam A; = (4;6;8) e Ay = (1;2;3) numeros fuzzy triangulares.
Entao
A —o Ax = (3;4;5).

Assim como ocorre com a soma, a diferenga também pode resultar em
um ndmero real, em um numero fuzzy triangular com a = b ou b = ¢, ou ainda,
em um numero fuzzy triangular tal que a < b < c.

Note que nos exemplos 5 e 6 as seguintes igualdades sao validas
Al —0As=A1 —g Ay = Ay —gug Ay = Ay —p Ag, (10)

em que as diferencas —p, —gn € —4 representam, respectivamente, as diferengas
de Hukuhara, Hukuhara generalizada e generalizada (Bede e Stefanini, 2013).

De fato, se existe a diferenca de Hukuhara entre dois nimeros fuzzy
em R, entdo as igualdades em (10) sdo sempre satisfeitas (Wasques et al.,
2020a). Isto significa que a diferenca de Hukuhara e suas generalizac¢oes sao

casos particulares da aritmética interativa.

3 Sistemas lineares fuzzy

Serdo aqui considerados sistemas da forma

UX =V, (11)
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em que U = com X; e X9 numeros fuzzy

« « X
11 12 c R2X2, X —
Q21 (22 2

Vi

triangulares X1 = (a;b;¢) e Xo = (d;e;f), e V = com Vi e V, também

ntmeros fuzzy triangulares Vi = (r;s;t) e Vo = (u;v;w). Além disso, as
operagoes serao dadas pelo J, para v = 0. Em termos de modelagem ¢ mais
coerente pedir que X; e X satisfagam a <b<ced<e < f.

Escrito por extenso o sistema fica

ar1(a;byc) +o arz(d; e; f) = (r; s5t)

(12)
ag1(a; b;c) +o aga(die; f) = (u;v;w)

O algoritmo serd feito com base no seguinte teorema, que explicita como

se d4 a soma para .J, para vy = 0.

Teorema 2 (Wasques et al. (2020b)) Sejam A = (a;b;¢) e B = (d;e; f)
numeros fuzzy triangulares. Seja Jy a distribuicao de possibilidade conjunta

entre A e B dada por (7). Entao a soma é dada por

(la+ f)nd+e);bte(b+e)V(c+d), sediam(A) > diam(B),

(c+d)A(b+e);b+e(b+e)V(a+ f)), sediam(A) < diam(B).
(13)

A4oB =

O algoritmo serd separado conforme o sinal das entradas a;;. Para cada
caso a busca pela solucao passa por resolver alguns sistemas lineares classicos:
um fixo e outros especificos de cada caso. Nem todas as solugoes dos siste-
mas cldssicos formardo uma solugdo para (11). Uma solugao para (11) deve

satisfazer a < b<ced<e < f.
- H . (14)
v

Passo 2 Se a; > 0, ou a; <0, ou aqq, 12 2> 0 € g1, a2 < 0, ou a1, 12 <0

Passo 1 Resolver o sistema

€ (i1, oo > 0 resolver os sistemas Uz; = by e Uxy = by, com x1, 22 €
b1, by dados conforme a tabela 1.
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Tabela 1: Sistemas a serem resolvidos conforme os sinais dos coeficientes da

matriz U.

Sinal de oy

Sistemas a serem resolvidos

a r c t
U eU ;e

f U d w

aij > 0,4,j=1,2 ou ol [t o]l [r
Y o U eU ;e

aij S 0;7'7] = 132 ou d U’_ _f_ _’U)
arr,ap2 > 0 e agr,a <0 ou Ule - t o

Q1,002 > 0 e agp, 2 <0 d w] _f_ L]

c r a t

U = eU

d U f w

a r t
U = eU ¢ ;e

d U f w

arr, a1 2> 0 e agg,a <0 ou a r ¢ ] [+
’ ’ U = elU ;e

a1, > 0 e agg, a1 <0 ou d w f U

12,001 > 0 e ajp,ass <0 ou c r_ -a- -t
12, Q21 11,022 U o U e

2,02 > 0 e app,a <0 f w] 4] ¥

c r t

U elU
f U w

Passo 3 Se apenas um elemento «;; tem sinal diferente dos demais, entao devem

ser resolvidos 4 sistemas lineares do tipo Zyz = z, em que = = [a, ¢, d, f],

z = [r,u,t,w]’ e amatriz Zj é uma das quatro matrizes dadas na Tabela 2.
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Tabela 2: Matrizes dos sistemas a serem resolvidos conforme os sinais dos

coeficientes da matriz U.

Sinal de oy Matrizes dos sistemas a serem resolvidos
_0511 0 0 0412_
21 0 922 0
Zl = 9
0 a1 Q12 0
L 0 a921 0 0422_
_au 0 0 0412_
0 Qa21 0 Q9292
ZQ = )
0 oann a2 O
a1, 012,091 > 0 e aga <0 ou laor 0 a0 |
Q1,002,002 > 0 e ag; <0 0 a1 ap O
21 O 29 O
Zg - )
a1 0 0 12
L a1 0 ao
0 aix app O
0 a1 0
Zy =
11 0 0 12
21 0 29 O
I 0 a11 0 0412_
Qa21 0 0 292
Z5 = ’
a11 0 19 O
L g1 g 0
[ O a11 0 Oélg-
0 a1 ax O
ZG - )
a1 0 Q12 0
a1, 1,092 > 0 e ajp < 0ou la2; O 0 o]
Q12,091,092 > 0 e app <0 a1 0 a2 O
Q21 0 0 9292
Z7 = )
0 ann 0 a2
L 0 a1 ax 0|
_0511 0 192 O i
0 a1 ax O
Jg =
0 a1 0 12
_0421 0 0 0422_

a11 2 0 e agz, a1, a2 <0
L5, Zg, Ly € Zg
a1z > 0e oy, az, a2 <0

ag1 = 0 e ajg, a1, a2 <0
21,22, 73 € Zy
a9z > 0 e ajr,agr, a9 <0
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Passo 4 Sea<b<ced<e< f,entdo o vetor [(a;b;c), (d;e; f)]* é solugao para
(11). Caso contrério, as triplas (a;b;c) e (d;e; f) ndo representam uma
solugao para o sistema (11).

Se a matriz U é nao-singular, entao existe solu¢ao para a equagao (11).
No entanto, a priori, mesmo U sendo nao singular pode ser que o sistema (11)

tenha multiplas solugdes. Os exemplos a seguir sdo para ilustrar essa discussao.

Exemplo 7 Seja o sistema

R e
1 2| | X (3;4;5)

Primeiramente, encontram-se os wvalores b e e através do sistema da
Equagao (14). Os valores sio b =0 e e = 2. Como a matriz do sistema possui
todas entradas positivas, entao sao resolvidos os quatro sistemas da primeira
linha da tabela 1. Trés das solugdes encontradas nao satisfazem a < b < c e
d<e<f,logo a inica solugio para este problema € dada por X; = (—1;0;1)
e Xo = (1;2;3).

Exemplo 8 Seja o sistema

2 1| | X 1/3;2;7

1 2| | X, (2/3;1;2)
Note que a matriz permanece a mesma de (15), apenas o vetor V estd di-
ferente. Resolvendo o sistema em (14) se obtém b =1 e e = 0. Novamente, re-

solvendo os sistemas da primeira linha da tabela 1, encontram-se duas solucoes
vdlidas: X = [(0;1;4),(—1;0;1/3)]* e X =[(4/9;1;40/9), (17/9;0;11/9)]*.

Comparando os Exemplos 7 e 8 se nota que embora a matriz fosse a
mesma — e nao singular — o sistema ora teve uma solugao, ora teve duas.
A unicidade de solucao depende, portanto, também do vetor V a direita da

equagao.

Exemplo 9 Seja o sistema

2 X (1;2;3)
R S [
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Pela equagdo (14) se obtém b =0 e e = 0. Como apenas azy < 0 e os
demais oyj sdo positivos, recai no caso da primeira linha da tabela 2. Resol-
vendo o0s quatro sistemas Zipx = z € encontrada apenas uma solucao wvdlida,
dada por X1 = (=1;0;1) e Xy = (1;2;3). As demais solugdes sao satisfazem
a<b<ced<e<f.

Exemplo 10 Seja o sistema

-

Nesse caso b = 2 e e = 1. Resolvendo os quatro sistemas da pri-

(32233
- [(2/3; 1 10/3>] 1)

meira linha da Tabela 2 se obtém duas solucdes vdlidas. Sao elas: X =
(0 1:4), (~1/3:051/3)]¢ e X = [(8/951:44/9), (~19/90; 19/9)]".

Note que, mais uma vez, a matriz dos Exemplos 9 e 10 é a mesma e é
nao singular, porém pode levar a unicidade, ou nao, de solugoes. Novamente
se percebe a dependéncia do vetor a direita V.

Observando a Tabela 1 é possivel notar que nos casos da primeira linha
e satisfazendo as condigoes a < b < ced < e < f, apenas quatro dos sistemas
levardo a uma solucgdo fuzzy para a Equagdo (11), isso significa que hd no
méaximo duas solugoes para o sistema.

Outro comentdrio pertinente é sobre a simetria dos nimeros fuzzy X; e
X5. Nota-se que as distancias b — a e ¢ — b estao ora relacionadas com f — e,
ora com e — d. Em outras palavras, o uso da aritmética por Jy sempre implica

na simetria dos nimeros fuzzy encontrados.

4. Minimos quadrados fuzzy

Essa se¢ao apresenta uma aplicagao do sistema linear estudado.

Seja o conjunto de dados D = {(z1,Y1),...,(Zm,Ym)} C R X Rg, em
que os dados Yi,...,Y,, sdo nimeros fuzzy triangulares relacionados segundo
a distribuicao de possibilidade conjunta Jy. O objetivo é encontrar uma fungao
¢ : R — Rz de modo que ¢(x;) seja uma aproximacao para Y;. Aqui supoe-se

que tal funcao ¢ é linear, ou seja,
¢(x) = Crz + Co,

com C1,Cy € Rz, sendo denotados por C1 = (a;b;¢) e Cy = (d;e; f).
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Como procura-se que ¢(z;) = Y;, obtém-se, entdo o sistema

wWC =Y,
z 1 Y
C
emque W= | : L, C = Hoe y =
: : Cs :
Tm 1 }/m

Procedendo analogamente ao que é feito no caso classico, pode-se mul-

tiplicar ambos os lados por W, obtendo entdo o sistema

Ch
Cs

x%—l—...—&—mfn T+ ...+ Ty

1+ ... +Tm m

lel “+0...+0 l’mYm

(19)
Yi+o...+0Ynm

O novo sistema em (19), estd na forma UC = V, em que U = W'W e
V = W'y e pode ser resolvido pelo algoritmo sugerido.

Em particular, usando os dados de poluicao do ar por ozonio na cidade
de Sao Paulo entre os anos 1994 e 1997 (Conceigao et al., 2001), como em (Pinto

et al., 2018), tem-se os dados como na Tabela 3.

Tabela 3: Conjunto de dados fuzzy.

T 1 2 3 4

Y: (17,6;57;96,4) (25,3;60,7;96,1) (34,8;76,3;117,8) (29,5;63;96,5)

Nesse caso a matriz o sistema encontrado é da forma

Ch

[30 10 o (20)

10 4

(618, 4;659,3; 700, 2)
B (253;257; 261)

e se enquadra no caso da primeira linha da Tabela 1.
Os valores de b e e sao, respectivamente, 3,36 e 55,85. Através da
solugao dos 4 primeiros sistema da Tabela 1 se obtém duas solugoes C. Sao os
(2,82;3,36;9,54)] ot l(6,82;3,36; 13,54)
(41,4;55,85;70, 3) (29,4;55,85;82,3)
Em outras palavras, sao encontradas duas fungbes ¢; e ¢ que aproxi-

vetores O =

mam os dados fornecidos. Sao elas:

b1 = (—2,82:3,36;9,54)z + (41, 4; 55, 85; 70, 3),
b = (—6,82:3,36; 13, 54)z + (29, 4; 55, 85; 82, 3).
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Aplicando os dados nas fungoes ¢ e ¢ obtemos os resultados constantes
na Tabela 4. Nota-se que para z = 3 as fungoes ¢, e ¢ obtiveram o mesmo
resultado. Nos demais casos o que se percebe é que a fungao ¢, possui diam
menor que diames, dessa forma ¢ consegue refletir melhor os diam dos dados
Y.

Tabela 4: Conjunto de dados e resultados fuzzy.

Y ¢1() P2(z)
(17,6;57;96,4) (50,94; 59,21; 67,48 42,94, 59,21; 75,48
(25,3;60,7; 96, 1) (60,48;62757; 64, 66 56,48;62,57; 68, 66
(
(

(34,8;76,3;117,8)  (61,84;65,93;70,02) (61,84;65,93; 70,02
(29,5:63;96,5)  (59,02;69,29;79,56) (55,02;69,29; 83,56

=W NN =R

)
)
)
)

,\,\,.\A
— ~— — —

Nas Figuras 1 e 2 pode-se observar as curvas ¢, e ¢, respectivamente.
Observa-se que o didmetro da fungoes é bem menor que o didmetro dos dados,

fenémeno esse observado em equagoes diferenciais fuzzy (Wasques et al., 2019).

Figura 1: Aproximagao ¢1(x) Figura 2: Aproximagao ¢o(x)

Em vermelho sdo os dados referentes a tabela 3. As superficies em tons de
cinza representam as solugoes geradas a partir do algoritmo para solucionar

sistemas lineares.

O achatamento do didmetro nas simulagoes de equagoes diferenciais é
encarado como vantajoso, porém no caso de aproximacao dos dados por uma
curva leva a perda de informagoes sobre a incerteza dos dados. Esse resultado

sugere que outros valores de v € (0, 1] podem levar a aproximagoes que captem
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melhor a incerteza dos dados de saida.

5. Consideracgoes finais

Considerando a aritmética para numeros fuzzy interativos, foi fornecido
um algoritmo para busca de solugoes para um sistema linear 2 x 2 com co-
eficientes reais, vetor de incégnitas e vetor a direita compostos por niimeros
fuzzy triangulares. Foi feita uma discussao sobre a unicidade de solugoes, bem
como a simetria das solucoes. Tais resultados foram utilizados para simular a
aproximagao afim para um conjunto de dados fuzzy, reproduzindo o método de
minimos quadrados classico.

A aritmética Jy gerou um resultado com diametro menor que os dados
aproximados e, por esse motivo, o préximo passo da pesquisa é reproduzir os
mesmos resultados para outras aritméticas do tipo J,, com valores de vy € (0,1],
e analisar para qual v a aproximacao obtida reflete a incerteza dos dados.

O passo seguinte é considerar adigOes associativas, para obter apro-
ximagoes de ordem superior. Sobre os dados de concentragdo de Ozbénio na
cidade de Sao Paulo, pode-se concluir que o controle do diametro pela distri-

buicao de possibilidade conjunta .J, nao gerou bons resultados.
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