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Tépicos sobre medidas e integrais fuzzy
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Resumo. Michio Sugeno em sua tese de doutorado (Sugeno, 1974), desen-
volveu as integrais fuzzy com aplicagoes. Comparou essa integral com a de
Lebesgue concluindo que a diferenga entre ambas em valor absoluto nao su-
pera %. Desenvolveu propriedades, lemas, teoremas, corolérios, contribuindo
para a construcdo de um Caélculo Diferencial e Integral Fuzzy. Nesse artigo
propomos algumas extensoes desses resultados através de implementagoes das
medidas: fuzzy (ou de Sugeno), fuzzy generalizada (sem a condigdo de con-
tinuidade), probabilidade (Cabral, 2016) e possibilidade (Gerénimo, 1988).
Apresentamos a integral fuzzy como processo para obtengdo de uma média
(tipo ponderada), utilizada para desfuzificar conjuntos fuzzy no contexto da
inferéncia de Mamdani (Barros e Bassanezi, 2010; Kandel, 1986). Definimos
sua versdo generalizada, comparando-as e introduzindo interpretacoes e for-
mulacbes geométricas. Explicitamos a relagdo existente entre essas integrais
e os pontos fixos das fungdes que medem a-niveis. Demonstramos que a me-
dida do lado do maior quadrado subscrito ao grafico da funcao “medida dos
a-niveis”, coincide com o valor da integral fuzzy, caracterizando uma inter-
pretacdo geométrica para a mesma. Finalmente, apresentamos organograma

que relaciona as medidas, exemplificando-as com fungdes e integrais especificas.

Palavras-chave: Medida fuzzy, possibilidade, probabilidade, integral
fuzzy.

1. Conceito de medir

Uma ideia preliminar sobre “medir” grandezas, pode ser pensada em fixar
um padrao de representagao, em seguida buscar comparagoes, estabelecer pro-

priedades relacionadas aos objetos a serem mensurados. Por exemplo, pode-se
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avaliar um subconjunto de nimeros pela quantidade de elementos que possui ou
pelo maior valor entre eles, dependendo do interesse a ser previamente fixado.
Demonstramos que se uma medida de possibilidade for fuzzy (Sugeno), sua
distribuigao de possibilidade serd obrigatoriamente nula em todos os valores
que for continua, fato que nao ocorre para medida fuzzy generalizada.
Esse capitulo foi estabelecido como pré-requisito para os estudos das inte-
grais e o Célculo Diferencial e Integral no contexto fuzzy

Seguem as formalizagoes dos tépicos destacados.

Definigdo 1.1 Seja X # () um conjunto qualquer e F C 2%, uma familia de
sub-conjuntos de X, contida no conjunto das partes de X, F é chamada de

o-dlgebra sobre X, ou o-dlgebra em X, se forem verificadas as condicdes:
(a.l) X e F.
(a.2) A€ F= A° C F, em que A é o complemento de A.

(a.3) {4} c F=U/N A, eF.

O par (X,F) é chamado de espago F-mensurdvel. Um elemento qualquer B €

F ¢é chamado de conjunto F-mensurdvel.

2. Medidas fuzzy

Definigao 2.1 Seja X # 0 um conjunto qualquer e F; C X, para 1 <14 < +00,
subconjuntos de X tais que:

FrCcFhCFC...CcF,Cc... ou FiDOF,D>F;D>...O0F,D....

Denominamos {F,},n € N*, respectivamente de sequéncia mondtona néao

decrescente (SMC), e de sequéncia mondtona nao crescente (SMD).

Definicao 2.2 Seja {F,,} uma SMC, diremos que L serd o limite de F,, quando
n — +00, ou
lim F,=1L

n—-+oo

se e somente se: F, C L,¥n € N* e se existir um conjunto A tal que F, C
A,Vn € N*, entao L C A.
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Seja {Fy,} uma SMD, diremos que M serd o limite de F;, quando n — +o0,
ou

lim F,=M

n—-+oo
se e somente se: M C F,,Vn € N* e se existir um conjunto B tal que B C
F,,Vn € N*, entao M D B.

Em outras palavras:

Casol: L é o “menor” conjunto que contém todos os F,,, ou ainda a uniao dos

conjuntos.

Caso2: M é o “maior” conjunto que estd contido em todos os F),, ou ainda, a

interesec¢ao dos conjuntos.

Definigao 2.3 Seja F uma familia de sub-conjuntos de X # (. Diremos que,
F € mondtona se, e somente se,

G) 0, XxerF
(ii) Se {F,} for SMC ou SMD e {F,} C F, entdo lim, o F, € F.

A defini¢do de medida fuzzy tem sido usualmente apresentada sob os aspec-
tos:

e De Sugeno, os axiomas sao: o conjunto vazio e o espago todo possuem
medidas zero e hum respectivamente, e seja mondtona, satisfazendo uma

condigdo de continuidade (lateral).
e Outro, com as mesmas exigéncias, a menos da continuidade.
Ou seja, os axiomas comuns sao:
e as medidas do conjunto vazio e do espago sendo respectivamente 0 e 1;
e medida mondétona.

Ressaltamos que Sugeno definiu sua medida sobre o espaco das “familias
mondtonas F, e facilmente pode ser provado que F equivale a uma o-algebra.

Seguem as formalizagoes.

Definigao 2.4 Seja X # 0, e F uma o-dlgebra em X e seja g uma aplicagdo
g:F —[0,1] com as propriedades:

(a) g(0)

0,9(X)=1
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(b) Se A,B€ F e AC B, entio g(A) < g(B)
A aplicagdo g serd chamada de medida fuzzy geral (MFG))sobre X.

Definicao 2.5 Seja X # 0, F uma o-dlgebra em X e seja g uma aplicagao
g:F —[0,1] com as propriedades:

(a) g(0)

(b) Se A,B€ F ¢ AC B, entio g(A) < g(B)

0,¢9(X)=1

(c) Se F,, € F e {F,} ¢ mondtona, entdo

n—-+4oo n—-4oo

lim g(F,) =g ( lim Fn> .

A aplicagdo g serd chamada de medida fuzzy (MF), ou de (Sugeno)
sobre X.

Defini¢ao 2.6 A terna (X, F,g) nas condi¢des descritas pelas defini¢oes an-

teriores serd chamada de espa¢go com medida fuzzy.

3. Medida de probabilidade

Definigao 3.1 Uma medida de probabilidade P em um conjunto nao vazio X
(espago amostral), € definida em uma o-dlgebra F denominada de espago
dos eventos (Cabral, 2016; Kandel, 1986), ou seja,

P:F —[0,1] que satisfaz:

(1) P(X) =1

(ii) {Ei}ien CFENE; =0i# 5] = PUZ, E) =Y P(E)
(o-aditividade) -

4. Medida de possibilidade
Definigao 4.1 Seja X # () com:

o AC2X, A uma o-dlgebra sobre X.
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e Para cada A € A, considere fixrada uma fungdo de pertinéncia ¢4, ou

seja, (A, pa) um conjunto fuzzy em X e
ImA — [0,1]
A — TI(A) =sup{pa(z)}, com
z€EA
* TI(0) =0 e II(X) =1
* I (U;en 4i) = sup{II(4;), i € N} com A; € A

Entao 11 é denominada medida de possibilidade.

4.1. Gerando medidas de possibilidade
Seja X # 0 e p: X —[0,1] uma aplicagdo qualquer com

sup, {¢(z)} = 1.
zeX

o seréa denominada de distribuicao de possibilidades.
Para cada A € 2% considere a funcdo:

YA X — [0, 1]
z = palz) =)
ou seja, w4 ¢é a restricdo de ¢ em A e nula fora de A

Defina uma o-dlgebra sobre X, indicada por A e considere a medida:

M,: A — [0,1]
A Hw(A)zsgg{wA(w)}'

Proposicao 4.1 II, ¢ uma medida de possibilidade em A.

Demonstracao 4.1
I, (0) = sup{pyp(x)} =0
I, (X) = sup{p(z)} = 1.
Seja Aj € A, i €N, A={J,cy A

I, (UA;) = T, (A) = sup{pa(z)} =
TC€A
= 223{90141 (.2?), PAy (l‘), s PA, (l‘), e } =

= sup{Il,(4;), i € N}.
TEA
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Observagao 4.1 II, ¢ chamada de medida de possibilidade associada a .
Proposicao 4.2 Dada uma medida de possibilidade

IT: 2% — [0.1],
X # 0, entdo 11 gera uma distribuicdo de possibilidade o1 em X, ou seja,

o X = [0,1] com sup{en(z)} = 1.
reX

Demonstracgao 4.2 Seja x € X, defina:
o X — [07 1]
z = en(e) =T({z})

Como II(A) € [0,1] tem-se

e () = M({z}) € [0,1]

e sendo 11 medida de possibilidade TI(X) = 1, logo
sup{¢n(z)} = 1.
reX

Proposicao 4.3 Uma medida de possibilidade ndo € necessariamente uma me-
dida fuzzy (Gerénimo, 1988).

Demonstracao 4.3 Sejo A =2R e

p:R — [0,1]
T go(:r):l7

entao a medida de possibilidade associada a distribuicao ¢ serd:

m,: A — [0,1]
A — II,(A) =1 (constante).

Considere A; = (0, %), ie€N, Ay DAy D A3 D ... {Ai}ien € SMD e

Nz, Ai =0, logo T1,(lim; o0 (A4;)) = IL,(0) = 0 e lim; 4o I, (4;) = 1.
Portanto, 11, ndo satisfaz a condi¢io (c) da definicao de medida fuzzy.
Entretanto, mostra-se facilmente que uma medida de possibilidade € uma

medida fuzzy geral. Uma medida de probabilidade P é uma medida fuzzy.

Proposigao 4.4 Seja X # () entao toda medida de possibilidade definida em

uma o-dlgebra finita A sobre X é uma medida fuzzy.
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Demonstracgao 4.4 Seja II : A — [0,1] uma medida de possibilidade, logo
() =0 e I(X) = 1 pela definigao de I1. Sendo A finita, para sequencias
SMC ou SMD,

{A}i e N{AY |, keN=

k
Ay, se {A;} SMC
A = A =
a=Ua-{

ieN A1 se {Az} SMD

logo

ou = II € medida fuzzy

> II(Ag) = sup{II(4;), i € N}
II(A;) = sup{II(4;), i € N}

Il (U A;
ieN
Proposicao 4.5 Seja (M, d) um espago métrico nao finito. Considere:

e ©: M —[0,1] uma distribuicao de possibilidade

o I,:2M — 0,1]
A = H,(A) = sup{p(z)}
z€EA

uma medida de possibilidade associada a @ que seja medida fuzzy.

Entao, ¢ serd uma medida nula em todos os pontos que for continua.

Demonstracao 4.5 Seja T € M e suponha que ¢ seja continua em . Con-
siderando a topologia usual em M, dado € > 0, existe r(T) > 0 tal que:

[x € B(z,r(z)):(bola com centro em T e raio 7(T))] = d(p(z), p(T)) < e.

Tome a sequéncia { Ap }nen,

An—{zEM: xGB(z,1>,x7§i,nEN}
n

{An} € SMD e como I, € fuzzy,

lim TI,(A,) =TI, ( lim An) = I1,({0}) = 0.

ne+oo ne+oo

Mas, por definicdo de 11,

I, (An) = sup{¢},
TEA,

assim,

¢ continua
em z

lim II,(A,) = lim sup {¢(z)}= }1_% () w(Z) = 0.

n—-+4oo n——+oo xEA,
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Corolario 4.1 Seja ¢ uma distribuicdo de possibilidade continua, e 11, a me-
dida de possibilidade associada a p que seja também fuzzy. FEntao, para uma

o-dlgebra A ndo finita em X, I, é nula ou seja,

[0,1]

I, : A 1
A II,(A) =0,VA € A.

_)
|_>

Demonstragao 4.6 (Imediata.)

5. Integrais: fuzzy e fuzzy generalizada

Uma motivacdo para a criacao da integral fuzzy (de Sugeno) foi estabelecer
um processo de desfuzificagdo de um niimero fuzzy a partir de medidas que nao
fossem necessariamente o-aditivas (Barros e Bassanezi, 2010). A ideia inicial
sobre essa integral, foi estabelecer um valor que representasse uma espécie de
média ponderada entre os niveis e as respectivas medidas dos a-niveis, utili-

zando a funcgao grau de pertinéncia de um conjunto fuzzy.

A seguir, apresentamos a definicdo dada por Sugeno, e por intermédio do
Teorema 5.1 (Sugeno, 1974), estabelecemos uma comparacao entre essa de-
finicao e a concepcao inicial descrita. Demonstramos o teorema que vincula o
valor da integral fuzzy com o ponto fixo da fungao que mede os a-niveis. Desen-
volvemos o teorema que explicita uma interpretacao geométrica para integral
fuzzy. Generalizamos o conceito da integral fuzzy, a partir da medida fuzzy

generalizada. Apresentamos célculos de vérias integrais em situagdes diversas.

5.1. Integral fuzzy

Considere o triangulo isdésceles de altura h = 1 u.m. (unidade de medida) e

base b =1 um. (ver figura 1(a)).
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lu.m.

(]

Figura 1: Tridngulo isésceles em 1(a) e tridngulo com a-nfvel em 1(b).

Construa sessoes horizontais paralelas a base b do tridngulo (veja figura

1(b)) e compare a altura o com a medida da se¢do (medida do segmento AB)
correspondente para 0 < o < 1.

Identificando as simbologias:

F,, pelo segmento AB
g(F,,) pela medida do segmento AB

Essa comparagao entre « e g(F,) (medida da segdo correspondente) serd cal-
culada por,

a A g(Fy) : minimo ou infimo entre eles.
Note:

e paraa =0, g(F,) =1
e para a =1, g(F,) =0.
Como « varia continuamente entre 0 e 1 percebe-se que para:
. 0§a<%,a<g(Fa)
e i <a<l, a>g(F,).
Assim, para o =

%, tem-se uma média entre a altura e a medida da segao, ou
seja,

1
Oé/\g(Fa):i,
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é o valor intermediario entre a altura e a medida da secao. Esse valor pode ser
obtido, simplesmente tomando:

0213%{1{& A g(Fa)} (se a for finito) ou

sup {aAg(Fa)}
a€cl0,1]

Concluindo, reiteramos que

sup {a A g(Fa)}
a€l0,1]

representa uma média entre as medidas das sessoes e das alturas corresponden-
tes no triangulo isésceles. Esse conceito de média pode ser estendido mesmo
que o triangulo nao seja isdsceles, ou ainda, a figura seja qualquer. A esse

conceito de média denominamos de integral fuzzy referente a figura 1(b), sendo

indicada por /h eg= sup {aAg(Fa)}
a€l0,1]

Ainda, h pode ser dada por uma funcao de pertinéncia, g uma medida e a fi-
gura 1(b) sendo o gréfico de h com h : [0,1] — [0,1], ¢ : [0,1] — [0,1]. A fungéo
h pode representar um numero fuzzy e a integral sendo sua desfuzificagao.

Assim, o conceito de integral fuzzy representa uma alternativa de desfuzi-
ficagdo para um nimero fuzzy, completando a inferéncia de Mamdani.

No entanto, Sugeno em sua tese de doutorado, apresenta integral fuzzy
através da seguinte definicao.

Definigdo 5.1 Seja X # 0 e h uma aplicacdo definida no espago fuzzy (X, 2%, g),
tais que h : X — [0,1], g : 2% — [0,1], g medida fuzzy, 2% = {0, X, A: A C
X}: congunto das partes de X. Indicamos por

/.

a integral fuzzy sobre A, aplicada em h(x) com medida fuzzy g, por:

[ #@rest = s { |t 3| natanm}.

Fe2X xTE

Teorema 5.1 A integral fuzzy pode ser expressa da seguinte forma (Sugeno,

1974):

/ h(z)eg(-)= sup [aAg(ANEF,)]
A a€l0,1]

com Fy ={z: h(x) > a} (a-nivel de h).
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Demonstragao 5.1 Seja ap = 12% h(z), entdo F C {x: h(z) > ar}
ANFCcAn{xz:h(z) > ar}
I G(ANF) < g(AN{z : h(z) > ap})
i < i : >
= )%réfF hz)| Ag(ANF) < [}%IéfF h(a:)} ANg(An{x: h(z) > ar})

inf h(w)} ANg(AN F)} < sup [ap Ag(AN{z: h(z) > arp})]
e (5.1)

= sup
Feor XeF

Mas, {ar} C [0,1] e
sup [arp Ag(AN{z: h(z) > ar})]

Fe2R
< sup [aAg(AN{z:h(z) > a})]
ael0,1]
= sup [@Ag(ANF,})]
«€l0,1]
Entao,
sup [ap Ag(AN{z: h(x) > ar})] < sup [aAg(ANF,})] (5.2)
Fe2k a€(0,1]
De (5.1) e (5.2) tem-se
fres)< swp fanganFy) (5.3)
a€el0,1]
Por outro lado, sendo F,, = {x : h(x) > a}, temos
<
a < zlenbfa h(z),
logo
sup [ Ag(ANF,)] < sup [( inf h(x)) /\g(AﬂFa)} . (5.4)
a€l0,1] € Fq

a€l0,1]

Mas, 2% D {F, : a €[0,1]}, logo

(st ) s o,

[(me@>AMAmF4—

sup
reF,

a€l0,1]
:/ heg(:).
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Entao,

sup K inf h(x)) /\g(AﬂF)} g/h.g(.). (5.5)

aE[O,l] zE€F,

De (5.4) e (5.5) tem-se

sup [a A g(ANF,)] g/hog(~). (5.6)
a€l0,1]

De (5.3) e (5.6) obtemos que

/ hegl) = s o g(411 F)) (5.7)

Coroldrio 5.1 Sea €[0,1] e sup [aAg(F,)] < sup [aAg(F,)], entdo
a€l0,a] a€(a,l]

sup [aAg(Fy)]=a
a€l0,a]

Demonstragao 5.2 E claro que sup [a A g(F,)] < a.
a€l0,a]
Vamos negar a tese e mostrar contradicdo.

Se sup [aAg(F,)] # a, entao sup [aAg(Fy)] < a. Assim, aAg(Fy) < a,
a€l0,a] a€l0,a]
logo

a> g(F,). (5.8)

g € fuzzy = g € mondtona nao crescente, e por (5.8) tem-se

la A g(Fa)] = g(Fa) = sup [f(J(lf]a)} > sup [o (A gl](Fa)]~

mas

sup [ov ﬁ)g](Fa)] > laAg(Fa)l elaAg(Fa)] = sup [o (A 91}(Fa)]

e concluimos que

sup [a A g(Fy)] > sup [a A g(Fy)] absurdo!
a€l0,a] a€(a,l]

Portanto, sup [a A g(Fy)] = a.
a€l0,a]

Teorema 5.2 (Ponto fixo) Seja h : X — [0,1] uma funcao grau de per-

tinéncia de um conjunto fuzzy e g uma medida fuzzy sobre X. Se,

Fo={zeX :h(z)>a}, acl0l]
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H:[0,1] — [0,1]
a = H(a)=g(Fa)

tiver um ponto fixzo & € [0,1], ou seja,

H(a) =g(Fa) = @,

/hog:o?.

entao,

Demonstragao 5.3

fheg= sw [ang(EV sup ang(Fu) (5.9)
a€el0,a] ae(a,l]

g(Fa) € nao crescente

e se sup[a A g(Fy)] > sup [a A g(Fy)], entdo pelo Coroldrio 5.1, temos
(1] [0.a])

/hog: sup [aAg(Fy)]=a
a€l0,a]

e caso contrdrio

JIXYE sup [ A g ()] 2 & A g(F) (5.10)

acl0,al=ang(F,) <a=ang(F,) <ara=aAg(Fs) =

Mas sup ][a Ng(F.)] < ang(Fa)
acl0,&

o que resulta em
/hoggo’z/\g(Fa). (5.11)

De (5.10) e (5.11) conclui-se

/hog:d.
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Teorema 5.3 Seja (X, B, g) um espago fuzzy,
h:X —[0,1], F,={zxe€X:h(z)>a}, ac|0,1].

Se

/ heg= sup [aAg(F,)] =M.
X agl0,1]

Entao, M € o lado do maior quadrado sob o grdfico:

G ={(a,9(Fo)) : a €0, 1]}.

Demonstragao 5.4 Pela condigio ¢) da Defini¢io 2.5, se F é uma familia

mondtona e {F,} é uma sequéncia mondtona, entdo

i otF) <o Jim F ).
logo
hm FM_l - ﬂ FM_l :FMa

n—-+oo
neN

concluindo que
g(Fy-) = lim g (FIV[—%> = 9(Fum)-

n—4oo

Note que

n—-+oo

oFy) =g (i Furey ) #9(Fu).

poislimy, oo Frypi 1 = Upen Farg 2 # Far. Mostraremos que M € [g(Far+ ), 9(Far))-
De fato,

M = sup [aAg(Fu),
ael0,1]

e se M > g(Fyp), existird k € R tal que g(Fa) < k, o que é absurdo pelo fato
de M ser supremo de a A g(Fy). Logo g(Far) > M e consequentemente M € o
lado de maior quadrado subscrito ao grdfico de g(F).

Supondo que a condi¢io ¢) da Definicao 2.5 ndo fosse verificada, entao

M< lim g (FMJ) = g(F-).

n—-+o00

Nesse caso diremos que M € o lado de maior quadrado subscrito no fecho do
grdfico de g(F).
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5.2. Integral fuzzy generalizada.

A integral fuzzy foi definida sobre uma medida fuzzy (Sugeno). Nessa de-
finicao se substituirmos a medida pela fuzzy geral obteremos o que denomina-
mos de Integral fuzzy generalizada. Vimos que uma medida de possibilidade
é fuzzy geral, tendo entao sentido calcular a integral fuzzy geral para qualquer
medida de possibilidade.

Pela proposigao 4.4 temos que se a o-algebra for finita entao a medida de
possibilidade serd fuzzy e, nesse caso, pode-se entao calcular sua integral fuzzy.
Facilmente se observa que a medida de probabilidade é fuzzy, podendo calcular
a respectiva integral.

Na sec¢ao sobre medidas observamos que:

e Nem toda medida de possibilidade é fuzzy

e Se uma medida de possibilidade for fuzzy e tiver a distribuigao continua,

serd nula.
Entre outros esses resultados permitem elaborar o diagrama abaixo:

MFG

MFE

Figura 2: Diagrama de representagao de medidas (Barros e Bassanezi, 2010).

As simbologias representam:
MFG: Medida fuzzy geral.
MF: Medida fuzzy.

MPo: Medida de possibilidade.

MPr: Medida de probabilidade.
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E(X): Esperanca cldssica da varidvel aleatéria X.

EF(X): Esperanca fuzzy da varidvel aleatéria X.
Apresentamos a seguir exemplos para os casos:

a) Integral com medida de possibilidade fuzzy (MF).

b) Integral com medida de possibilidade.

¢) Da comparagao entre a esperancas, cldssica e fuzzy.

d) Em que a integral seja a medida do lado do maior quadrado inserido no
fecho do sub-gréfico de II(Fy,).

e) Integrais para algumas fungdes especificas.
Considerando:
Caso a) A integral com medida de possibilidade fuzzy.

e X #0, AcC2¥, uma o-dlgebra obrigatoriamente finita.
e p: X —[0,1], distribuigao de possibilidade
o II, : A — [0, 1] medida de possibilidade fuzzy

e h: X — [0,1] uma aplicagao, « € [0,1],

F,={xe€ X :h(z)>a}eA

fhoﬂw

]/h oI, = sup [a AII,(F,)] = sup [aA sup [p(z)]]
ael0,1] a€el0,1] r€F,

Desejamos calcular:

Assim,

Assumiremos que h possui valor maximo em xg e que distribuigao ¢(x)

seja constante e igual a 1, obtendo
Fo=0ell,(Fy) =0

para a > h(xg).
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Figura 3: Sequéncia de a-niveis para a funcao II, de possibilidade.

Logo,

]/hoHLF = sup [aAll(Fn)]= sup [aAl] = h(xg) = sup {h(z)}.
a€[0,h(zo)] a€[0,h(xzo)] zeX

Caso b) Calcular /h oIl,,

/h oll, = sup [aAIL,(F,)] = sup [aA sup [p(x)]]
agl0,1] agl0,1] z€F,

Assumindo que ¢ seja uma distribuicao qualquer, porém o méaximo de

h(zx) e o supremo de ¢(x) ocorrem em xg, novamente obtemos

F, =0eIl,(F,) =0 para a > h(x).
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Figura 4: Sequéncia de a-niveis para a funcao h.

Logo,

]/h oll, = sup [aA1l]=h(z)=sup {h(z)}.
a€0,h(z0)] zeX

Caso c) Integral fuzzy com medida de probabilidade e as esperangas cldssicas
e fuzzy.
Pretendemos estabelecer a comparagao entre as esperancas cldssica e

fuzzy. Consideremos,

e Q) = () um espago qualquer (amostral)

e P:FC2% — [0,1]
A — P(A)

onde F é uma o-dlgebra (espago de eventos).

Considere uma distribuicdo de probabilidade dada por X : Q@ — [0, 1]

(varidvel aleatdria) entao

/X P = sup [aAP(F,),
ael0,1]
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onde F, = {x € Q: X(z) > a}. Assim,
P(F.) =Pz eQ: X(x) > a}) =P(X > a).
Consequentemente

/X.P: sup [@a AP(X > o))

ael0,1]
Essa é a esperanca fuzzy para a variavel aleatéria considerada.

A esperanga classica da variavel aleatoria X é dada pela integral de Le-

besgue:

E(X)= / XdP,
enquanto a esperanga fuzzy sobre essa mesma variavel X, é:
EF (X) = /X oP.

Pelo Teorema 5.3 tem-se

Caso d) Sejam

e v: X —[0,1], X # 0 (distribui¢do de possibilidade)

o I,:2¥ — [0,1]: medida de possibilidade
A o IL() = s (o)
EAS

Consideraremos,

2xse0§x<%
(p(x): 1
—2x+2se§<x§1

zse0§x<%

hr)=4q l—xzses<z<l1
1

Osex:§
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h(z)

A
L
1
2 .
O b NG

: >

0 o ;3 (1-a) 1

Figura 5: Representagao da fungao h(z) (caso d)

Note que:

e para « € [O,%), F, = [a,%) U (%,1—0(]

e para € (3,1], F =0
Logo,

e para o € [0,%) = II,(Fy) :HW([Q,%)U(%J*&]) =1=aA

II,(Fa) =«
o para a € [1,1], II,(Fa) = 0 = a AIL,(F,) = 0. E claro que
I, (1) = 0. logo

1
/h.szg

pela definicao de integral fuzzy
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I(Fy)
A
e B
2 :
A
> »
0 1
2

Figura 6: Funcdo medida de possibilidade IL,(F,) (caso d).

Observagao 5.1 A integral fuzzy representa a medida do lado do maior
quadrado inserido no fecho do grdfico de II(F,).

(Caso e) Integrais para fungoes especificas.

Considere:

e X =10,1]
e g:2% - [0,1], medida usual
e f:[0,1] — [0, 1] uma aplicagao.

e v : X —[0,1],X # 0 (distribuigdo de possibilidade) com ¢(x) =
f(z).
o I, : 2% — [0, 1] a medida de possibilidade (MFG).

Se

0 se x € Q: racionais

1se xz € I: irracionais

i) f(z) :{
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9(Fa)

> » O
1 1

(a) Representacdo de f(x). (b) Representacéo de g(Fy).

Figura 7: Representagoes de f(x) em 7(a) e g(Fy,) em 7(b) — (caso e).

Para a € [0,1], Fy = {z € [0,1] : f(x) > a}, temos g(Fy,) =

II(F,) = 1, logo
/fog:/foﬂwzl

. ) zsexeQ
if) f(x)—{ l—zsexecl
f(@)
A
1
8]
: —d @ o
S— (S— 1
(a) Representacao de f(z). (b) Representagao de g(Fa)-

Figura 8: Representagdes de f(z) em 8(a) e g(Fy,) em 8(b) — (item ii).
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logo. { feg =4
Porém, II(F,) = 1, qualquer « € [0, 1] e entao,

ffoﬂwzl

(2x)AN1lsexeQ
20—z)Alsezel

iii) f(z) = {

f(2)
A
2 ‘_ , g(Fa)
A
1
1
: 2
a f
. «
: I
1o g 1 1
(a) Representacao de f(z). (b) Representagao de g(Fa).

Figura 9: Representacdes de f(z) em ?? e g(F,) em 20065ig10
— item iii.

win

gFa)=(1-5)el-§=a=a=

/fog:% e /fol'[w:l.

Observe que para todos as fungoes em i), ii) e iii) definidas, néo

Logo,

existem as integrais usuais com a medida usual g, visto que sao

descontinuas em um conjunto nao enumeravel de pontos em [0, 1].
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