Biomatemdtica 31 (2021), 1-14 ISSN 1679-365X
Uma Publicagdo do Grupo de Biomatemdtica IMECC — UNICAMP

Modelagem do peso—idade de femeas da raca

zebuina via conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar

Rosana S. M. Jafelice!
FAMAT - UFU, 38.400-902, Uberlandia/MG.

Flavio A. Falcdo Nascimento?
FAFIDAM — UECE, 62.930-000, Limoeiro do Norte/CE.

Fernando A. Freitas?Ana Maria A. Bertone?
FAMAT - UFU, 38.400-902, Uberlandia/MG.

Resumo A conhecida equagio de von Bertalanffy é muito utilizada na litera-
tura para modelar a curva de crescimento do peso animal em fung¢édo do tempo.
Dos parametros que contribuem para a modelagem, encontram-se as taxas de
anabolismo e catabolismo, relacionadas com o expoente da equagdo de von
Bertalanffy, os quais sdo estimados sob diversas abordagens. Em alguns ca-
sos, o expoente é o foco de discussao e, em outros, deixa-se o expoente mais
aplicado, de valor 2/3, é fixado e as estimativas relativas a capacidade de su-
porte do peso assim como o ponto de inflexdo do crescimento do animal sdo o
centro da modelagem. Esta segunda alternativa, no sentido de fixar o valor do
expoente, é o enfoque desse estudo, com o objetivo de explorar as vantagens
da légica dos conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar. A modelagem é aplicada a
um conjunto de dados referida ao peso de fémeas da raga zebuina, coletados
durante onze anos pela Associagdo Brasileira de Zebu-MG (ABCZ), cedido
de forma exclusiva para essa investigacdo. Como resultado da modelagem, é
obtida uma faixa de valores crescimento do peso normalizado em fungao do

tempo com grau légico de verdade um.
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1. Introducao

A equagao de crescimento de von Bertalanffy (Bertalanffy, 1957) foi ini-
cialmente aplicada ao crescimento do peixe, area em que se encontram uma
grande variedade de parametros estimados para essa equacao. Na equagao
destaca-se o expoente v igual a % O modelo de von Bertalanffy tem sido
extendido para outras espécies animais (Bassanezi, 2002) de vérias maneiras:
considerando outros valores do expoente -y, ou, no caso de fixado o valor de 7,
utilizando metodologias diversas para obter a capacidade de suporte do peso
com respeito ao tempo e também o ponto de inflexdao do crescimento do animal.

O foco deste estudo é a modificagao de dois parametros da solucao da
equacao, cruciais para modelar o crescimento animal: as taxas de anabolismo
e catabolismo. Essas taxas desempenham o papel importante na determinagao
da capacidade de suporte do peso do animal estudado.

A metodologia desenvolvida neste estudo é aplicada a um conjunto de
dados da raga Zebuina, composta por féemeas Nelore. Os dados coletados du-
rante o perfodo de 2/10/2005 até 17/08/2016 foram cedidos de forma exclusiva
pela Associagao Brasileira de Zebu (ABCZ) - Minas Gerais, que tem a missao de
promover o aumento sustentavel da producao mundial de carne e leite, por meio
do registro genealégico, melhoramento genético e promocao de racas zebuinas.

O objetivo desse trabalho é desenvolver uma modelagem matemaética do
peso dessa raga bovina com respeito ao tempo, considerando as particularidades
dos dados coletados. O fato de ser peculiar é que os dados fornecidos pela coleta
dos pesquisadores da ABCZ, possui diferentes valores do peso em um mesmo
dia com grau de confiabilidade 1.

Utiliza-se como base tedrica o modelo de Bertalanffy em combinagao com
a teoria dos conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar. A motivacdo para a escolha
desses conjuntos é a vantagem implicita na légica que envolve a teoria. Este
beneficio provém de que, ao invés de obter uma curva que interpreta o conjunto
de dados, o resultado da modelagem é uma pegada de incerteza, regiao no plano
2D que cobre os pontos (idade, peso) dos dados coletados normalizados.

Para ilustrar essa vantagem, imagine trés especialistas na area da raca
Zebuina, Especialista 1, Especialista 2 e Especialista 3, discutindo qual tem
a melhor afirmacao para o resultado do crescimento do peso em determinado
tempo. A metodologia se fundamenta em atribuir um valor de pertinéncia a
um peso P como sendo o seu valor normalizado. Na légica dos conjuntos fuzzy

do tipo 1, uma das seguintes afirmagoes pode ser proposta para a modelagem:
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“Especialista 1 afirma que o peso do zebu no dia 360 é de 402kg e tem

um valor de verdade de 0.37”;

“Especialista 2 afirma que o peso do zebu no dia 360 é de 476kg e tem

um valor de verdade de 0.43”;

“Especialista 3 afirma que o peso do zebu no dia 360 é de 502kg e tem

um valor de verdade de 0.47”.

’

Se apenas um especialista é consultado para realizar a modelagem, a
escolha descarta as outras possibilidades. Caso que os trés sejam abordados,
uma alternativa da modelagem é determinar a média aritmética dos valores de
verdade para o dia 360.

No entanto, as trés afirmagoes podem ser compativeis na seguinte pro-

posicao, aplicando a légica de conjuntos fuzzy de tipo 2 intervalar:

“A proposigao “especialista 1 afirma que o peso do zebu no dia 360 é

402kg e tem um valor de verdade de 0.37” tem valor de verdade 17;

E
“A proposigdo “especialista 2 afirma que o peso do zebu no dia 360 é

de 476kg tem um valor de verdade de 0.43” tem valor de verdade 17;

E
“A proposigao “especialista 3 afirma que o peso do zebu no dia 360 é

576kg tem um valor de verdade de 0.47” tem valor de verdade 1”.
(1.1)

As simulacoes computacionais tem sido desenvolvidas em dois softwares
livres, o R (Team, 2020) e o GeoGebra (Hohenwarter, 2021) que fornecem os
calculos e graficos obtidos através da modelagem.

Este manuscrito estd organizado em quatro segbes: Secao 2 em trés
subsecOes em que: na primeira, a teoria dos conjuntos fuzzy tipo 2 intervalar
é revisada; na segunda, o modelo de von Bertalanffy é desenvolvido; na ter-
ceira subsegao o método do gradiente descendente é suscintamente descrito.
Na Secao 3, a metodologia é explanada e mostram-se os resultados obtidos.

Finalmente, na Segao 4 é apresentada a conclusao final.

2. Fundamentos matematicos

O fundamento matematico deste estudo estd dividido em trés tépicos:

uma revisao da teoria dos conjuntos fuzzy tipo 2 intervalar; o desenvolvimento
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da equagao de von Bertalanffy para ser aplicada na modelagem proposta; uma

breve abordagem do método do gradiente descendente.

2.1. Conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar

Nessa secao, faz-se uma revisao sobre conjuntos fuzzy do tipo 2 interva-
lar. Para mais detalhes, o leitor pode verificar (Mendel, 2017; Mendel et al.,
2016; Jafelice e Bertone, 2020).

Um conjunto fuzzy do tipo 1 (A) é caracterizado por sua funcao de
pertinéncia 4, tal que pa(x) € [0,1] e definida sobre um universo de discurso
X (Zadeh, 1965). Em outras palavras, um conjunto fuzzy do tipo 1 pode ser
interpretado pelo grafico de sua funcao pertinéncia:

A={(w,pa(@)) v € X, pala) € [0,1]}.

O suporte de A é o fecho topoldgico do conjunto {pa(x) > 0,2 € X}.
Um conjunto fuzzy do tipo 2 (A) é o grafico da funcdo  ; definida em
X x [0,1] tomando valores em [0, 1], a qual é chamada fungao de pertinéncia

de Ae representada por:

A= {((‘Tﬂ u),uA(x,u))Kx,u) € X x [07 1]; ,LLA(I’,U) € [Ov 1]} .
A pertinéncia secundéria de g, denotada por p g(m)(u), é, por definigao,
a funcdo de pertinéncia do conjunto fuzzy do tipo 1 A(x), o qual é obtido
geometricamente tracando um plano paralelo ao eixo u passando por .
O suporte de g(x), denotado por I,,, é dado por:

I, = {ulu € [0,1], p 5 (2, u) > 0}. (2.2)

Seja z € X fixado, definimos as fungoes de pertinéncia superior e inferior

de z, denotadas, respectivamente por 7 z(z), HZ(I), por:
fix() = sup{ulu € [0,1], p3(z,u) > 0} = sup T, (2.3)

pi(@) = inf{ufu € 0,1], pz(z,u) >0} =inf I, (2.4)

em que sup I, é o supremo do conjunto I, e inf I, é o infimo do conjunto 7.
Quando T, = [t s(2), iz(2)] & pegaiia de incerteza (Footprint of Uncer-
tainty em inglés) A, denotado por FOU(A), é o conjunto definido por:

FOU(A) ={(z,u)] z€ X euel,}, (2.5)
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em que fiz(z) e p 7(z) sdo definidos em (2.3) e (2.4), respectivamente.

Um conjunto fuzzy do tipo 2 é chamado conjunto fuzzy do tipo 2 inter-
valar se pu z(x,u) = 1, para todo (z,u) € X x [0, 1].

A modelagem proposta neste trabalho refere-se a pegada de incerteza
construida através da composicao de afirmagoes como as ilustradas em (1.1)

considerando um periodo de tempo de 1650 dias, como mostrado na Secao 3.

2.2. O modelo de von Bertalanfty

O peso de um animal vivo a qualquer instante depende do resultado do
processo de anabolismo e catabolismo. A taxa de anabolismo é considerada
proporcional & superficie fisiolégica do animal, enquanto a taxa de catabolismo
é proporcional ao corpo do animal (Bassanezi e Ferreira Jr., 1988; Bartholomew,
1981). Assim, assume-se que a drea de superficie S e o peso P s@o proporcionais
as poténcias de uma dimensao linear, uma relacao conhecida como de alotropia

e descrita como:

P=rleS =sl? (2.6)

em que | é o comprimento linear do organismo e r, s sao constantes de pro-
P

o

porcionalidade. Das relagoes alotrépicas do peso, (2.6), segue-se que I3 =

. 2 2 3 .. -
ou ainda, (I3)3 = (%) 5 e 12 = £} Substituindo essa expressdo na segunda
r3

igualadade em (2.6), a superficie S é dada pela férmula S = <% P3. Como a
superficie e o peso de um animal mudam com o tempo, usando a %em conhecida
equacao de von Bertalanffy (Bertalanffy, 1957), dada por % = h-S(t)—B-P(t),
segue-se que

dP S

- - -P(t)5 — B-P(t). (2.7)

s N
Portanto, denotando-se por a = h— e y = %, a expressao (2.7) torna-se
r3

dP
o aP(t)Y — BP(1). (2.8)
Considerando 7 =1 — v = % e observando que (2.8) é uma equagio do tipo

Bernoulli (Bassanezi e Ferreira Jr., 1988) é obtida a solugéo:

P(t) = () {1+C- g e Pt %. (2.9)
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1
Por outro lado, uma vez que lim (1 +C-2. e*ﬁ”> " =1, resulta que,
t——+o0 @

t—o0 5

conhecido como a capacidade de suporte do peso.

Py = lim P(t) = (a) ’ , (2.10)

Tomando-se em (2.9), t = 0, o valor de C' torna-se

. PO T «
o= () % @11
em que,
Py = Ps (1+C-ﬂ>f.
[0

Substituindo o valor de C' dado em (2.11) em (2.9), segue-se que

P(t) =Py - {H ((5;)7 - 1) -e—ﬂﬁ]i.

—~

2.12)

Afirmacao: P(t)™ e P(t+ 1) séo linearmente relacionados.

De fato, primeiramente note que de (2.12) resulta que:

(P(t))" — P, = PT, [(2)7 — 1} e ATt (2.13)

Substituindo ¢ por t + 1 em (2.12), segue-se que

P\" g
P(t+1)=Pw- {1+ ((PO) —1) -e—ﬂﬂt“)} .

Portanto, de (2.13), tem-se que:

[Pit+1)]" =P, - [1 + ((;1)7 _ 1) . e—BT(t+1)]

P T
=P+ P [(PO> - 1] e PTtehT

=Pl +[[P(t)]" — PL]-e "7
=[PWt) e +PL-(1-e ")
=a-[P)]" +0b,

em que
a=ePTeb=PL - (1-e"7). (2.14)
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Isto mostra que os pontos (P ()™, P(t + 1)7) se relacionam linearmente, como
afirmado.

Assim, encontrando os valores de a e b obtém-se os parametros a e 3:

B = _h;(“) (2.15)
~ —bln(a)
= G (2.16)

Finalmente, a capacidade de suporte do peso é calculada em funcao de

a e b utilizando as equagoes (2.15)—(2.16), resultando na férmula:

PooPoo(a,b)< b ) (2.17)

1—a

As férmulas (2.15) — (2.17) sdo utilizadas para encontrar uma primeira
curva solugdo do tipo (2.8), denotada por p,,(t), construida a partir da média
aritmética dos pesos normalizados, denominados Py, (t), a cada dia t.

O algoritmo aplicado para encontrar a e b é o de retropropagacao do

erro. Este algoritmo é explanado na subsecao a seguir.

2.3. Algoritmo de retropropagacgao do erro

Quando o erro para uma determinada amostra de pontos é dado pelo
erro médio quadratico, entre o valor desejado y4 e o valor obtido y, tem-se
E = 3(y —ya)*.

Dessa forma, quando se trabalha com dois parametros a e b a serem
corrigidos, sendo y = ax + b o erro E é caracterizado por um grafico de um
paraboloide. Neste método, busca-se o ponto de minimo deste paraboloide.

Tendo efetuado este calculo de F, é possivel aplicar uma corregao sobre
o0s parametros a e b obtidos em primeira instancia. Assim, o erro é proporcional

a derivada parcial, dada por:

0E _ 0B 0y
da Oy Oa
(2.18)
9E _ JE 9y
b  — oy ab

que representa os fatores de sensibilidade, que determinam a direcdo vetorial
da busca da corregao dos parametros a e b.

Assim, é possivel definir corregoes a serem aplicadas em a e b, que sao
obtidas pelas derivadas parciais do erro retropropagado por OE/da e OE/0b,
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respectivamente, em que estas corregdes sdo calculadas pelas equagoes (2.18)

dadas por:
— _§0E
S (2.19)
b = b-0%,

em que § > 0 é a taxa de aprendizagem do algoritmo de retropropagacao,
e seu sinal negativo em (2.18) e indica a descida do gradiente no espago dos
parametros, sendo denominado também por método do gradiente descendente.

Este método é utilizado na modelagem para determinar a reta que re-
presenta a relac@o linear dos pontos (P7 (t), Pr (t + 1)). Tem sido formulado
um cédigo no software R (Team, 2020) para a realizacdo do algoritmo de re-

tropropagacao.

3. Metodologia e resultados

A partir do conjunto de valores representando os pesos de fémeas Nelore
da raga zebuina em um dia, contendo 19.415 dados, realizou-se uma filtragem
para simplificar a modelagem, mantendo os principais valores de pesos, maximo
(1100kg) e minimo (228kg), para preservar as propriedades qualitativas dos
dados originais. O dado inicial é o valor fornecido pelo especialista da ABCZ
que é de 39kg. Como resultado, 1.246 valores de pesos distribuidos em uma
sequéncia crescente de dias tem sido filtrados, alguns dos quais sdo mostrados

na tabela 1. Tabela 1: Uma amostra dos dados filtrados.

Idade (dia) Peso (kg)

360 415
360 402
360 476
360 502
361 429
361 460
361 493
361 480
362 428
362 530
362 463

O préximo passo tem sido normalizar os pesos P, fornecido pelos da-
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dos coletados, de forma a definir um valor de pertinéncia a cada peso que é

TFE)O' Calcula-se entao a média aritmética dos pesos nor-

malizados em cada dia, com o objetivo de determinar uma curva p,,(t) que

exatamente o valor

modela os pontos (¢, Py, (t)).

Constréi-se a lista de pontos (P7 (t), P (t + 1)) que sdo aproximados
por uma funcao linear y = ax + b, obtida por meio do método do gradiente
descendente. De fato, aplicando o algoritmo de retropropagacao do erro com
os valores iniciais de ag = 1 e by = 0.005 e o valor de § das equagodes em (2.19)
igual a 0.001, apds 5000 iteracoes obtém-se os valores otimizados de a e b dados
por

a = 0.9964157 e b = 0.003125283. (3.20)

Denotando por Sy, e PS°, os valores correspondentes as férmulas (2.15)

e (2.17) substitui-se os valores de (3.20), para concluir que

Bm =001077 e P =0.66288. (3.21)

A curva py,(t) é formulada, tomando p,, (0) = 23 = 0.03545:

pm(t) = P77 {1 - (—1 + <p]’§£8)>T> e—ﬂm”} ' : (3.22)

m
Na figura 1 sdo mostrados os pontos (¢, Py(t)), sendo Py (t) os pesos
normalizados dos dados coletados e a curva p,, (t) obtida através do método do

gradiente descendente.

u
1

t

) T0 20 300 400 %00 0 700 800 %00 1000 100 1200 1300 1400 1800 1600

Figura 1: A curva p,,(t), em cor cinza claro, e os pontos que representam os

dados normalizados, em pontos de cor preta, representados no plano tOu.
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A seguir, fixa-se o valor achado de a em (3.20) e experimentam-se valo-
res de b por meio da ferramenta de controle deslizante do software GeoGebra
(Hohenwarter, 2021), de forma a se obter curvas geradas a partir de p,,(t) que
formam uma faixa que cobre os pontos (t, Pn(t)). O controle deslizante per-
corre o intervalo discreto [0.00282, 0.00357] com incremento igual a 0.000001.

Algumas das curvas obtidas e o controle deslizante b sao mostradas na figura 2.

u

Controle deslizante
b =0.00312

t

- -
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

Figura 2: As curvas geradas a partir de p,,(t) utilizando o controle deslizante.

Por meio desse procedimento, obtém-se as duas funcoes de pertinéncia,
Ky e Bp dadas por

115 (t) = 0.48697 {1 + <—1 + ( 0’" 11"8((509)7>T> e‘/’”} ' (3.23)

Tip(t) = 0.98808 {1 + (—1 + (O?%;O())Eg)T) e‘ﬂ”] ' : (3.24)

em que 8 = By, e fi5(0) = p5(0) = pr(0). Essas funcdes determinam a FOU
do conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar ]5, caracterizado por:

P = {((t,u), pp(t,u))|(t,u) € [0,1650] x [0,1], u5(t, u) € [0,1]} .

Na figura 3 sdo apresentados os pontos (¢, Py (t) entre os gréificos das
fungoes de pertinéncia p B Clp



Modelagem do peso—idade de fémeas da raca zebuina via ... 11

t
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 160(
Figura 3: A FOU de P conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar que modela o

crescimento do peso normalizado em funcao do tempo.

Como salientado na ilustracao (1.1), a seméantica da 16gica proposicional
da teoria dos conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar, interpreta a modelagem da
figura 4 da seguinte formas:

“A afirmacdo “o peso da fémea zebuina Nelore estd entre p5(t) e ip(t), para
cada t € [0,1650]” tem como valor de verdade 1.”

Figura 4: O conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar P.
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4. Conclusao

Uma modelagem da relagdo crescimento idade—peso de fémeas da raga
zebuina é desenvolvido utilizando a equagao de von Bertalanffy correspondente
ao expoente % e a logica fuzzy do tipo 2 intervalar. A metodologia é aplicada
a um conjunto de dados reais fornecido por uma acurada investigacao da raca
bovina Nelore, cujas particularidades desafiam as cldssicas abordagens utiliza-
das na literatura para interpretar matematicamente a relagao formulada pela
equacgao de von Bertalanffy. A partir da existéncia de uma proporcionalidade
das médias aritméticas dos pesos normalizados e utilizando o método do gradi-
ente descendente, obtém-se uma primeira curva solugao que é a interpretagao
do comportamento das médias do conjunto de dados. A forma de estender a
interpretagao para todos os pesos é feita através da descoberta de um inter-
valo onde o coeficiente linear varia. Para os diferentes valores desse coeficiente
sao determinadas curvas solucao da equagao de von Bertalanffy que formam
a pegada de incerteza do conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar, resultado da

modelagem.
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