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Prefacio:

E com enorme prazer e orgulho que apresentamos mais um ni-
mero (31) da revista Biomatematica que comegou a ser publicada
em 1991, um ano apds a Biomatemadtica ser considerada area de
pesquisa no Departamento de Matemética Aplicada do IMECC—
Unicamp. No inicio, esta revista além de divulgar os trabalhos de
modelagem matematica de fendmenos biolégicos, produzidos pelo
grupo do IMECC, buscava também incentivar outros estudiosos a
se aventurarem nesta area de pesquisa.

Nos trabalhos publicados desde seus primeiros niimeros, é pos-
si-vel observar a diversidade de interesses e problemas abordados
pelo grupo e que podem ser reunidos em dois topicos principais:
(1) Sistemas Dinamicos de Populagdes (controle 6timo de tumores
e bactérias, evolucao de dengue, cinética enzimatica e resisténcia a
fungicidas) e (2) Anélise Numérica de EDP parabdlicas-hiperbélicas
(poluigao de rios e mares, hemodidlise e secagem de batatas).

Nos primeiros tempos, o fato da Biomatematica ser uma &area
de pesquisa nova, ela encontrou varios empecilhos para impor-se
no meio académico. Contudo, a evolucao qualitativa e quantita-
tiva dos trabalhos realizados pelo grupo do IMECC, acabou por
consolidar a Biomatematica como area de pesquisa importante na
universidade. Nessa caminhada também foi fundamental o apoio
recebido da SBMAC que abriu espago em seus congressos naci-
onais para realizacoes de minicursos, sessoes especificas e para o
lancamento dos niimeros anuais da revista.

A permanéncia ativa deste grupo é resultado, em grande parte,
da modelagem de processos biolégicos apoiados por instrumentos
advindos da Teoria Fuzzy. O uso dos conceitos fuzzy em Bioma-

tematica tem sido muito bem aceito pelos profissionais da area

ii



biolégica e uma grande quantidade de trabalhos surgiu com a in-
sercao de seus argumentos nos modelos classicos, principalmente
quando se considera a subjetividade e/ou conhecimento parcial do
fenomeno biolégico.

Apos 31 anos, estamos convencidos que a divulgacao de traba-
lhos, muitas vezes como pré-print, na revista Biomatematica, tem
sido fundamental para o desenvolvimento e difusao desta area de
pesquisa, tanto no IMECC como em outros centros nacionais e

latino-americanos.

Rodney C. Bassanezi
Comissao Editorial - IMECC-Unicamp.
Campinas, 1° de junho de 2021.
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Resumo A conhecida equagao de von Bertalanffy é muito utilizada na litera-
tura para modelar a curva de crescimento do peso animal em fung¢édo do tempo.
Dos parametros que contribuem para a modelagem, encontram-se as taxas de
anabolismo e catabolismo, relacionadas com o expoente da equagdo de von
Bertalanffy, os quais sdo estimados sob diversas abordagens. Em alguns ca-
sos, o expoente é o foco de discussao e, em outros, deixa-se o expoente mais
aplicado, de valor 2/3, é fixado e as estimativas relativas a capacidade de su-
porte do peso assim como o ponto de inflexdo do crescimento do animal sdo o
centro da modelagem. Esta segunda alternativa, no sentido de fixar o valor do
expoente, é o enfoque desse estudo, com o objetivo de explorar as vantagens
da légica dos conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar. A modelagem é aplicada a
um conjunto de dados referida ao peso de fémeas da raga zebuina, coletados
durante onze anos pela Associagdo Brasileira de Zebu-MG (ABCZ), cedido
de forma exclusiva para essa investigacdo. Como resultado da modelagem, é
obtida uma faixa de valores crescimento do peso normalizado em fungao do

tempo com grau légico de verdade um.

Palavras—chave: Modelagem matemdtica; equacdo de von Bertalanffy;

método de gradiente descendente.
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1. Introducao

A equagao de crescimento de von Bertalanffy (Bertalanffy, 1957) foi ini-
cialmente aplicada ao crescimento do peixe, area em que se encontram uma
grande variedade de parametros estimados para essa equacao. Na equagao
destaca-se o expoente v igual a % O modelo de von Bertalanffy tem sido
extendido para outras espécies animais (Bassanezi, 2002) de vérias maneiras:
considerando outros valores do expoente y, ou, no caso de fixado o valor de 7,
utilizando metodologias diversas para obter a capacidade de suporte do peso
com respeito ao tempo e também o ponto de inflexdo do crescimento do animal.

O foco deste estudo é a modificagao de dois parametros da solucao da
equacao, cruciais para modelar o crescimento animal: as taxas de anabolismo
e catabolismo. Essas taxas desempenham o papel importante na determinagao
da capacidade de suporte do peso do animal estudado.

A metodologia desenvolvida neste estudo é aplicada a um conjunto de
dados da raga Zebuina, composta por féemeas Nelore. Os dados coletados du-
rante o perfodo de 2/10/2005 até 17/08/2016 foram cedidos de forma exclusiva
pela Associagao Brasileira de Zebu (ABCZ) - Minas Gerais, que tem a missao de
promover o aumento sustentavel da producao mundial de carne e leite, por meio
do registro genealégico, melhoramento genético e promocao de racas zebuinas.

O objetivo desse trabalho é desenvolver uma modelagem matemaética do
peso dessa raga bovina com respeito ao tempo, considerando as particularidades
dos dados coletados. O fato de ser peculiar é que os dados fornecidos pela coleta
dos pesquisadores da ABCZ, possui diferentes valores do peso em um mesmo
dia com grau de confiabilidade 1.

Utiliza-se como base tedrica o modelo de Bertalanffy em combinagao com
a teoria dos conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar. A motivacdo para a escolha
desses conjuntos é a vantagem implicita na légica que envolve a teoria. Este
beneficio provém de que, ao invés de obter uma curva que interpreta o conjunto
de dados, o resultado da modelagem é uma pegada de incerteza, regiao no plano
2D que cobre os pontos (idade, peso) dos dados coletados normalizados.

Para ilustrar essa vantagem, imagine trés especialistas na area da raca
Zebuina, Especialista 1, Especialista 2 e Especialista 3, discutindo qual tem
a melhor afirmacao para o resultado do crescimento do peso em determinado
tempo. A metodologia se fundamenta em atribuir um valor de pertinéncia a
um peso P como sendo o seu valor normalizado. Na légica dos conjuntos fuzzy

do tipo 1, uma das seguintes afirmagoes pode ser proposta para a modelagem:
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“Especialista 1 afirma que o peso do zebu no dia 360 é de 402kg e tem

um valor de verdade de 0.37”;

“Especialista 2 afirma que o peso do zebu no dia 360 é de 476kg e tem

um valor de verdade de 0.43”;

“Especialista 3 afirma que o peso do zebu no dia 360 é de 502kg e tem

um valor de verdade de 0.47”.

’

Se apenas um especialista é consultado para realizar a modelagem, a
escolha descarta as outras possibilidades. Caso que os trés sejam abordados,
uma alternativa da modelagem é determinar a média aritmética dos valores de
verdade para o dia 360.

No entanto, as trés afirmagoes podem ser compativeis na seguinte pro-

posicao, aplicando a légica de conjuntos fuzzy de tipo 2 intervalar:

“A proposigao “especialista 1 afirma que o peso do zebu no dia 360 é

402kg e tem um valor de verdade de 0.37” tem valor de verdade 17;

E
“A proposigdo “especialista 2 afirma que o peso do zebu no dia 360 é

de 476kg tem um valor de verdade de 0.43” tem valor de verdade 17;

E
“A proposigao “especialista 3 afirma que o peso do zebu no dia 360 é

576kg tem um valor de verdade de 0.47” tem valor de verdade 1”.
(1.1)

As simulagoes computacionais tem sido desenvolvidas em dois softwares
livres, o R (Team, 2020) e o GeoGebra (Hohenwarter, 2021) que fornecem os
calculos e graficos obtidos através da modelagem.

Este manuscrito estd organizado em quatro segbes: Secao 2 em trés
subsecOes em que: na primeira, a teoria dos conjuntos fuzzy tipo 2 intervalar
é revisada; na segunda, o modelo de von Bertalanffy é desenvolvido; na ter-
ceira subsegao o método do gradiente descendente é suscintamente descrito.
Na Secao 3, a metodologia é explanada e mostram-se os resultados obtidos.

Finalmente, na Segao 4 é apresentada a conclusao final.

2. Fundamentos matematicos

O fundamento matematico deste estudo estd dividido em trés tépicos:

uma revisao da teoria dos conjuntos fuzzy tipo 2 intervalar; o desenvolvimento
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da equagao de von Bertalanffy para ser aplicada na modelagem proposta; uma

breve abordagem do método do gradiente descendente.

2.1. Conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar

Nessa secao, faz-se uma revisao sobre conjuntos fuzzy do tipo 2 interva-
lar. Para mais detalhes, o leitor pode verificar (Mendel, 2017; Mendel et al.,
2016; Jafelice e Bertone, 2020).

Um conjunto fuzzy do tipo 1 (A) é caracterizado por sua funcao de
pertinéncia 4, tal que pa(x) € [0,1] e definida sobre um universo de discurso
X (Zadeh, 1965). Em outras palavras, um conjunto fuzzy do tipo 1 pode ser
interpretado pelo gréafico de sua funcao pertinéncia:

A={(w,pa(@)) : v € X, pala) € [0,1]}.

O suporte de A é o fecho topoldgico do conjunto {pa(x) > 0,2 € X}.
Um conjunto fuzzy do tipo 2 (A) é o grafico da funcdo  ; definida em
X x [0,1] tomando valores em [0, 1], a qual é chamada fungao de pertinéncia

de Ae representada por:

A= {((‘Tﬂ u),uA(x,u))Kx,u) € X x [07 1]; ,LLA(I’,U) € [Ov 1]} .
A pertinéncia secundéria de g, denotada por p g(m)(u), é, por definigao,
a funcdo de pertinéncia do conjunto fuzzy do tipo 1 A(x), o qual é obtido
geometricamente tracando um plano paralelo ao eixo u passando por x.
O suporte de g(x), denotado por I,,, é dado por:

I, = {ulu € [0,1], p 5 (2, u) > 0}. (2.2)

Seja z € X fixado, definimos as fungoes de pertinéncia superior e inferior

de z, denotadas, respectivamente por 7 z(z), HZ(I), por:
fix() = sup{ulu € [0,1], p3(z,u) > 0} = sup T, (2.3)

pi(@) = inf{ufu € 0,1], pz(z,u) >0} =inf I, (2.4)

em que sup I, é o supremo do conjunto I, e inf I, é o infimo do conjunto I.
Quando T, = [t s(2), iz(2)] & pegaiia de incerteza (Footprint of Uncer-
tainty em inglés) A, denotado por FOU(A), é o conjunto definido por:

FOU(A) ={(z,u)] z€ X euel,}, (2.5)
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em que fiz(z) e p 7(z) sdo definidos em (2.3) e (2.4), respectivamente.

Um conjunto fuzzy do tipo 2 é chamado conjunto fuzzy do tipo 2 inter-
valar se p z(x,u) = 1, para todo (z,u) € X x [0, 1].

A modelagem proposta neste trabalho refere-se a pegada de incerteza
construida através da composicao de afirmagoes como as ilustradas em (1.1)

considerando um periodo de tempo de 1650 dias, como mostrado na Secao 3.

2.2. O modelo de von Bertalanfty

O peso de um animal vivo a qualquer instante depende do resultado do
processo de anabolismo e catabolismo. A taxa de anabolismo é considerada
proporcional & superficie fisiolégica do animal, enquanto a taxa de catabolismo
é proporcional ao corpo do animal (Bassanezi e Ferreira Jr., 1988; Bartholomew,
1981). Assim, assume-se que a drea de superficie S e o peso P s@o proporcionais
as poténcias de uma dimensao linear, uma relacao conhecida como de alotropia

e descrita como:

P=rleS =sl? (2.6)

em que [ é o comprimento linear do organismo e r, s sdo constantes de pro-
P

o

porcionalidade. Das relagoes alotrépicas do peso, (2.6), segue-se que I3 =

. 2 2 3 .. -
ou ainda, (I3)3 = (%) 5 e 1?2 = £} Substituindo essa expressdo na segunda
r3

igualadade em (2.6), a superficie S é dada pela férmula S = <% P3. Como a
superficie e o peso de um animal mudam com o tempo, usando a %em conhecida
equacao de von Bertalanffy (Bertalanffy, 1957), dada por % = h-S(t)—B-P(t),
segue-se que

dP S

- - -P(t)5 — B-P(t). (2.7)

s N
Portanto, denotando-se por a« = h— e y = %, a expressao (2.7) torna-se
r3

dP
o aP(t)Y — BP(1). (2.8)
Considerando 7 =1 — v = % e observando que (2.8) é uma equagio do tipo

Bernoulli (Bassanezi e Ferreira Jr., 1988) é obtida a solugéo:

P(t) = () {1+C- g e Pt %. (2.9)
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1
Por outro lado, uma vez que lim (1 +C-2. e*ﬁ”> " =1, resulta que,
t——+o0 @

t—o0 5

conhecido como a capacidade de suporte do peso.

Py = lim P(t) = (a) ’ , (2.10)

Tomando-se em (2.9), t = 0, o valor de C' torna-se

. PO T «
o= () % @11
em que,
Py = Ps (1+C-ﬂ>f.
[0

Substituindo o valor de C' dado em (2.11) em (2.9), segue-se que

P(t) =Py - {H ((5;)7 - 1) -e—ﬂﬁr.

—~

2.12)

Afirmacao: P(t)™ e P(t+ 1) séo linearmente relacionados.

De fato, primeiramente note que de (2.12) resulta que:

(P(t))" — P, = PT, [(2)7 — 1} e ATt (2.13)

Substituindo ¢ por t + 1 em (2.12), segue-se que

P(t+1)=Pw- {1+ ((ﬁo) — 1) -e—ﬂﬂt“)} "

Portanto, de (2.13), tem-se que:

[Pt+1)]" =P, - [1 + ((;1)7 _ 1) . e—BT(t+1)]

P T
=P+ P [(PO> - 1] e PTtehT

=Pl +[[P(t)]" — PL]-e "7
=[PWt) e +PL-(1-e ")
=a-[P)]" +0b,

em que
a=ePTeb=PL - (1-e"7). (2.14)
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Isto mostra que os pontos (P ()™, P(t + 1)7) se relacionam linearmente, como
afirmado.

Assim, encontrando os valores de a e b obtém-se os parametros a e 3:

B = _h;(“) (2.15)
~ —bln(a)
= (2.16)

Finalmente, a capacidade de suporte do peso é calculada em funcao de

a e b utilizando as equagoes (2.15)—(2.16), resultando na férmula:

PooPoo(a,b)< b ) (2.17)

1—a

As férmulas (2.15) — (2.17) sdo utilizadas para encontrar uma primeira
curva solugdo do tipo (2.8), denotada por p,,(t), construida a partir da média
aritmética dos pesos normalizados, denominados Py, (t), a cada dia t.

O algoritmo aplicado para encontrar a e b é o de retropropagacao do

erro. Este algoritmo é explanado na subsecao a seguir.

2.3. Algoritmo de retropropagacgao do erro

Quando o erro para uma determinada amostra de pontos é dado pelo
erro médio quadratico, entre o valor desejado y4 e o valor obtido y, tem-se
E = 3(y —ya)*.

Dessa forma, quando se trabalha com dois parametros a e b a serem
corrigidos, sendo y = ax + b o erro E é caracterizado por um grafico de um
paraboloide. Neste método, busca-se o ponto de minimo deste paraboloide.

Tendo efetuado este calculo de F, é possivel aplicar uma corregao sobre
o0s parametros a e b obtidos em primeira instancia. Assim, o erro é proporcional

a derivada parcial, dada por:

0E _ 0B 0y
da Oy Oa
(2.18)
9E _ JE 9y
b  — oy ab

que representa os fatores de sensibilidade, que determinam a direcdo vetorial
da busca da corregao dos parametros a e b.

Assim, é possivel definir corregoes a serem aplicadas em a e b, que sao
obtidas pelas derivadas parciais do erro retropropagado por OE/da e OE/0b,
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respectivamente, em que estas corregdes sdo calculadas pelas equagoes (2.18)

dadas por:
— _§0E
S (2.19)
b = b-0%,

em que § > 0 é a taxa de aprendizagem do algoritmo de retropropagacao,
e seu sinal negativo em (2.18) e indica a descida do gradiente no espago dos
parametros, sendo denominado também por método do gradiente descendente.

Este método é utilizado na modelagem para determinar a reta que re-
presenta a relac@o linear dos pontos (P7 (t), Pr (t + 1)). Tem sido formulado
um cédigo no software R (Team, 2020) para a realizacdo do algoritmo de re-

tropropagacao.

3. Metodologia e resultados

A partir do conjunto de valores representando os pesos de fémeas Nelore
da raga zebuina em um dia, contendo 19.415 dados, realizou-se uma filtragem
para simplificar a modelagem, mantendo os principais valores de pesos, maximo
(1100kg) e minimo (228kg), para preservar as propriedades qualitativas dos
dados originais. O dado inicial é o valor fornecido pelo especialista da ABCZ
que é de 39kg. Como resultado, 1.246 valores de pesos distribuidos em uma
sequéncia crescente de dias tem sido filtrados, alguns dos quais sdo mostrados

na tabela 1. Tabela 1: Uma amostra dos dados filtrados.

Idade (dia) Peso (kg)

360 415
360 402
360 476
360 502
361 429
361 460
361 493
361 480
362 428
362 530
362 463

O préximo passo tem sido normalizar os pesos P, fornecido pelos da-
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dos coletados, de forma a definir um valor de pertinéncia a cada peso que é

TFE)O' Calcula-se entao a média aritmética dos pesos nor-

malizados em cada dia, com o objetivo de determinar uma curva p,,(t) que

exatamente o valor

modela os pontos (¢, Py, (t)).

Constréi-se a lista de pontos (P7 (t), P (t + 1)) que sdo aproximados
por uma funcao linear y = ax + b, obtida por meio do método do gradiente
descendente. De fato, aplicando o algoritmo de retropropagacao do erro com
os valores iniciais de ag = 1 e by = 0.005 e o valor de § das equagdes em (2.19)
igual a 0.001, apds 5000 iteracoes obtém-se os valores otimizados de a e b dados
por

a = 0.9964157 e b = 0.003125283. (3.20)

Denotando por Sy, e PS°, os valores correspondentes as férmulas (2.15)

e (2.17) substitui-se os valores de (3.20), para concluir que

Bm =001077 e P =0.66288. (3.21)

A curva py,(t) é formulada, tomando p,, (0) = 23 = 0.03545:

pm(t) = P77 {1 + (—1 + <p]’§£8)>T> e—ﬂm”} ’ : (3.22)

m
Na figura 1 sdo mostrados os pontos (¢, Py(t)), sendo Py (t) os pesos
normalizados dos dados coletados e a curva p,, (t) obtida através do método do

gradiente descendente.

u
1

t

) T0 20 300 400 %00 0 700 800 %00 1000 100 1200 1300 1400 1800 1600

Figura 1: A curva p,,(t), em cor cinza claro, e os pontos que representam os

dados normalizados, em pontos de cor preta, representados no plano tOu.
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A seguir, fixa-se o valor achado de a em (3.20) e experimentam-se valo-
res de b por meio da ferramenta de controle deslizante do software GeoGebra
(Hohenwarter, 2021), de forma a se obter curvas geradas a partir de p,,(t) que
formam uma faixa que cobre os pontos (t, Pn(t)). O controle deslizante per-
corre o intervalo discreto [0.00282, 0.00357] com incremento igual a 0.000001.

Algumas das curvas obtidas e o controle deslizante b sao mostradas na figura 2.

u

Controle deslizante
b =0.00312

t

- -
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

Figura 2: As curvas geradas a partir de p,,(t) utilizando o controle deslizante.

Por meio desse procedimento, obtém-se as duas funcoes de pertinéncia,
Ky e Bp dadas por

15 (t) = 0.48697 {1 + <—1 + ( 0’" 2"8((509)7>T> e‘/’”} ' (3.23)

Tip(t) = 0.98808 {1 + (—1 + (O?%;O())Eg)T) e‘ﬂ”] ' : (3.24)

em que 8 = By, e fi5(0) = p5(0) = pir(0). Essas funcdes determinam a FOU
do conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar ]5, caracterizado por:

P = {((t,u), pp(t,u))|(t,u) € [0,1650] x [0,1], u5(t, u) € [0,1]} .

Na figura 3 sdo apresentados os pontos (¢, Py (t) entre os gréificos das
fungoes de pertinéncia p B Clp
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t
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 160(
Figura 3: A FOU de P conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar que modela o

crescimento do peso normalizado em funcao do tempo.

Como salientado na ilustracgao (1.1), a seméantica da 16gica proposicional
da teoria dos conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar, interpreta a modelagem da
figura 4 da seguinte formas:

“A afirmacdo “o peso da fémea zebuina Nelore estd entre p5(t) e p(t), para
cada t € [0,1650]” tem como valor de verdade 1.”

Figura 4: O conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar P.
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4. Conclusao

Uma modelagem da relagdo crescimento idade—peso de fémeas da raga
zebuina é desenvolvido utilizando a equagao de von Bertalanffy correspondente
ao expoente % e a logica fuzzy do tipo 2 intervalar. A metodologia é aplicada
a um conjunto de dados reais fornecido por uma acurada investigacao da raca
bovina Nelore, cujas particularidades desafiam as cldssicas abordagens utiliza-
das na literatura para interpretar matematicamente a relagao formulada pela
equacgao de von Bertalanffy. A partir da existéncia de uma proporcionalidade
das médias aritméticas dos pesos normalizados e utilizando o método do gradi-
ente descendente, obtém-se uma primeira curva solugao que é a interpretagao
do comportamento das médias do conjunto de dados. A forma de estender a
interpretagao para todos os pesos é feita através da descoberta de um inter-
valo onde o coeficiente linear varia. Para os diferentes valores desse coeficiente
sao determinadas curvas solucao da equacao de von Bertalanffy que formam
a pegada de incerteza do conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar, resultado da

modelagem.
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Resumo. Neste trabalho apresentamos um método de resolugdo do modelo
SIR, um sistema de equacgbes diferenciais, que estima a quantidade futura
de uma infeccdo em uma determinada populagdo. Fazemos uma revisdo do
modelo SIR e de como resolvé-lo através do Método de Runge-Kutta de 2a
ordem, algoritmo utilizado na solugdo de sistemas de equactes diferenciais.
Aplicamos o método SIR para estimar a quantidade de infectados pelo coro-
navirus, SARS-CoV-2, no Estado da Paraiba e fazemos um comparativo das

estimativas com os casos reais.

Palavras-chave: Estimativa; coronavirus.

1. Introducao

A pandemia de coronavirus, SARS-CoV-2, comecou no inicio do ano
de 2020, trazendo a tona um antigo modelo, chamado SIR, de previsao de
casos de pessoas infectadas por uma doenga, em uma determinada populacao.
A expectativa era a de prever o término da pandemia, bem como estimar a
quantidade de doentes, com o intuito de evitar um colapso no sistema de satide.

Neste trabalho apresentamos o modelo SIR, seus componentes e um
método de resolucao via algoritmo de Runge-Kutta de 2a ordem. Antes, descre-
veremos como obter estimativas para valores utilizados no SIR, denominados
de fator de recuperagao e taxa de contagio. Feito isso, iremos aplicar o método
SIR para estimar, a partir de dados reais, casos futuros de coronavirus no estado
da Paraiba. Nosso intuito é o de analisar se essas estimativas sao satisfatorias.

Haudelino@dcx.ufpb.br
2teodomiro.santos@academico.ufpb.br



16 Menezes Neto & Santos Neto

2. Modelo SIR

Vamos considerar uma populagao com quantidade de habitantes cons-
tante e igual ao valor inteiro positivo NV, e utilizaremos o modelo SIR, dado
pelo sistema de equagdes diferenciais abaixo (Brauer e Castillo-Chavez, 2012),
para estimar a quantidade de infectados de uma epidemia ao longo do tempo

t:
dsS 1(t)

il *ﬂTS(t)
a1

O BWS(“ —1(t)
% = ~I(t).

O valor § é a taxa de contdgio da doenga, v o fator de recuperacao da
doenca, S(t) a funcdo que representa as pessoas suscetiveis a se contaminar ao
longo do tempo, I(t) a fungdo que representa as pessoas infectadas ao longo
do tempo, e R(t) a fungdo que representa as pessoas recuperadas ao longo do
tempo.

Consideramos a marcagao do tempo ¢t em dias e que a chance de contato
entre qualquer habitante é a mesma, independente da distancia ou qualquer ou-
tro tipo de relagdo. Além disso, sendo a quantidade de habitantes N constante

para todo tempo ¢, temos que

N = S(t) + I(t) + R(¢), VL.

2.1. Fator de recuperacao e taxa de contagio

O célculo do fator de recuperacao v de uma determinada doenca con-
siste em analisar o tempo que uma pessoa infectada leva para se recuperar da
enfermidade. Como medimos o tempo t em dias e levando em conta que deter-
minada doenga leva ¢ dias para que uma pessoa infectada se recupere, entao
uma estimativa para o fator de recuperacao é dada por (Tavares, 2017)

=g (2.1)

Para estimar a taxa de contdgio § para o inicio de uma pandemia, ob-

servamos a equacao relacionada aos infectados do modelo SIR

I W) 10, 22)
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Consideremos que a epidemia iniciou num certo tempo tg, entao, neste
caso, S(t) é aproximadamente o valor N, para valores de ¢t préximos de tg. Ou
seja, podemos assumir que S(t) = N quando ¢ estd em uma vizinhanga de tg.

Assim, reescrevemos (2.2) como

dl
— =(B—=y)I(t). 2.
= (B=I) (23)
Uma solugao para equagao diferencial (2.3) é a fungao

I(t) = I(to)e® ", (2.4)

onde I(tp) é a quantidade inicial de infectados.

Ap0s certo tempo, no tempo tg, suponhamos que o nimero de infectados
dobrou em relagdo ao tempo inicial tg, ou seja, I(tq) = 21I(tg).

Substituindo o valor de I(t4) na equacao (2.4), obtemos

21 (tg) = I(tg)eP~"ta,

e aplicamos a fungao logaritmo natural, para obtermos uma estimativa para a
taxa de contdgio (Dietz, 1993)

B=7+—. (2.5)

Lembrando que t; é o tempo que levou para dobrar o numero de infectados
em relagdo ao tempo inicial ¢y e que esta estimativa de 8 é para o inicio da

pandemia.

3. Algoritmo de Runge-Kutta de 2a ordem

Obter explicitamente a expressao de uma fungéo y(t) que satisfaz uma
equagao diferencial do tipo % = F(t,y) nem sempre é uma tarefa facil. Entre-

tanto, caso o problema seja um Problema de Valor Inicial (PVT), do tipo

dy

E = F(ta y)7 com y(t()) = Yo, (36)
entao é possivel obter numericamente uma solugao aproximada para a funcéo
y(t) tal que y(to) = yo. Esta solugdo aproximada do PVI (3.6) consiste de uma
tabela de valores que inicia no ponto (tg,yo) e passa préximo do gréfico da

funcao que é a solugao exata da equacao.
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Para resolver o PVI (3.6) utilizando o algoritmo de Runge-Kutta, de-
finimos um valor h positivo e préximo de zero, e calculamos a sequéncia de
valores
k1 + ko

5
onde k1 = hF(ty,yn) € ko = hF (t, +h/2,y, +k1/2). Repetindo essa sequéncia
de céalculos até chegar no valor desejado de y, = y(t,,) (de Andrade, 2016).

tnt1 =t +h, Ynt1 =Yn + paran=0,1,2,...,

3.1. Aplicando Runge-Kutta de 2a ordem no SIR

No modelo SIR temos de resolver um sistema de equagoes diferenciais,

que podemos reescrever na forma

as

= = F,81

dt (t7S7 7R)
dI

- I

o G(t,S,1,R)
dR

— = H{tSLR),

sendo dados os valores iniciais no tempo t = to, S(to) = So, I(to) = Iy e R(tg) =
Ry, e as fungdes F'(t,5,I,R),G(t,S,I,R) e H(t,S,I,R) sdo dadas por

F(t,8,1,R) = —B%S(t), G(t,8,1,R) = 5%5@) — (),
H(t,S,I,R) = ~I(t).

Definido o valor h positivo e préximo de zero, para calcular as iteragoes
das sequéncias t,, Sy, I, e R,, paran = 0,1,2,..., procedemos do seguinte
modo t,41 =t, +he

ki +k i +1 mi+m
Sn+1:Sn+ ! 2; In+1:In+ ! 27 RnJrl:Rn'i_#a
2 2 2
com
h k l
ki = hF(tn, Sn, In, Rn), ko = hF (tn + 550+ G Ln+ o Bnt ";1) :

2 2 2 2

h k l
my = hH(tn’SmIann)» ma = hH <t” + 5’571 + El’ln + %’Rn + n?) .

h k l
Iy = hG(tp, Sn, In, Ry), Iy = hG (tn S+ L L+ LR, + ml) :
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4. Infectados pelo coronavirus na Paraiba

Aplicaremos os resultados obtidos para andlise de casos futuros de infec-
tados pelo coronavirus no estado da Paraiba. Consideremos o tempo ¢t medido
em dias. Em média, uma pessoa infectada pelo coronavirus leva treze dias para
se recuperar, sendo assim, assumimos ¢ = 13 e, utilizaremos o fator de recu-
peragdo, v = 1/13 = 0,07692. A populacao considerada é de N = 3.944.000.

Faremos a estimativa de casos, utilizando o SIR, via resolucao pelo al-
goritmo de Runge-Kutta de 2a ordem, para dois perfodos distintos 27/07/2020
e 30/04/2021. Utilizamos o valor de h = 0,1, entdo a cada dez iteragdes do
algoritmo, temos a passagem de um dia. Os numeros de casos foram obtidos
através do portal intitulado Dados Epidemiolégicos Covid-19 Paraiba, na aba
microdados (ver: Governo do Estado da Paraiba, 2021)

No dia 21/03/2020, foi registrado o primeiro caso de coronavirus na
Paraiba. O primeiro perfodo analisado, de 27/07/2020, corresponde a 126 dias
corridos ap6s o primeiro caso registrado. O segundo periodo analisado, de

30/04/2021, corresponde a 403 dias corridos apds o primeiro caso registrado.

4.1. Periodo situado em 27/07/2020

No dia 27/07/2020 a Paraiba registrou no total 76.693 casos de Coro-
navirus. Observamos que no dia 21/06/2020 a Parafba havia registrado no
total 36.784 casos. Entdo, de 21/06/2020 para 27/07/2020, o ntiimero de casos
dobrou, e isso ocorreu num tempo de 32 dias. Sendo assim, consideraremos
to = 0 na data de 21/06/2020 e t4 = 32 na data de 27/07/2020. Portanto,
podemos estimar a taxa de contdgio para o dia 27/07/2020 no valor de

In2
B=0,07692 + — = 0,00858.
Utilizando os valores de v = 0,07692, 5 = 0, 09858,
I(ty) = 76.693, R(ty) =0, S(to) = N — I(to) — R(to)

e aplicando Runge-Kutta de 2a ordem no SIR, obtemos a Tabela 1 com as
estimativas do nimero de infectados para dez dias posteriores a 27,/07,/2020.
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Tabela 1: Estimativas para dez dias posteriores a 27/07/2021.

Data n  Estimativa Dado Real FErro
27/07/2020 0 76693 76693 0
28/07/2020 10 781175 78215 40
29/07/2020 20 79898 79751 147
30/07/2020 30 81108 81303 195
31/07/2020 40 82794 82868 74
01/08/2020 50 83461 84447 986
02/08/2020 60 84008 86038 2030
03/08/2020 70 84211 87642 3431
04/08/2020 80 87071 89257 2186
05/08/2020 90 87867 90882 3015
06/08/2020 100 89117 92517 3400
Na Tabela 1:

“Data” se refere ao dia.

n é o valor da iteracao feita pelo método de Runge-Kutta de 2a ordem.

“Estimativa” corresponde ao valor de I(t,), que é a estimativa de casos
de infectados de coronavirus obtido pelo método de Runge-Kutta de 2a ordem.

“Dado Real” é o numero de casos reais de infectados de coronavirus
obtidos na consulta ao portal Dados Epidemiolégicos Covid-19 Paraiba

“Erro” é o valor absoluto da diferenca do valor da estimativa pelo valor

do dado real do nimero de casos de coronavirus.

4.2. Periodo situado em 30/04/2021

No dia 30/04/2021 a Paraiba registrou no total 292.669 casos de Co-
ronavirus. Observamos que no dia 02/12/2020 a Paraiba havia registrado no
total 146.528 casos. Entao, de 02/12/2020 para 30/04/2021, o nimero de casos
dobrou, e isso ocorreu num tempo de 147 dias. Sendo assim, consideraremos
to = 0 na data de 02/12/2020 e tqy = 147 na data de 30/04/2021. Portanto,
podemos estimar a taxa de contdgio para o dia 30/04/2021 no valor de

In2
B8 =0,07692 + a7 = 0,08163.
Utilizando os valores de v = 0,07692, 5 = 0, 08163,

I(to) = 292.669, R(ty) =0, S(to) = N — I(to) — R(to)
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e aplicando Runge-Kutta de 2a ordem no SIR, obtemos a Tabela 2 com as

estimativas do nimero de infectados para cinco dias posteriores a 30/04/2021.

Tabela 2: Estimativas para cinco dias posteriores a 30/04,/2021.

Data n  Estimativa Dado Real Erro
30/04/2021 0 292669 292669 0

01/05/2021 10 292211 293717 1506
02/05/2021 20 291620 294672 3052
03/05/2021 30 290900 295458 4558
04/05/2021 40 290052 296587 6535
05/05/2021 50 289078 297586 8508

5. Conclusao

O primeiro periodo analisado, de 27/07/2020 a 06/08/2020, as estima-
tivas foram satisfatéria até o quinto dia, 01/08/2020, apés esta data o erro
obtido sé fez aumentar com o tempo. Tendo em vista que a epidemia estava
em estagio inicial, o valor da taxa de contédgio (3 foi condizente com a situacao
da época.

Para o caso das estimativas do segundo periodo analisado, transcorrido
de 30/04/2021 a 05/05/2021, tendo em vista que passaram 406 dias corridos
desde a contagem do primeiro caso, ou seja, nao condiz mais com um estagio
inicial da pandemia, a estimativa da taxa de contdgio 8 nao foi satisfatéria.
A quantidade de casos elevada, leva-se muito tempo para dobrar o nimero de
casos, isso fez com que as estimativas indicassem uma queda na contagem do
numero total de infectados, o que nao foi condizente com os dados reais.

Portanto, a estimativa da taxa de contdgio 3, foi satisfatéria para estimar
os infectados em um estagio inicial de uma pandemia, com uma baixa contagem
de pessoas contaminadas. Para outros estdgios de uma pandemia, com nimero
elevado de casos de infectados, devemos procurar outros métodos para calcular

o valor de 5.
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1. Introduction

In theoretical epidemiology, there has been a big effort to understand
and to know the consequences of a public health strategy when it is applied in
a population. In Kribs-Zaleta and Velasco-Hernandez (2000) it was analyzed
a model without delay where a strategy of vaccination is applied over the sus-
ceptible population. They show that multiple endemic equilibrium points can
appear for Ry < 1 (see Figure 1). In this case, a bistability phenomenon occurs
and depending on the number of infectious individuals at the beginning of the
disease, there will be an epidemic outbreak or the disease will be eradicated.
A backward bifurcation is considered an undesirable phenomenon because the
classical policy of bringing Ry below 1 is not a sufficient condition to control the
disease (Sharomi and Gumel, 2009; Hadeler and Castillo-Chévez, 1995; Garba
et al., 2008; Dushoff et al., 1998; Zhang and Liu, 2009; Lou et al., 2013).

It is known that, the application of a vaccine has been an important
public health strategy because the vaccine application has not only reduced
considerably the possible number of infectious individuals of some infectious
diseases such as rubella, measles and mumps, but also, in some cases, the
eradication of the disease has been possible. This is the case for the small-
pox, which has been eradicated (see Bazin (2000)), and the rubella and the
measles will be eradicated from Europa in the next years. In the mathematical
epidemiology literature there are models analyzing how the application of a
vaccine affects the evolution of a disease; for example, the effect of different
awareness of vaccination programs has been studied through epidemiological
models (see Misra et al. (2011); Zuo and Liu (2014); Zuo et al. (2015); Shim
and Galvani (2012)), additionally, the efficiency and efficacy of a vaccine have
been analyzed in other works (see Shim and Galvani, 2012; Kribs-Zaleta and
Velasco-Herndndez, 2000).

Through the years there has been a lot of discussion about differential
equation models without delay; however, the use of a time delay in demographic
or epidemiological variables has not been profusely analyzed. Some works have
modeled the delay in media coverage of an epidemic outbreak; (Zhao et al.
(2014)). There are time delay models considering the level of disease awareness
(Misra et al. (2011); Zhao et al. (2014); Zuo and Liu (2014); Zuo et al. (2015)),
and pulse vaccination models with a delayed term representing disease incuba-
tion time have been reviewed, too (Meng et al., 2010; Schenzle, 1984; Agaba
et al., 2017).
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With this in mind, we propose an epidemiological model with delay
in the vaccine term. We analyze the effect of the delay over the bistability
phenomenon. To do this, in section 2 we present a time-delayed epidemiolog-
ical model with vaccination and the basic reproduction number is calculated.
Section 3 contains analytical results on feasibility and stability of the equilib-
rium points of the model. Additionally, conditions for the existence of a Hopf
bifurcation in one endemic steady state are given. In Section 4, numerical sim-
ulations are carried out to illustrate the behavior of the solutions of the model
for different scenarios. Finally, in Section 5 the discussion of the results are

given.
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Figure 1: Figure a) shows a backward bifurcation in Ry = 1. Multiple endemic
states are showed when Rg < 1. In this case, a phenomenon of bistability ap-
pears, meanwhile, b) shows a forward bifurcation in Ry = 1. Equilibria endemic
do not exist for values of Ry below one, and an unique endemic equilibrium
exists for Ry > 1. Black lines are locally stable equilibria points and the red

lines are unstable equilibria.

2. The model

At any given time ¢, a size N population is considered which is divided
into three classes; susceptible individuals, infectious individuals and vaccinated
individuals. All the model parameters are considered non-negative constants.
The death rate is denoted by p and the number of deaths in each class is
considered proportional to the size of each class. A is the recruitment rate of
susceptible individuals and all new born are assumed to be susceptible individ-
uals. 3 is the infectious rate and new infectious individuals are modelled using
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the mass-action-law. Therefore, 8S1 represents the number of new infectious
individuals per time unit. c is the rate at which individuals recover and return
to susceptible class from infectious class and the number of recovered individ-
uals is assumed to be proportional to the size of the class. The susceptible
population is vaccinated at a rate ¢. Vaccinated individuals experience loss of
immunity after an average time %. The parameter o € [0, 1] is used to describe
the vaccine efficiency. So, 0 = 0 means a totally effective vaccine whereas o = 1
describes a totally useless vaccine. Finally, 7 represents the time the vaccine
needs for a vaccinated individual to be protected. So, the term ¢S(t — 7) de-
scribes the susceptible individuals that will be in the vaccinated class 7 time
after being vaccinated.
Then, the delay epidemiological model is given by:

S =A—BSI—(u+@)S+cl+6V,
I=BSI+0BVI—(u+c), (2.1)
V=0¢St—1)—0BVI—(u+0)V.

The initial conditions for the model (2.1) are S(f) = Sp, 1(0) = 0 and
V() = Vo, 0 € [—7,0). Also, the positive octant is invariant under the system
2.1.

For the epidemiological model (2.1), the basic reproduction number is

given by

 BAp+ 0+ 09)
Bo= it omro+a) (22)

Observe that the delay 7 does not appear in the basic reproduction

number.

3. Existence of equilibria points

For system (2.1), taking the system of non linear equations that gives
the fixed points and solving for the first and the third equation, for S* and V*
respectively and substituting those values in the second equation, the following

equilibrium equation is obtained.

I"f(I*) = 0. (3.3)
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Where
f(I*)y = A(I*)*> + BI* 4 C, (3.4)

and the coefficients of the quadratic function (3.4) are given by

A= —opBu,
B=Aof—plo(p+c+¢)+u+0), (3.5)
C:Aw+0+@O—éﬁ.
From equation (3.3) the disease-free equilibrium point is obtained, which
has the coordinates I* =0, V* = W and S* = %. The disease-

free equilibrium is denoted by Ej.

The endemic equilibrium points are given by the positive solutions of
the equation (3.3). Then, analyzing the coefficients given in (3.5), it can be
observed that

e A is always negative for all the values of the models parameters.
e (' > 0if and only if Ry > 1.
e f(0)=C.

A

Therefore, if Ry > 1 then C' > 0, and a unique positive zero of f(I*)
exists. If Ry < 1, there can be either two positive roots of f(I*) or one
double positive root of f(I*) or no positive roots, depending on whether some
conditions over the coefficients (3.5) are satisfied. These observations can be
summarized in the following result:

Theorem 1 For model (2.1), the number of endemic states with positive en-

tries behaves according to the following options:
a) If Ry > 1, the model have exactly one positive endemic state.
b) If Ry < 1 and B < 0 the model have no positive endemic states.

¢) If Ry < 1, B > 0 and B?> — 4AC = 0 the model has a unique positive
endemic state, which is a double root of f(I*).
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d) If Rg < 1, B> 0 and B2—4AC > 0 the models have two positive endemic

states.

Notice that, R§ = Bfﬁf/&&ej@ejﬁ 57 1s a critical value of Ry below one,

where a pair of endemic equilibrium states are suddenly created. Then, Rj

is a bifurcation point, which is found solving the equation B? — 4AC = 0.
Therefore, combining the results of the theorem (1), it can be concluded that
multiple non-negative endemic states can occur for values of R < Rg < 1
when some conditions over the parameters are satisfied.

The bifurcation diagram for system (2.1) when 7 = 0 may be one of two
possible options, which are showed in Figure 1 (see Kribs-Zaleta and Velasco-
Hernandez (2000)). Which one actually occurs depends only on the parameters
values of the models. However, the bifurcation diagrams may change because
a periodic solution could exist for 7 > 0 when Ry < 1.

In the following section, the stability of the equilibrium points for 7 > 0
will be analyzed.

3.1 Stability of the disease-free equilibrium point

Knowing the stability of the equilibrium states of the model is funda-
mental to understand the dynamics of the model solutions. For this, analysis
of stability of the equilibrium states will be done as follows.

The linearized system associated to the delay model (2.1) is given by;

z(t) x(t) z(t—7)
— | y@®) [ =A| y@®) | +A| yE—7) [. (3.6)
2(t) z(t) z(t—17)

Where matrices A; and As depend on the parameters model.
In the following, the linearized system associated to the system (2.1) in

the disease-free equilibrium point will be analyzed.

Theorem 2 The disease-free equilibrium Eq for system (2.1) is locally asymp-
totically stable for all T > 0 if and only if Ry < 1.

Proof.
The matrices Ay and A, for the linearized model (2.1), evaluated in the

disease free equilibrium, are given by;
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A 0
Gre) e o

A 0+o
A= 0 g e e CR

aBAp
0 R ~(nt6)
0 0 0
A= 0 0 0
6 0 0

The characteristic equation associated to the system (3.6), for the model
(2.1), is given by

AN =M — A; —e Ay =0. (3.7)
Where,
AN = (& (ut0+P)A=A (M:(i:;ﬂf)-i_u (/L+9+¢>)(M+C))()\2 +aih + ap + age ),
and

01::2Mﬁ‘9+‘¢,
az = (u+0)(1+ ), (3.8)
as = —qu

M =Ap+0+¢)(1— R%)) is an eigenvalue of the linearization of the model
(2.1) in the disease-free equilibrium. The other eigenvalues are given by the
solutions of the next transcendental equation

(N2 + a1\ +ay +aze) =0. (3.9)

The analysis of the existence of roots of the equilibrium equation (3.9)
is too difficult because the equilibrium equation is a transcendental equation
with infinite eigenvalues; however, stability analysis can still be done (see Cul-
shaw and Ruan (2000)). It is known that the equilibrium solution is locally
asymptotically stable if all the roots of its characteristic equation have nega-
tive real parts; however, the Routh-Hurwitz criterion cannot be applied to the
transcendental equation, but a first result can be obtained for the equilibrium
equation (3.9). For 7 = 0 the expression (3.9) is a polynomial and, in this
case, the Routh-Hurwitz criterion can be used to analyze the stability of the

equilibrium point, which will be done as follows.
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Lemma 1 Let 7 = 0. The disease-free equilibrium point is locally asymptoti-
cally stable if and only if Ry < 1.

Proof.
Let 7 = 0. Then, the characteristic equation (3.9) is

A+ ad+as+az=0. (3.10)

Observe that a; and as + a3 are positive constants. Therefore, the Routh-
Hurwitz criterion is satisfied. Then, all the roots of the characteristic equation
(3.9) have negative real parts. Furthermore, when 7 = 0, the disease-free
equilibrium is locally asymptotically stable when Ry < 1 and unstable when
Ry >1N

Above, the stability of the disease-free equilibrium was proved for 7 = 0.
In the following, distribution of the roots of the transcendental equation (3.9)
will be analytically studied. Also, conditions over the parameters of the model
(2.1) are derived to ensure that the steady state of the delay model is still stable
for all delay 7 > 0.

By Rouche’s theorem and continuity arguments, the characteristic equa-
tion (3.7) has roots with positive real part if and only if the characteristic
equation has purely imaginary roots. In this sense, in the paragraphs below, it
will be proved that this is not the case for the disease-free equilibrium. That is,
the characteristic equation does not have purely imaginary roots for all delay,
Therefore, the steady state is always stable because all roots of the character-
istic equation have negative real part.

Notice that, A = iw (w > 0) is a root of the characteristic equation (3.9)
if and only if

—w? + a1wi + ag + az cos(wr) — azisin(wr) = 0. (3.11)

Separating the real and imaginary parts of the equation (3.11), the following

expressions are obtained
a1w = ag sin(wr),
—w? 4 ag = —asg cos(wT).

Adding up the squares of both the equations, the following expression is ob-

tained;

w* + (a3 — 2a2)w + a3 — a3 = 0. (3.12)
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2

Let z = w? a = a? —2ay and § = a3 — a3. be. Then, left side of equation

(3.12) can be reduced to the following quadratic function
h(z) = 2> +az + 4. (3.13)
Where

a=aj—2a = (u+0)"+ (n+9¢)?
§=a5—a3 = p(p+ 0+ ¢)(ue + 200 + 1* + pb).

Notice that, both coefficients are positive.
Then, analyzing the quadratic function (3.13), the following result is
achieved.

Lemma 2 The quadratic function h(z) has no positive real roots.

Then, Lemma 2 implies that iw is not an eigenvalue of the characteristic
equation (3.9).

Therefore, the disease-free equilibrium Fj is locally asymptotically stable
for all delay 7 > 0 because the eigenvalues do not cross the imaginary axis.

Then, the proof of the Theorem 2 is concluded H.

The stability analysis of the endemic equilibrium points, which are in
the branches of the bifurcation diagram, will be done as follows.

To study the stability of the endemic states for the model (2.1), the

following changes of variable are proposed.
x(t) =8St)—S*yt)=1@t)—I",2(t) =V () - V™. (3.14)

Matrices A; and As associated to the linearized system (3.6) of the model
(2.1), evaluated in the endemic states, is showed below.

For model (2.1) matrices 4; and A, are given by;

—(u+ ) - BI* S 4o 0
Ay = BI* B(S* + V™) — (i +c) oBI* :
0 —opV* —oBI* — (u+0)

and
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0
Ay =10
¢

o O O
o O O

The characteristic equations A()\) =| A\I — A; — e~ *" Ay |= 0 associated
to the linearized system (3.6) evaluated in the non trivial equilibria of the
system (2.1) is given by

Ap(N) =X+ a1\ +asd+ase ™ +aghe™™ +a5 =0 (3.15)
Where

ar = B(o+ )I* = (oV* + 5)B+3u+c+0+ ¢,

ay=—B(cBI"+2u+¢+60)S" —oB (BI"+2u+0+¢) V" +5°I"%0 +
+B8(po+2pu+0+co+2uo)I*+
+el+3puFpe+2eu+20p+210+ 0,

ag = ¢(08(cV* + S*) — 0(u+ ) + o fI*(BS* — ¢)),

ay = —0¢>,

as=—B(u+¢)(u+oBI* +0)S* —cB (BI'n+p"+¢0+ou+pb) V: +
+B°IP o+ B (W + ¢co+epo+pl+op’+pop) I+
(n+0)(p+¢) (n+c).

First, the endemic equilibrium points in the lower branch of the bifurca-
tion diagram will be analyzed.

Theorem 3 For the system (2.1). Let I* be an equilibrium point such that

0<I*< —%. If Ry < 1, then the branch of equilibrium points is given by

unstable equilibrium points for all 7 > 0.
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Proof.

Notice that for the system (2.1),

lim Ap(A\) = o0 (3.16)
Ar00

and
AP(O) = a3 + as. (317)

Expanding the expression (3.17),

Ap(0) = az + a5 = oBu(I")’ + p(p+ 0 + 0p + o(p + ¢) — oB(S* + V) I* +
+u(p 0+ ) +c) = Bulp+0+¢)(S* +oV*) =
=AY (I")?*+Bf' 1" +Cf. (3.18)

Where

A = oBp,
B =pu(p+0+0p+o(u+c)—aB(S*+V*)), (3.19)
Cr = pwlp+0+9)(n+c) = Bulp+ 0+ ¢)(S* +aV*).

Let Fp(I*) = AP(1*)2 + BPI* + CF, be. Then the following limits are
calculated.

nggll Fp(I*) =0 and Rol’i—{%o* Fp(—%) =0. (3.20)

Observe that, Ap(0) = Fp(I*) is a convex quadratic function because
AP > 0. Also I* = 0 and I* = —£; are zeros of the function Ap(0). Then,
Ap(0) < 0 for all the values of I* on 0 < I* < —Z.. Therefore, the char-
acteristic equations Ap(\) has at least one positive real eigenvalue. That is,
the endemic equilibrium points that belong to the interval 0 < I'* < —% are
asymptotically unstable H.

Second, stability of the equilibrium points of the upper branch of the
bifurcation diagram for the model (2.1) will be discussed below.

Kribs-Zaleta and Velasco-Herndndez ((see Kribs-Zaleta and Velasco-Hernandez
(2000))) proved that the equilibrium points in the upper branch of the bifur-

cation diagram are locally asymptotically stables when 7 = 0. That is, the
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coefficients of the characteristic equation (3.15) with 7 = 0 satisfy the Routh-
Hurwitz criterion for some conditions over the parameters of the model.

It is known that equation (3.15) has roots with positive real part if and
only if it admits purely imaginary roots.

Let A(7) = n(7) +iw(7) (w > 0) an eigenvalue of (2.1). In the following
we will determine if A = iw(7) is a root of (3.15).

Notice that iw is an eigenvalue of (2.1) if and only if A(iw) = 0. Then

3 — a1w? +iagw + (az + agwi)cos(wt) + (—iaz + aqw) sin(wt) + as = 0.

(3.21)

—iw

Then, separating the real and imaginary parts of the complex equation

(3.21), and adding up their squares, the following expression is obtained

WO+ (a2 — 2a2)w? + (a3 — 2a1a5 — a?)w? + (a2 — a3) = 0. (3.22)

Using the following variable changes y = w?, a = (a2 — 2as), K =

a3 — 2ajas — a? and ¢ = a2 — a3, the equation (3.22) can be reduced to
O(y) =y’ + ay’ + Ky +¢ =0, (3.23)

Then, equation (3.15) has purely imaginary roots if O(y) admits a pos-
itive root. Analyzing the coefficient of O(y), in the former case, we can
see that if ¢ < 0, O(y) has at least one positive root since O(0) < 0 and
ylggo O(y) = co. In the second case, if k < 0, then (3.23) has a critical point

iny; = 1 (—a++va?—3k) > 0. Notice that O(y1) < 0if ( < —Z a3 —
3 V(@ — 38)° + $Ba—3+/a>—=33(8—-1/3a%). Then. Therefore, O(y)

has two positive roots and consequently (3.22) admits a purely imaginary root
wo. In conclusion the characteristic equation (3.15) has a pair of purely imagi-

nary roots +iwy.

Let 19 the delay value such that n(7y) = 0 and w(7y) = wp. From (3.21)

we obtain

<a4wé‘ + (ala?) - a2a4)w(2) — a3a5> + Z]J (324)

Tj = — arccos
J 2 4,2
a3 + a4wg wo

Wo

for j =0,1,2,... Also, the transversality condition
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%77(7’0) >0 (3.25)

can be proved.

Then, by continuity arguments, A\(7) cross the imaginary axis with pos-
itive derivative when 7 > 7p. In summary, the above analysis can be written
as follows.

Theorem 4 Suppose that a1 > 0,a3 + a5 > 0,a;1(az + a4) — (as + as) > 0. If

either

i) (<0or

e i) (>0,(< 72—27043—% (a2736)3+%ﬂa—% a2—3ﬂ([371/3a2)
and k <0

is satisfied, then the endemic equilibrium point E* of the delay model (2.1) is

asymptotically stable when T < 19 and unstable when T > 19, where

4 2 .
T = wio arccos (a4wo+(a1Z§;Z§Z%)wofa3a5) + 2‘37: for i =0,1,2,...

Therefore, a Hopf bifurcation occurs when T = 19. That is, there exists
a periodic orbit of the model (2.1).

In this moment, the principal results of the models are about existence of
a backward bifurcation and a Hopf bifurcation. In the next section, numerical

results about the solutions of the model (2.1) are showed.

4. Numerical simulations

Possible scenarios given by the solutions of model (2.1) will be showed.
Particularly, a bistability phenomenon for model (2.1) is showed when both a
backward bifurcation and a Hopf bifurcation exist simultaneously.

The values of the parameters for the simulations are given by; A =
10,5 = 0.0012,p = 0.02,¢ = 0.3,0 = 0.001,¢ = 0.1,0 = 0.42. For this
values of the parameters, Ry = 0.9762396695 and the equilibrium points of the
model are given by: Ey = (86.78,0,413.22), F; = (109.71,16.59,373.72,) and
E; = (164.14,91.75,244.10). The initial conditions are S(0) = 200, I(0) = 100,
V(0) = 50 for all the scenarios shown in this section.
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Figure 2: In this scenario 7 = 0. Populations go asymptotically towards a the

disease-free equilibrium point Fg.
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Figure 3: In this scenario 7 = 56. Populations show forced oscillations and
finally each solution goes to the endemic equilibrium point Es. In this case,
a; = 0.2973500883, as + a5 = 0.0000834354196, a;(az + a4) — (a3 + a5) =
0.002806442518. Also 8.64656932 x 1078 < ¢ < 1.98587633 x 10~ > 0 and
k= —0.2365607137(10) =3 < 0.
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Figure 4: In this scenario 7 = 76. In this case, solutions go to a one periodic
orbit. In this case, model (2.1) shows a Hopf bifurcation that emerges from the
equilibrium point Fs.

5. Conclusions

Mathematical epidemiology literature is wide, particularly, when it is
based on the construction of models with ordinary differential equations with-
out delay. In contrast, there are still a lot of open questions concerning epi-
demiological differential models with a delay.

In this work, a delay differential equations model is analyzed. The re-
sults show that the solutions of the model without delay have a very differ-
ent behavior compared with the model proposed (model with delay). Notice
that, in the model without delay, when a backward bifurcation appears, a
clear attraction basis for each stable equilibrium point exists (Kribs-Zaleta and
Velasco-Herndndez (2000)). However, in the model proposed a periodic orbit
can exist when Ry < 1. It is important to underline that simulations show
different scenarios for the evolution of one solution of the model (2.1) with

the same initial condition but different delays 7. Furthermore, the numerical
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simulations showed that the solutions will be going asymptotically to three dif-
ferent scenarios depending on the delay values and the initial condition. In the
first scenario, the solution goes to the trivial equilibrium (see Figure 2). In the
second one, the solution goes to a stable endemic equilibrium point (see Fig-
ure 3). In the third scenario, the solution goes to a periodic orbit (see Figure
4); therefore, a bistability phenomenon appears not only between an endemic
equilibrium point and the disease-free equilibrium point but also between a pe-
riodic solution and the disease-free equilibrium point. The scenario showed in
Figure 4 is different from the classical bistability phenomenon, which is related
to the disease-free equilibrium and the biggest endemic equilibrium (see Figure
1). Observe that, the last scenario explained above is worse than the classical
result associated to a backward bifurcation for models without delay since the
amplitude of the oscillation can be big enough and this can be catastrophic for

the susceptible population

The evidence shows that, an epidemic outbreak can be reach when there
are few infectious individuals in the population. This behavior of the model
solutions can be associated to the initial conditions, which are intervals, that
influence the present time. That is, the present time is influenced for what
happened during 7 time ago. Notice that, this behavior is opposite to the case
of the model without delay, where the initial condition influences only in an

instant at time.

Besides, conditions for the stability of the equilibrium points, in terms
of the parameters, are derived. Particularly, conditions for existence of a Hopf

bifurcation are showed.

Ongoing work will analyze the effect of a delayed treatment over the

bistability phenomenon associated to a backward bifurcation.
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Resumo. Este trabalho tem como objetivo desenvolver a modelagem ma-
tematica no estudo do crescimento da populagao e dos niimeros de casos de di-
agnostico da sindrome da imunodeficiéncia adquirida do municipio de Teresina-
PI. Para tanto, definiu-se modelagem matemdtica e suas etapas juntamente
com alguns modelos. Em seguida, para o desenvolvimento da modelagem,
fez-se o levantamento dos dados do problema em estudo e desenvolveu-se uma
modelagem continua, pois esta ajusta-se melhor aos dados do problema. Con-
tudo, fez-se a relagdo dos modelos do crescimento da populacdo e do niimero
de casos do virus da sindrome da imunodeficiéncia adquirida no municipio de

Teresina e conclui-se que 4% da populagio estarao infectadas em 2050.

Palavras-chave: Modelo exponencial assintdtico; modelo logistico continuo.

1. Introducao

Fazer com que os alunos gostem de matematica é o desafio. Com isso,
acredita-se que com problemas essencialmente nao-matematico, preferencial-
mente vindo do nosso cotidiano, consegue-se vencer esse desafio.

A modelagem matematica tem como esséncia resolver por meio da ma-
tematica problemas que aparentemente nao necessitem dela. Para Biembengut
e Hein (2013), a modelagem matemética é o processo que envolve a obtencao de

um modelo. Este, sob certa éptica, pode ser considerado um processo artistico,

Irenee@ifpi.edu.br
2jleite@ufpi.edu.br
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visto que, para se elaborar um modelo, além de conhecimento de matematica,
o modelador precisa ter uma dose significativa de intuigao e criatividade para
interpretar o contexto, saber discernir que conteiido matematico melhor se
adapta e também ter senso lidico para jogar com as varidveis envolvidas.

A definicao das etapas da modelagem matemédtica de acordo com Bas-

sanezi (2011) sao:

— Experimentagao: Quando se tem um tema de estudo, a obtencao de
dados experimentais ou empiricos é fundamental para a compreensao do
problema e ajudam na estruturagao, formulagao e modifica¢Ges eventuais
dos modelos. Além disso, os dados experimentais decidem a validagao
dos modelos.

— Abstracao: E o processo de selecao das varidveis essenciais responsaveis
pela evolucao do fendmeno estudado. Nesta fase sdo formuladas as hipéteses

e "leis” que deverao ser testadas na validagao do modelo.

— Formulagao do modelo: O modelo matemético é montado quando se
substitui a linguagem usual por uma linguagem matemdtica. A cons-
trucao do modelo segue de perto o uso de um dicionario que traduz as

palavras chaves em alguma estrutura matemaética.

— Resolugao: A resolugao de um modelo depende da sua complexidade,

podendo ser uma resolucao analitica ou numérica.

— Validagao: Validar um modelo matematico significa comparar a solugao

obtida com dados reais.

— Modificagao: Se na validagao do modelo o grau de aproximagao desejado
nao ¢é atingido devemos inserir novas varidveis no modelo ou modificara
lei de formacao, e assim o modelo original deve ser modificado iniciando

novamente o processo.

— Aplicagao: A modelagem eficiente permite fazer previsoes, tomar de-
cisoes, explicar e entender; enfim, participar do mundo real com capaci-

dade de influenciar em suas mudangas.

Sobre modelo matemético, Bassanezi (2012) define que é um conjunto
de simbolos e relagoes matematicas que representam de alguma forma o objeto
estudado. O modelo pode ser considerado como uma sintese da reflexao sobre
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alguma parte da realidade. Seu objetivo é explicar ou entender a situagao
estudada para, eventualmente poder agir sobre ela e, mesmo as situacoes mais
simples fornecem motivagoes para uma iniciagao cientifica.

Nesse trabalho, tem-se como objetivo desenvolver a modelagem ma-
tematica no estudo do crescimento da populagao e dos nimeros de casos de
diagndstico da sindrome da imunodeficiéncia adquirida (AIDS) do municipio
de Teresina - PI. Para tanto, usaremos o modelo exponencial assintético e
o logistico continuo para modelarmos os dados da populacao teresinense e o
nimero de casos da AIDS.

Conforme Bassanezi (2015), no modelo exponencial assintético sabe-se
que toda populagao € limitada. Com isso, diz-se que a curva tem como solugao
um comportamento assintdtico, conforme equacao (1.1), que é dado pelo mo-

delo exponencial assintético.

y=y* —ab"*(y*>0eb<0) (1.1)

Nesse modelo, um dos passos mais importantes é o valor assintdtico,
denominado também de valor de equilibrio ou de estabilidade, da varidvel in-
dependente. Para efetuar o ajuste assintético é necessario conhecer a priori o
valor de equilibrio que é o valor limite da tendéncia de y quando x cresce, ou
seja,

*

lim y= lim y* —a.b"" =

Para determinar o valor assintdtico usaremos o método de Ford—Walford,
conforme Bassanezi (2015). Ele consiste em determinar inicialmente uma fungao

g que se ajuste aos pares (Yn, Yn+1), OU seja:

Ynt1 = 9(yn)

e, em seguida, encontrar seu ponto de estabilidade

. o b e e
AP = B v = B ve = By

A partir disto, faz-se o ajuste linear da fungao g(y) = ay +b. Como

9(y) = y* e y = y*, tem se que:

Yy =ay*+b
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y*.(1—a)=0b

y"=b/(1-a)

Contudo, pode-se determinar o valor de assintético (y*) e, com isso,
determinar o modelo exponencial assintdtico.

J& o modelo logistico continuo (Verhurst) supde que uma populacio,
vivendo num determinado meio, deverd crescer até um limite méaximo sus-
tentavel, isto é, ela tende a se estabilizar. Este modelo é, essencialmente,
o modelo malthusiano modificado, considerando a taxa de crescimento como

sendo proporcional & populacao em cada instante, dado pela equagéo (1.2)

ar _
dt
com B(P) = r((P* — P)/P*), r > 0 e P* sendo o valor limite da po-

pulagdo. Supondo P(0) = Py, temos que o modelo logistico continuo é dado

B(P).P (1.2)

pela equagao (1.3):

af = r.P.(lpif; (1.3)
P(O) = R]a’r >0

Observa-se que P(t) = 0 e P(t) ~ P* sao solugoes da equagao diferencial

(1.3). A solugao analitica é obtida por integracio apds a separacao de varidveis,

/}{i}):/kﬁ
1

1
/(FJr P )=t K

ou seja,

1-Z
P(t)
In 0 =rt+ K
P*
Como P(0) = Py, temos:
| _Po-P*
= n|——-
TP R

Com isso, segue que a solugéo de (1.3) é a equagdo (1.4).

Py.P*
(P* —PO).e_Tt+P0

P(t) = (1.4)
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2. Metodologia

Na primeira fase de experimentagao, foi realizado a coleta de dados em
sites oficiais. Para a Populagao Teresinense pesquisou-se no site do IBGE (2015)
e para os casos da AIDS, no site do Ministério da Saude (2015), conforme

tabelas 1 e 2, respectivamente.

Tabela 1: Populacao Teresinense dividido por 1000.

Ano tempo (t,) populagio (P,) ano tempo (¢,) populagdo (P,)

1872 0 21,7 1960 88 114,8
1890 18 31,5 1970 98 230,2
1900 28 45,3 1980 108 388,9
1920 48 53,5 1991 119 598,4
1940 68 67,6 2000 128 714,6
1950 78 90,7 2010 138 814,2

Tabela 2: Diagnéstico da AIDS em Teresina.
Ano tempo (t,) AIDS (4,) ano tempo (t,) AIDS (A,)

1986 0 2 2000 14 112
1987 1 9 2001 15 91
1988 2 16 2002 16 121
1989 3 12 2003 17 116
1990 4 17 2004 18 183
1991 ) 23 2005 19 210
1992 6 19 2006 20 151
1993 7 17 2007 21 190
1994 8 38 2008 22 201
1995 9 93 2009 23 243
1996 10 50 2010 24 228
1997 11 58 2011 25 216
1998 12 64 2012 26 268
1999 13 60 2013 27 288

Apos coleta dos dados, seguiu-se para a fase de abstragao e obtencao do
modelo matematico. Com os dados coletados, fez-se o estudo do modelo expo-

nencial assintético, logistico continuo, malthusiano e logistico discreto. Dentre
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os modelos citados, o logistico continuo e o exponencial assintdtico representa-

ram melhor os dados e, portanto, os mostraremos.

No modelo exponencial assintético encontraremos um modelo para a
populacao e outro para o numero de casos de diagnéstico da AIDS. Neste
modelo, primeiramente, encontraremos o valor de estabilidade y*. Para isto, o
valor de estabilidade mais satisfatério ocorre quando se restringi a populagao
a partir de 1970 (¢ = 98). Com os dados restritos da populacdo, obteve-se o

ajuste linear y = 0, 8327z + 226, 82, que implica no valor de estabilidade y* =

226,82
1-0,8327

exponencial auxiliar e obtermos os dados da curva auxiliar conforme tabela 3.

= 1355,77. Em seguida, faz-se a y* — P,, para encontrarmos a curva

Com os dados a partir de ¢ > 98 encontra-se a curva e, consequentemente, o

ajuste exponencial, conforme figura 1.

Tabela 3: Dados para curva exponencial auxiliar.
Tempo Populagdo (P,) (y* — P,)

0 21,7 1334,1
18 31,5 1324,2
28 45,3 1310,5
48 53,5 1302,3
68 67,6 1288,1
78 90,7 1265,0
88 144,8 1211,0
98 230,2 1125,6
108 388.,9 966,8
119 598,4 757,4
128 714,6 641,2

138 814.,2 541,5
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Figura 1: Curva do valor de estabilidade com dados da populagdo a partir de

1970.

Contudo, tem-se que o modelo encontrado é dado pela equagéo (2.5)

Pa(t) = 1355, 77 — 7144, 862.¢0-0188-1 (2.5)

Validando o modelo encontrado, fez-se a tabela 4 que gerou figura 2.

Tabela 4: Dados do modelo exponencial assintético para populagao.

Tempo populagao (P,) exponencial assintético
0 21,7 -5789,1
18 31,5 -3719,6
28 45,3 -2841,4
48 53,5 -1514,5
68 67,6 -607,1
78 90,7 -267,4
88 1448 13,4
98 230,2 245.7
108 388,9 437,8
119 598,4 610,9
128 714,6 728,0
138 814,2 836,6
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Figura 2: Dados da populacao x modelo exponencial assintético.

Observa-se que a populacdo continua negativa para t < 88, entretanto,

este valor de estabilidade estd mais préximo do real.

Para o nimero de casos da AIDS, de maneira andloga, encontrou-se
que o valor de estabilidade mais satisfatério ocorre quando restringimos os
dados a partir de 1990 (¢t = 4). Com os dados restritos da populagio, obteve-

se o ajuste linear y = 0,992z + 12,62, que implica no valor de estabilidade
« _ 1262

¥ = 1-0,992

encontrar a curva exponencial auxiliar. Para obter os dados da curva auxiliar

= 1452,5. Em seguida, calculou-se o valor de y* — A, para

fez-se a tabela 5. Com os dados a partir de ¢ > 4 encontrou-se a curva e,

consequentemente, o ajuste exponencial, conforme figura 3.
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Tabela 5: Dados para curva exponencial auxiliar.
Tempo (A,) (y*—A,) tempo (A,) (y"—A,)

0 2 1450,5 14 112 1340,5
1 9 1443.,5 15 91 1361,5
2 16 1436,5 16 121 1331,5
3 12 1440,5 17 116 1336,5
4 17 1435,5 18 183 1269,5
) 23 1429.5 19 210 1242.5
6 19 1433.,5 20 151 1301,5
7 17 1435,5 21 190 1262,5
8 38 1414,5 22 201 1251,5
9 53 1399,5 23 243 1209,5
10 50 1402,5 24 228 12245
11 58 1394,5 25 216 1236,5
12 64 1388,5 26 268 1184,5
13 60 1392,5 27 288 1164,5
1600,00
1400,00 - -
—_— M‘r v = 1526,4803e"009%2
1000,00
800,00 ¢ y*-Aln)
600,00 ——Exponencial (y* - A(n))
400,00
200,00
0,00 T T |
0 10 20 30

Figura 3: Curva Exponencial Auxiliar com dados de casos da AIDS a partir de
1990.

Contudo, tem-se que o modelo encontrado é:
A(t) = 1452,5 — 1526, 48.¢0:0092:¢

Validando o modelo encontrado, fez-se a tabela 6 que gerou figura 4.
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Tabela 6: Dados do modelo exponencial assintético de casos da AIDS.
Tempo (4,) (y*—A4,) tempo (4,) (y*—A4,)

0 2 -73,9800 14 112 110,4954
1 9 -60,0008 15 91 122,7853
2 16 -46,1496 16 121 134,9625
3 12 -32,4252 17 116 147,0283
4 17 -18,8266 18 183 158,9836
5 23 -5,3525 19 210 170,8293
6 19 7,9983 20 151 182,5666
7 17 21,2268 21 190 194,1964
8 38 34,3341 22 201 205,7197
9 53 47,3214 23 243 217,1375
10 50 60,1897 24 228 228.,4507
11 58 72,9404 25 216 239,6603
12 64 85,5740 26 268 250,7673
13 60 98,0920 27 288 261,7725
1600
1400
1200
1000
# CasosdaAIDS
800
s Exp. Assint.
600 v
we Assintota
400
200
O ‘ R AL e |
5 10 15 20 25 30
-200

Figura 4: Dados de casos da AIDS x modelo exponencial assintético.

No modelo logistico continuo, também, encontraremos um modelo para
a populagdo e outro para o numero de casos de diagndstico da AIDS. Neste

modelo, o objetivo é encontrar uma fungao do tipo:
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P,
n :aebt
y* - Pn

P, = y*ae’ — P,ae®
P, + P,ae® = y*ae®

Po(1+ ae®) = y*aet

y*aebt
Pn = bt
1+ ae
y*
P =
T4
_ v
Po = %e*bt +1
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Para isto, serd usado a expressao do valor de estabilidade y* = 1355, 77,

com os dados a partir de 1970 (¢ = 98), do modelo exponencial assintético

da populagao teresinense. Em seguida, calcula-se o valor de

tabela 7 e faz-se o grafico para o ajuste exponencial conforme figura 5.

Tabela 7: Célculo de

P(n)
y*—P(n)

do modelo logistico continuo.

yx— Py
Tempo populagao (P, y* y*— P, (y*ii"Pn)

0 21,7 1355,8  1334,1  0,016259942
18 31,5 1355,8  1324,2  0,023804506
28 45,3 1355,8  1310,5  0,034580433
48 53,5 1355,8  1302,3 0,041082171
68 67,6 1355,8  1288,1  0,052511123
78 90,7 1355,8  1265,0 0,071715231
88 1448 1355,8  1211,0 0,11957283
98 230,2 1355,8 1125,6  0,204484704
108 388,9 1355,8 966,8 0,402258444
119 598,4 1355,8 7574 0,790130593
128 714.,6 1355,8 641,2 1,114472281
138 814,2 1355,8 541.,5 1,503550772

conforme
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y = 0,0103€00333
®
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P(n)))

Figura 5: Curva auxiliar do modelo logistico continuo.

Com o ajuste exponencial y = 0,0103.e%:9333%  obtem-se que a e b sdo

0,0103 e 0,0333, respectivamente. Com isso, conclui-se que o modelo logistico

continuo é dado pela equagio (2.6):

1355, 77

T 97,09¢ 003331 4 1 (2:6)

P,

Validando o modelo com os dados da populagao obtem-se a tabela 8 e a

figura 6.

Tabela 8: Dados da populagao com o modelo logistico continuo.

*

Tempo populacdo (P,) y modelo P,

0 21,7 1355,8 13,82
18 31,5 1355,8 24,96
28 45,3 1355,8 34,57
48 53,5 1355,8 65,71
68 67,6 13558 122,29
78 90,7 1355,8 164,74
88 144,83 13558 219,31
98 230,2 1355,8 287,58
108 388.,9 1355,8 370,19
119 5984 1355,8 476,41
128 714,6 1355,8 572,58

138 814,2 1355,8 684,59
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Figura 6: Curva de cruzamento dos dados da populagao com o modelo logistico

continuo.

Com esse modelo, pode-se concluir que a populagao se estabilizara, com
1, 356 milhoes de pessoas, em 2250 como pode ser visto na tabela 9.

Tabela 9: Dados da projecao da populacao com o modelo logistico continuo.
Ano tempo modelo P,

2000 128 573
2010 138 685
2020 148 796
2030 158 902
2040 168 996
2050 178 1077
2060 188 1144
2070 198 1197
2080 208 1238
2090 218 1269
2100 228 1292
2150 278 1343
2200 328 1353
2250 378 1355
2300 428 1356

Para o nuimero de casos da AIDS, de maneira andloga, serd usado o
valor de estabilidade y* = 1452,5, com os dados a partir de 1990 (¢ = 4), do
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modelo exponencial assintético do nimero de casos de diagnéstico da AIDS.

Em seguida, calcula-se o valor de

A(n)

y*—A(n)

conforme tabela 10 e faz-se o gréafico

para o ajuste exponencial conforme figura 7.

Lima & Leite

Tabela 10: Célculo de yi"An do modelo logistico continuo (AIDS).
Tempo AIDS (4,) y*  y*—A, )

0 2 1452,5  1450,5 0,001378835
1 9 14525 14435  0,006234846
2 16 1452,5  1436,5  0,011138183
3 12 1452,5  1440,5  0,0083300441
4 17 1452,5 14355  0,011842564
5 23 14525 14295  0,016089542
6 19 1452,5  1433,56  0,013254273
7 17 1452,5  1435,5  0,011842564
8 38 1452,5  1414,5  0,026864616
9 53 1452,5  1399,5 0,037870668
10 50 14525  1402,5 0,035650624
11 58 14525  1394,5  0,041591968
12 64 1452,5  1388,5  0,046092906
13 60 1452,5  1392,5  0,043087971
14 112 14525 13405  0,083550914
15 91 1452,5  1361,5  0,066838046
16 121 1452,5  1331,5  0,090874953
17 116 1452,5  1336,5  0,086793865
18 183 1452,5  1269,5 0,144151241
19 210 14525 12425 0,169014085
20 151 1452,5  1301,5  0,116019977
21 190 14525  1262,5 0,15049505

22 201 1452,5  1251,5 0,160607271
23 243 14525 12095  0,200909467
24 998 14525  1224,5  0,186198448
25 216 1452,5  1236,5  0,174686615
26 268 1452,5  1184,5  0,226255804
927 288 1452,5  1164,5  0,247316445
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Figura 7: Curva auxiliar do modelo logistico continuo (AIDS).

Com o ajuste exponencial y = 0,0059.e%1537%

0,0059 e 0,1537, respectivamente.

, obtem-se que a e b sao

Com isso, conclui-se que o modelo logistico continuo (AIDS) é dado pela
equagao (2.7):

a4 1452, 5
" 169,49e0:1537t 4 ]

Validando o modelo com os dados do niimero de casos da AIDS, obtem-se
a tabela 11 e a figura 8.
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Tabela 11: Dados do nimero de casos da AIDS com o modelo logistico continuo.

Tempo AIDS (A,) y* modelo 4,
0 2 1453 9
1 9 1453 10
2 16 1453 12
3 12 1453 13
4 17 1453 16
) 23 1453 18
6 19 1453 21
7 17 1453 25
8 38 1453 29
9 53 1453 33
10 50 1453 39
11 58 1453 45
12 64 1453 52
13 60 1453 61
14 112 1453 70
15 91 1453 81
16 121 1453 94
17 116 1453 108
18 183 1453 125
19 210 1453 143
20 151 1453 164
21 190 1453 188
22 201 1453 215
23 243 1453 244
24 228 1453 277
25 216 1453 313
26 268 1453 353
27 288 1453 396
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Figura 8: Curva Cruzamento do nimero de casos da AIDS com o modelo

logistico continuo.

Com esse modelo pode-se concluir que o nimero de casos da AIDS serd
de 1450 infectados em 2060, como pode ser visto na tabela 2.
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Tabela 12: Dados da projecao do nimero de casos da AIDS com o modelo

logistico continuo.

Ano tempo modelo A4,

2010 24 277
2011 25 313
2012 26 353
2013 27 396
2014 28 441
2015 29 490
2016 30 541
2017 31 994
2018 32 649
2019 33 704
2020 34 760
2025 39 1021
2030 44 1215
2035 49 1332
2040 54 1394
2045 99 1425
2050 64 1439
2055 69 1446
2060 74 1450
2065 79 1451
2070 84 1452

3. Resultados

Com os modelos matematicos validados, em seguida, encontra-se a relagao
entre os modelos exponencial assintético da populagao teresinense e do logistico
continuo do nimero de casos da AIDS, pois sao as melhores representagoes dos
dados. Com isso, do modelo exponencial assintético da populagao de teresina

temos:

Py(t) = 1355, 77 — 7144, 862.¢~ 00188-(1+114)

Enquanto que, do modelo logistico continuo, que representa o nimero
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de casos da AIDS por ano, temos:

e 1452, 5
" 169,49e 01537t 4 ]

Para efetuarmos a projegao da relagao dos dados da populagao de Tere-
sina e do nimero de casos da AIDS, faz-se um ajuste no tempo, pois os dados

coletados sao de épocas distintas.

A relacio entre o nimero do casos de AIDS e a populacdo de Teresina é

dado por:

1452,5
Ap 169,49¢—0- 15377 1

Py(t)  1355,77 — 7144, 862.¢0.0188.(1+114)

Com essa relagao, fez-se a tabela 3.
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Tabela 13: Modelo exponencial assintético x modelo logistico continuo

Ano tempo (t,) casos da AIDS A4,, populagdo P, >t %’Z

1986 0 9 517828 0,000016452
1987 1 10 533434 0,000034578
1988 2 12 948750 0,000054681
1989 3 13 563780 0,000077105
1990 4 16 578530 0,000102237
1991 ) 19 593006 0,000130515
1992 6 21 607212 0,000162435
1993 7 25 621153 0,000198562
1994 8 29 634835 0,000239535
1995 9 33 648262 0,000286083
1996 10 39 661439 0,000339029
1997 11 45 674370 0,000399310
1998 12 52 687061 0,000467980
1999 13 61 699515 0,000546233
2000 14 70 711738 0,000635406
2001 15 81 723732 0,000736998
2002 16 94 735504 0,000852678
2003 17 108 747056 0,000984294
2004 18 125 758393 0,001133883
2005 19 143 769519 0,001303666
2006 20 164 780437 0,001496046
2007 21 188 791152 0,001713597
2008 22 215 801668 0,001959040
2009 23 244 811988 0,002235208
2010 24 277 822115 0,002545000
2015 29 490 869993 0,004695820
2020 34 760 913576 0,008027003
2025 39 1021 953248 0,012520331
2030 44 1215 989362 0,017842987
2035 49 1332 1022235 0,023579680
2040 54 1394 1052159 0,029430046
2045 59 1425 1079398 0,035237714

2050

(=}
>~

1439 1104193 0,040941758
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De acordo com a tabela 3, observa-se que a relacao de pessoas com AIDS
e populagao de Teresina sé cresce. Em 2010, tem-se que para cada 1000 pessoas,
3 estavam infectadas. Com as tabelas pode-se prever que em 2050, para cada
1000 pessoas, 41 estarao infectadas. Vale ressaltar que o nimero de pessoas
infectadas é o somatério de todos os casos desde 1986. Isso se deve ao fato que
o numero de casos é constatado anualmente e a doenga até o momento nao
tem cura e nao levou-se em conta os casos de mortes das pessoas portadoras

do virus.

4. Conclusoes

A modelagem matemaética tem se destacado nos iltimos anos, pois estd
mudando o cenario do processo ensino-aprendizagem. Esta foge do tradiciona-
lismo, pois busca a solugao de problemas essencialmente nao-matematico dando
sentido ao porqué da existéncia da matematica. Vale mencionar ainda que a
modelagem matematica é interdisciplinar, pois sao diversos problemas que ela
resolve envolvendo outras dreas, como biologia, quimica, fisica, engenharias,

entre outras.

Analogamente ao desenvolvido neste trabalho, com a utilizagdo da mo-
delagem podemos tornar o estudo da matemética mais pratico, pois podemos
relacionar problemas do cotidiano ou fenémenos com os contetdidos ministrados
fazendo com que os alunos compreendam a importancia do conhecimento e

desperte neles o gosto pela disciplina.

Neste trabalho fez o estudo da Populacao de Teresina e do niimero de ca-
sos de diagnéstico da AIDS através dos modelos continuo, modelo Exponencial
Assintotico e Logistico Continuo. Com os modelos mateméaticos encontrados,
fez-se o razao destes e observou-se que para cada 1000 pessoas 3 estao infecta-
das em 2010. Projetando os dados baseado nos modelos encontrados, conclui-se

que para cada 1000 pessoas 42 estardo infectadas em 2050.

Contudo, percebe-se a importancia da modelagem matematica e, a partir
disso, como ela pode contribuir para um processo ensino-aprendizagem mais
significativo. Isto depende, essencialmente, do interesse dos professores, pois
esse método requer mais disposicao e dedicagao. Com essa pratica, acredite-se

que os alunos vao compreender mais facilmente a disciplina de matematica.
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Um modelo de evolucao de COVID-19 para o
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Resumo. No inicio da pandemia de COVID-19, Dhiman e Sharma (2020) uti-
lizaram um sistema baseado em regras fuzzy (SBRF) para identificar e mostrar
o grau de severidade dessa doenga em um individuo. Diversos artigos foram
divulgados na tentativa de entender e prever a evolugao da doenga. Neste tra-
balho, apresentamos um modelo de evolugdo do COVID-19 no municipio de Rio
Claro/SP utilizando um SBRF, considerando duas varidveis de entrada (isola-
mento social e niimero de novos casos), uma de saida (aumento do nimero de
casos) e duas bases de regras. Apesar de ser um modelo simples, as conclusdes
foram muito satisfatérias e o SBRF mostrou ser eficiente na modelagem do

problema, considerando um periodo antes do inicio da vacinacao.

Palavras-chave: Controladores fuzzy; logica fuzzy; coronavirus.

1. Introducao

Segundo o Ministério da Saide (2021), o Coronavirus (COVID-19) é uma
doenga causada pelo novo SARS-CoV-2, que é um betacoronavirus descoberto
em amostras de lavado broncoalveolar obtidas de pacientes com pneumonia
de causa desconhecida na cidade de Wuhan, provincia de Hubei, China, em
dezembro de 2019.

A infeccao pelo SARS-CoV-2 pode variar de casos assintométicos e mani-
festagoes clinicas leves até quadros moderados, graves e criticos. Os sintomas

mais comuns do caso leve sao tosse, dor de garganta ou coriza, seguido ou nao
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de anosmia, ageusia, diarreia, dor abdominal, febre, calafrios, mialgia, fadiga

e/ou cefaleia.

Limitar o contato préoximo entre pessoas infectadas e outras pessoas é im-
portante para reduzir as chances de transmissao do SARS-CoV-2. Além do
isolamento social, o Ministério da Satide (2021) recomenda a manutengao de
uma distancia fisica de pelo menos um metro entre as pessoas, assim como
outras maneiras de prevencgao que devem ser adotadas, dentre elas higienizagao

das maos, evitar tocar os olhos, nariz e boca e uso de mascaras.

Desde o inicio da pandemia mundial de COVID-19, diversos artigos rela-
cionados ao assunto foram publicados. Dentre eles, temos o artigo de Sousa
et al. (2020) que utiliza um sistema baseado em regras fuzzy (SBRF) para fa-
zer um pré-diagnostico da situagao de um paciente que estd com suspeita de
COVID-19. O sistema utiliza oito varidveis de entrada: tosse, febre, cansaco,
perda de olfato e paladar, dor de garganta, dor de cabecga, dor no peito, falta
de ar. A saida é o tamanho do risco da pessoa estar contaminada. Foram
feitas 820 regras para obter todos os possiveis resultados de combinagoes entre
as entradas e as saidas esperadas e o método de inferéncia utilizado foi o de

Sugeno.

O artigo de Artur et al. (2021) utiliza um SBRF para demonstrar a possi-
bilidade de colapso do sistema de saide devido a pandemia de COVID-19. O
ntmero de pessoas infectadas e o nimero de camas e equipamentos disponiveis
sao utilizados como varidveis de entrada para um SBRF, com nove regras e
que utiliza o método de Mamdani, com o objetivo de obter o risco de colapso
do sistema de satde. Os resultados mostraram que quanto maior o namero de
infectados, maior o risco do sistema de satide colapsar. Ja o artigo de Dhiman
e Sharma (2020) utiliza um SBRF para identificar e mostrar o grau de seve-
ridade do COVID-19 em um individuo (maiores detalhes serdo apresentados

posteriormente).

Neste trabalho, apresentaremos um modelo de evolugao do COVID-19 no
municipio de Rio Claro/SP utilizando um SBRF com duas varidveis de entrada:
isolamento social e niimero de novos casos. A varidvel de saida serd o percentual

de aumento do nimero de casos (semanal).
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2. Sistema baseado em regras fuzzy

Sistema baseado em regras fuzzy (SBRF) é um sistema que se utiliza da
l6gica fuzzy para produzir saidas para cada entrada fuzzy através de uma base
de regras. E uma ferramenta poderosa que tem sido utilizada em diversas areas
do conhecimento. Nesta secao, apresentaremos algumas defini¢gdes e exemplos
sobre um sistema baseado em regras fuzzy (SBRF), que também podem ser
encontrados em Barros e Bassanezi (2010) e Wasques (2015).

No cotidiano, as agoes humanas controlam os mais diversos sistemas do
mundo real por meio de informacoes imprecisas. Cada individuo recebe in-
formacoes que sao interpretadas segundo seus parametros e entao decide qual
atitude tomar. O controle e a execucao de tarefas devem seguir uma sequéncia
de “ordens” linguisticas, traduzidas por um conjunto de regras, capazes de
serem decodificadas pelo controlador.

Cada vez mais esse tipo de sistema tem sido utilizado, por exemplo, em
diagnostico médico, tendo em vista que alguns sintomas sao caracteristicos de
varios tipos de doencga, sendo que o que varia é a intensidade dos mesmos.
Como exemplo, podemos citar febre e mialgia.

Observe o esquema a seguir que representa, de maneira simplificada, as
agoes de um especialista (médico - controlador humano) na execugao da tarefa

de fazer um diagndstico.

“Condicio” “Aco”
Padiente Tipo de sintoma Fazero
doente Intensidade do sintoma diagnostico
Tratamento

Tomador de Novo estado do
decisdo pacdiente

Paciente
curado

Figura 1: Esquema para um sistema de controle humano na tarefa de diagnos-

ticar um paciente.
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No esquema, podemos observar um possivel caminho para a automacgao

de tarefas. As ordens, chamadas de regras, poderiam ser, por exemplo, as

seguintes:

Ry

R

: Se a temperatura é “baixa” e a mialgia é “baixa”, entao é “gripe”.

3

: Se a temperatura é “alta” e a mialgia é “alta”, entao é “COVID-19”.

Uma tentativa de reproduzir a estratégia de um controlador humano é dada

pelos controladores fuzzy, considerado aqui como um caso tipico de um sistema

baseado em regras fuzzy (SBRF), isto é, um sistema que se utiliza da légica

fuzzy para produzir saidas para cada entrada fuzzy.

Um controlador fuzzy é constituido de 4 etapas. Sao elas:

1. Fuzzificagao: Etapa em que modelamos matematicamente a informagao

das varidveis de entrada por meio de conjuntos fuzzy. Para cada varidvel
de entrada, atribuimos um termo linguistico que representa o estado
dessa varidvel e, para cada termo linguistico, deve ser associado um con-
junto fuzzy por uma fungao de pertinéncia. Nessa etapa, é de grande
importancia a presenca de um especialista do fenémeno a ser modelado.

. Base de regras: Essa etapa é considerada como niticleo do sistema. Ela

é composta pelas proposicoes fuzzy e cada uma delas é descrita na forma
linguistica

Se z1éAieaxgéAye - ex, é A,

entao u; ¢ Bieus é Bye -+ e uy,, é B,

de acordo com as informagoes de um especialista.

. Inferéncia fuzzy: E nesta etapa onde se definem quais t-normas, t-

conormas e regras de inferéncia serao usadas para estabelecer a relagao
fuzzy que modela a base de regras. Essa etapa é tao importante quanto
a anterior. Basicamente é dele que depende o sucesso do controlador
fuzzy, ja que ele fornecerd a saida fuzzy a ser adotada pelo controlador
a partir de cada entrada fuzzy. Destacamos o método de Mamdani, que

serd utilizado nas aplicagoes.

e Método de Mamdani: Mamdani propoe uma relagao fuzzy binaria

M entre = e u para modelar matematicamente a base de regras.
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As regras sdo modeladas utilizando a t-conorma V (méximo) para
o conectivo “ou” e a t-norma A (minimo) para o conectivo “e”.
Portanto, a relacao fuzzy M é o subconjunto fuzzy X x U cuja

fungao de pertinéncia é dada por:

(@, w) = max (o, (2,0)) = max [pa,(2) A s, (W],

em que r é o nimero de regras que compoem a base de regras, A; e
Bj sdo os subconjuntos fuzzy de regra j e cada um dos valores 4, (z)
e ¢p,(u) sdo os graus de pertinéncia com que x e u pertencem aos

conjuntos fuzzy A; e B;, respectivamente.

4. Defuzzificagao: Na teoria dos conjuntos fuzzy, a fuzzificagao é um pro-
cesso que permite representar um conjunto fuzzy por um valor crisp, ou

seja, um numero real.

O método mais comum de defuzzificagdo é o centro de gravidade (cen-
troide). Quando o dominio é discreto, o centro de gravidade G(B) ¢é dado

por:

Yo uivn(wi)
B = S )

em que ¢p(u;) sdo os valores que indicam o grau de compatibilidade do

valor u; com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy B.

Quando o dominio é continuo, G(B) é dado por:

_ Jpupp(u)du

G(B) = [ onlu)dn”

Com isso, o esquema geral de um controlador fuzzy fica representado da
seguinte maneira (Barros e Bassanezi (2010)):
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Base de
regras
Fuzzificaggo | — — | Defuzzficagdo
Inferéndia
fuzzy

Figura 2: Esquema geral de um controlador fuzzy.

3. Modelo de evolucao do COVID-19 em Rio
Claro/SP

No inicio da pandemia de COVID-19, o artigo de Dhiman e Sharma (2020)
apresenta um SBRF para identificacao do COVID-19 e o grau de severidade
da doenga em um individuo. Sao utilizadas sete varidveis, sendo seis variaveis
de entrada e uma de saida. Sao elas, respectivamente: temperatura ambiente,
falta de ar, alcool em gel, temperatura corporal, resfriado, tosse e severidade.
Conclui-se que o sistema proposto pode ser ttil para dar um diagndstico apro-
priado com relagao a severidade do COVID-19 nos pacientes. Analisando o
artigo e observando os dados da doenga no municipio de Rio Claro, durante o
desenvolvimento do projeto de iniciacao cientifica, decidimos propor um SBRF
para analise da evolugao de COVID-19 que levasse em conta o isolamento social
e o0 nimero de novos casos.

Rio Claro é um municipio no interior do estado de Sao Paulo com uma area
territorial de 498,422 km? e uma populacio estimada de 208.008 pessoas (dados
do IBGE de 2020). Segundo a Imprensa de Rio Claro — SP (2021), no dia 25
de marco de 2020, o municipio confirmou seu primeiro caso de coronavirus: um
homem de 50 anos.

No inicio, os boletins com dados sobre a situacao de COVID-19 no municipio
dividiam as informacGes do numero de casos em duas categorias: “positivos”
e “positivos via teste rapido”, que poderiam ser confirmados ou nao, como
é mostrado na Figura 3. A partir da semana do dia 31 de maio de 2020,
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a categoria “positivos via teste rapido” nao foi mais destacada e os dados
divulgados foram categorizados apenas como “positivos”; como mostra a Figura
4.

Previna-se contra virus

Situagdo de respimatérios, dentre eles o
Rio Claro/SP covip 19

ACESSE NOSSO GUIA DE PREVENGAO EM:
+ ATUALIZADA EM 11/04/2020 - 17h +

SUSPEITOS EM INVESTIGAGAO 47
DESCARTADOS 38

POSITIVOS | 06 |
1

TOTAL DE NOTIFICAGO!
POSITIVOS VIA TESTE RAPID!

Realizados em Laboratério Particular
NUMERO DE INTERNAGOES
D SUSPEITDS: nonnaco‘ss
POR FAXA ETARIA:
uTi

0a9anos: 13

TOTAL INTERNADOS m 10a20anos: 1
21a40anos: 24

OBITOS EM |NV(STIGAC‘Om 41260 anos: 28
61280 anos: 22

OBITO CONFIRMADO m Acima de 81 anos: 3
*posimve ste r4pido nao s3o considerados re: n3.de dlagnéstico,

£ e

Figura 3: Boletim sobre a situacao de COVID-19 do municipio de Rio Claro
no dia 11,/04,/2020.

Situacdo de Rio Claro/SP

* ATUALIZADA EM 31/05/2020 - 16h30 -

susperToseMINvesTiGacAo RN
DESCARTADOS [ 161 |

NUMEAO DE INTERNAGOES O€ SUSPEITOS: POSITIVOS

POR FAIXA ETARIA:
TOTAL INTERNADOS [F11)
029 anos: -
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[ o] e

681T0s EM INVESTIGACAO [ 1] 41260 anos: 36
61a80anos: 31
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ACESSE NOSSO GUIA DE PREVENGAO EM:
- rg.br

Figura 4: Boletim sobre a situacdo de COVID-19 do municipio de Rio Claro
no dia 31/05,/2020.

Assim, a modelagem proposta se inicia na semana do dia 31 de maio de 2020
e termina na semana do dia 21 de janeiro de 2021 com a chegada da vacina

CoronaVac no municipio. A coleta dos dados foi feita diariamente no site do
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Governo do Estado de Sao Paulo (2021) e no site da Imprensa de Rio Claro —
SP (2021) e, ao final de cada semana, foram observados, mais especificamente,
o isolamento social e o nimero total de casos. Tendo em vista que os dados
disponiveis para o fim de semana as vezes eram subnotificados, optamos por

elaborar a Tabela 3 cujas colunas representam o seguinte:

e Semanas: periodo em que os dados foram coletados.

e Média semanal do isolamento social: é a média dos dados diarios coletados
durante uma semana. Por exemplo, os dados da semana 1 sao os seguintes
(Tabela 1):

Tabela 1: Dados de isolamento social da semana 1.

Dias isolamento social
31/05/2020 51%
01,/06,/2020 44%
02/06/2020 44%
03/06/2020 43%
04,/06,/2020 43%
05/06,/2020 42%
06/06/2020 50%

Realizando a média desses dados, obtemos:

51% 4 44% + 44% + 43% + 43% + 42% + 50%

- = 45,28% = 45%

que é o dado inserido na média semanal do isolamento social na semana

1 da Tabela 3.

e Média semanal do niimero total de casos: é a média dos dados didrios
coletados durante uma semana. Por exemplo, os dados da semana 1 sao

0s seguintes:
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Tabela 2: Dados do nimero total de casos da semana 1.

Dias ndmero de casos
31/05/2020 107
01/06/2020 109
02/06,/2020 121
03/06,/2020 138
04/06/2020 154
05/06/2020 175
06/06,/2020 180

Fazendo a média desses dados, obtemos:

107 +109 + 121 4+ 138 4+ 154 4+ 175 + 180
7

= 140,57

que é o dado inserido na média semanal do nimero total de casos na

semana 1 da Tabela 3.

e Niumero de novos casos semanal: como a média semanal do niimero total
de casos é acumulativa, teremos pessoas que nao irao mais transmitir a
doenga ainda presentes nesse nimero. Assim, optamos por considerar o
numero de novos casos semanal, o qual sabemos que o individuo ainda

estd transmitindo o virus e influencia na evolucao da doenca.

O primeiro dado do niimero de novos casos semanal na Tabela 3 é 140, 57,
o mesmo da média semanal do nimero de casos na semana 1. Isso acon-
tece, pois os dados utilizados se iniciam na semana do dia 31 de maio
de 2020. Essa coluna é construida da seguinte maneira: por exemplo, a
variacao da média do nimero de casos entre a semana 5 e a semana 6 foi
de 1429,71 — 934,71 = 495, 00, ou seja, 495,00 é o niimero de novos casos

da semana 6.
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Tabela 3: Dados sobre a pandemia de COVID-19 no municipio de Rio Claro/SP.

média semanal

média semanal nimero de
Semanas do isolamento 45 pimero total  novos casos

social de casos semanal
01 (31/mai/20 - 06/jun/20) 45% 140,57 140,57
02 (07/jun/20 - 13 /jun/20) 45% 256,43 115,86
03 (14/jun/20 - 20/jun/20) 44% 457,14 200,71
04 (21/jun/20 - 27/jun,/20) 45% 663,43 206,29
05 (28/jun/20 - 04/jul/20) 44% 934,71 271,29
06 (05/jul/20 - 11/jul/20) 44% 142971 495,00
07 (12/jul/20 - 18/jul/20) 44% 1810,14 380,43
08 (19/jul/20 - 25/jul/20) 42% 2294,14 484,00
09 (26/jul/20 - 01/ago/20) 41% 2699,14 405,00
10 (02/ago,/20 - 08 /ago/20) 41% 3040,57 341,43
11 (09/ago/20 - 15/ago/20) 40% 3289,43 248,86
12 (16/ago/20 - 22/ago/20) 41% 3508,86 219,43
13 (23/ago/20 - 29/ago/20) 40% 3768,43 259,57
14 (30/ago,/20 - 05 /set /20) 30% 4163,86 395,43
15 (06/set /20 - 12/set/20) 38% 437486 211,00
16 (13/set/20 - 19/set/20) 37% 4538,71 163,86
17 (20/set /20 - 26 /set/20) 38% 4650,29 111,57
18 (27/set/20 - 03 /out/20) 37% 4759,00 108,71
19 (04/out/20 - 10/out /20) 37% 4833,29 74,29
20 (11/out/20 - 17 /out/20) 37% 4893,57 60,29
21 (18/out/20 - 24 /out/20) 37% 4956,14 62,57
22 (25/out/20 - 31 /out/20) 37% 5028,57 72,43
23 (01 /n0v/20 - 07 /nov,/20) 38% 5093,43 64,86
24 (08/n0v/20 - 14/n0v/20) 37% 5163,71 70,29
25 (15/n0v/20 - 21 /n0v/20) 38% 5237,43 73,71
26 (22/nov/20 - 28 /nov/20) 38% 5349,43 112,00
27 (29/nov/20 - 05/dez/20) 37% 5524,57 175,14
28 (06/dez,/20 - 12/dez/20) 37% 5760,14 235,57
29 (13/dez/20 - 19/dez/20) 37% 6013,29 253,14
30 (20/dez/20 - 26 /dez/20) 40% 6277,71 264,43
31 (27/dez/20 - 02/jan/21) 42% 6509,00 231,29
32 (03/jan/21 - 09/jan/21) 41% 6750,29 241,29
33 (10/jan/21 - 16/jan/21) 39% 7025,43 275,14
34 (17/jan/21 - 23/jan/21) 39% 7307,00 981,57
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Apesar dos vérios fatores que podem influenciar na evolugdo da doenca,
optamos, num primeiro momento, por considerar o isolamento social e o niimero
de novos casos, pois isso também influencia na transmissibilidade da doenga.
O sistema fuzzy proposto tem por objetivo estimar um percentual do aumento
do numero de casos semanal. Assim, o modelo possui duas varidveis de entrada

e uma de saida, respectivamente:

1. Média semanal do isolamento social (“IsolamentoSocial”): diariamente,
no site do Governo do Estado de Sao Paulo é postado uma porcentagem
de adesao da populagao ao isolamento social. Para alimentar o modelo,
utilizamos a média semanal de isolamento social, ou seja, a coluna 2 da
Tabela 3.

2. Numero de novos casos semanal (“NumeroDeNovosCasos”): Para alimen-
tar o sistema fuzzy, utilizamos apenas o primeiro dado inicial da coluna

4, ou seja, a condigao inicial.

3. Aumento de casos (“AumentoDeCasos”): a saida é um percentual que
representa o quanto deve aumentar o nimero de novos casos semanal, de

acordo com a semana anterior.

Para cada varidvel, a partir dos dados observados, foram atribuidos termos
linguisticos, cada um deles com funcoes de pertinéncia triangulares ou trape-

zoidais, que podemos visualizar nas figuras a seguir.

T T T T T T T T
Baixissimo Baixo Medio Alto Altissimo
1 A 1
081 /o |
06 / \ 1
/ \
0.4 / \ .
/ \
2r : \ 1
0 ‘ \
/ \
0
L L L L L L L L L
30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

IsolamentoSocial

Figura 5: Isolamento social.
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Figura 6: Numero de novos casos.
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Figura 7: Aumento de casos.

Note que a funcao de saida “AumentoDeCasos” possui uma parte negativa

que pode causar estranheza a principio, porém, observe que nem sempre tere-

mos um aumento no nimero de casos semanal. Por exemplo, na semana 18 da
Tabela 3 a média do ntimero de novos casos foi de 108, 71 e na semana 19 foi

de 74,29, ou seja, ocorreu uma diminui¢ao na média do nimero de novos casos

semanal.
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A base de regras foi divida em base de regras 1 e base de regras 2, por conta

da diferenga relativa existente entre nossos dados iniciais e os finais. Observe

a seguir:
Tabela 4: Dados sobre o percentual semanal relativo.
média semanal nimero de percentual
Semanas do nimero total Nnovos casos semanal
de casos semanal relativo

01 (31/mai/20 - 06/jun/20) 140,57 140,57 -

02 (07/jun/20 - 13/jun/20) 256,43 115,86 82%
03 (14/jun/20 - 20/jun/20) 457,14 200,71 78%
04 (21/jun/20 - 27/jun/20) 663,43 206,29 45%
05 (28/jun/20 - 04/jul/20) 934,71 271,29 41%
06 (05/jul/20 - 11/jul/20) 142971 495,00 53%
07 (12/jul/20 - 18/jul/20) 1810,14 380,43 27%
08 (19/jul/20 - 25/jul/20) 2294,14 484,00 27%
09 (26/jul/20 - 01/ago/20) 2699,14 405,00 18%
10 (02/ago/20 - 08/ago/20) 3040,57 341,43 13%
11 (09/ago/20 - 15/ago/20) 3289,43 248,86 8%
12 (16/ago/20 - 22/ago/20) 3508,86 219,43 %
13 (23/ago/20 - 29/ago/20) 3768,43 259,57 ™%
14 (30/ago/20 - 05/set/20) 4163,86 395,43 10%
15 (06/set/20 - 12/set/20) 4374,86 211,00 5%
16 (13/set/20 - 19/set/20) 4538,71 163,86 4%
17 (20/set /20 - 26/set/20) 4650,29 111,57 2%
18 (27/set/20 - 03/out/20) 4759,00 108,71 2%
19 (04/out/20 - 10/out/20) 4833,29 74,29 2%
20 (11/out/20 - 17/0out/20) 4893,57 60,29 1%
21 (18/out/20 - 24/out/20) 4956,14 62,57 1%
22 (25/out/20 - 31/out/20) 5028,57 72,43 1%
23 (01/nov/20 - 07 /nov/20) 5093,43 64,86 1%
24 (08/nov/20 - 14/nov/20) 5163,71 70,29 1%
25 (15/n0v/20 - 21/nov/20) 5237,43 73,71 1%
26 (22/n0ov/20 - 28/nov/20) 5349,43 112,00 2%
27 (29/n0v /20 - 05/dez/20) 5524,57 175,14 3%
28 (06/dez/20 - 12/dez/20) 5760,14 235,57 4%

continua na préxima pagina...
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Tabela 4: Dados sobre o percentual semanal relativo (continuagao).

média semanal

numero de percentual

Semanas do niimero total novos casos semanal

de casos semanal relativo
29 (13/dez/20 - 19/dez/20) 6013,29 253,14 4%
30 (20/dez/20 - 26/dez/20) 6277,71 264,43 4%
31 (27/dez/20 - 02/jan/21) 6509,00 231,29 4%
32 (03/jan/21 - 09/jan/21) 6750,29 241,29 4%
33 (10/jan/21 - 16/jan/21) 7025,43 275,14 4%
34 (17/jan/21 - 23/jan/21) 7307,00 281,57 4%

A quarta coluna da Tabela 4 foi construida pela divisao dos dados da coluna
3 sobre os dados da semana anterior da coluna 2. Por exemplo, na semana 6, o
nimero de novos casos semanal foi de 495 e a média semanal do niimero total

de casos da semana anterior (semana 5) foi de 934,71, assim:

495

934,71 53%,

que é o percentual de aumento semanal, relativo a semana 6.

Observe na Tabela 4 a grande diferenca entre os percentuais iniciais e a
quase estabilizagao nos dados finais da coluna 4. No inicio dos dados, a média
semanal do numero total de casos era baixa em comparagao ao que viria a
se tornar. Assim, o percentual semanal relativo se torna alto. No entanto, a
média semanal do nimero total de casos é acumulativa e assim, o percentual
semanal relativo diminui. Levamos essas observagoes em consideracao para a
construgao da base de regras e a linha tracejada na Tabela 4 faz a separagao
da base de regras 1, em que o percentual semanal relativo é elevado e a base

de regras 2, em que o percentual comeca a se estabilizar abaixo de 5%.

Essa questao do aumento relativo estd contemplada nas bases de regras,

que sao apresentadas nas tabelas a seguir:
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Tabela 5: Base de regras 1 do modelo de evolugao do COVID-19 em Rio

Claro/SP.
Se IsolamentoSocial e NumeroDeNovosCasos entdao AumentoDeCasos
Ry Medio Baixo Baixissimo
Ry Medio Medio Baixissimo
R3 Medio Alto Medio
Ry Medio Altissimo Baixissimo
Rs Alto Baixissimo Altissimo
Rg Alto Baixo Alto
Ry Alto Medio Medio
Rg Alto Alto Baixissimo
Ry Alto Altissimo Baixissimo
Ryg Altissimo Medio Baixissimo
Ri1 Altissimo Alto Baixissimo
Ris Altissimo Altissimo Baixissimo

Tabela 6: Base de regras 2 do modelo de evolugao do COVID-19 em Rio

Claro/SP.
Se IsolamentoSocial e NumeroDeNovosCasos entdao AumentoDeCasos
R, Baixissimo Baixissimo Altissimo
Rs Baixo Baixo Medio
R3 Baixo Medio Baixo
Ry Medio Baixissimo Altissimo
R Medio Baixo Baixissimo
R Medio Medio Altissimo
Ry Medio Alto Altissimo

Por fim, a arquitetura do modelo é a seguinte:
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IsolamentoSocial NumeroDeNowvosCasos

Fuzzificacio
|

Se percentual relativo >4%
entdo, base deregras 1. Se
ndo, base de regras 2

|

Método de Mamdani

|

Defuzificacio

AumentoDeCasos

Figura 8: Arquitetura do modelo de evolugao do COVID-19 em Rio Claro/SP.

Apés a definicao dos conjuntos fuzzy e das bases de regras, utilizamos o
processo de Mamdani e a defuzzificagdo pelo centréide. Iterativamente, com o
valor obtido a cada semana para o percentual de aumento do niimero de casos,
obtemos uma previsao (fuzzy) para o nimero total de casos para as 34 semanas.
Esse processo se inicia com um isolamento social de 45% e com um ndmero de
novos casos semanal de 140,57, como mostra a Tabela 2. Nesse caso, a saida
“AumentoDeCasos” retornou o valor 30%, com esse valor, fazemos o seguinte
cdleulo: 140,57 + (30% - 140,57) = 182,74. Esse é o0 novo valor do ntimero de
novos casos semanal fuzzy (confira na Tabela 7). Somamos esse valor na média
semanal do numero de casos fuzzy que, nesse exemplo, é 140,57. Obtemos
entdo, 140,57 + 182, 74 = 323,31 (confira na Tabela 7).

Esse processo se repete com as entradas “IsolamentoSocial”’= 45% e “Nu-
meroDeNovosCasos” =182,74, até completarmos as 34 semanas.
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Tabela 7: Dados sobre a pandemia de COVID-19 no municipio de
Rio Claro/SP, obtidos pelo sistema fuzzy.

média semanal media nimero de
Semanas do isolamento se’manal do novos casos
social numerototal semanal fuzzy
de casos fuzzy
01 (31/mai/20 - 06/jun/20) 45% 140,57 140,57
02 (07/jun/20 - 13/jun/20) 45% 323,31 182,74
03 (14/jun/20 - 20/jun/20) 44% 560,87 237,56
04 (21/jun/20 - 27/jun/20) 45% 847,03 286,15
05 (28/jun/20 - 04/jul/20) 44% 1161,79 314,77
06 (05/jul/20 - 11/jul/20) 44% 1508,03 346,24
07 (12/jul/20 - 18/jul/20) 44% 1888,90 380,87
08 (19/jul/20 - 25/jul/20) 42% 2259,02 370,12
09 (26/jul/20 - 01/ago/20) 41% 264271 383,69
10 (02/ago/20 - 08/ago/20) 41% 3001,32 358,61
11 (09/ago/20 - 15/ago/20) 40% 3335,80 334,48
12 (16/ago/20 - 22/ago/20) 41% 3600,49 264,69
13 (23/ago/20 - 29/ago/20) 40% 3847,37 246,88
14 (30/ago/20 - 05/set/20) 39% 4044,45 197,08
15 (06/set/20 - 12/set/20) 38% 4200,75 156,30
16 (13/set/20 - 19/set/20) 3% 4324,60 123,85
17 (20/set/20 - 26/set/20) 38% 4440,15 115,55
18 (27/set/20 - 03/out/20) 37% 4538,00 97,85
19 (04/out/20 - 10/out/20) 37% 4648,00 110,00
20 (11/out/20 - 17/out/20) 3% 4761,58 113,59
21 (18/out/20 - 24/out/20) 3% 4874,77 113,19
22 (25/out/20 - 31/out/20) 37% 4988,05 113,28
23 (01/nov/20 - 07/nov/20) 38% 5101,30 113,26
24 (08/nov/20 - 14/nov/20) 37% 5201,22 99,91
25 (15/n0v/20 - 21/nov/20) 38% 5312,24 111,02
26 (22/n0ov/20 - 28/nov/20) 38% 5413,86 101,62
27 (29/n0v /20 - 05/dez/20) 37% 5519,59 105,73
28 (06/dez/20 - 12/dez/20) 37% 5632,65 113,06
29 (13/dez/20 - 19/dez/20) 3% 5745,95 113,30

continua na préxima pagina...
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Tabela 7: Dados sobre a pandemia de COVID-19 no municipio de
Rio Claro/SP, obtidos pelo sistema fuzzy (continuacao).

média semanal

média semanal ndmero de
Semanas do isolamento do niimero total novos casos
social de casos fuzzy semanal fuzzy

30 (20/dez/20 - 26/dez/20) 40% 5859,21 113,25
31 (27/dez/20 - 02/jan/21) 42% 5949,02 89,81
32 (03/jan/21 - 09/jan/21) 41% 6076,02 127,00
33 (10/jan/21 - 16/jan/21) 39% 6212,21 136,19
34 (17/jan/21 - 23/jan/21) 39% 6319,50 107,30

Na Figura 9 observamos uma comparagao entre o modelo fuzzy e os dados

reais, utilizando os dados da coluna 3 da Tabela 7 (fuzzy) e os dados da coluna

3 da Tabela 3 (dados reais). Os dados reais sdo representados pela curva

tracejada e o resultado obtido pelo SBRF ilustrado pela curva sélida.
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Figura 9: Comparacao entre o modelo fuzzy e os dados reais.

4. Consideracgoes Finais

No modelo proposto utilizamos somente duas varidveis de entrada e uma

de saida, apesar de varios fatores influenciarem a propagacao da COVID-19.

Mesmo assim, a resposta do sistema baseado em regras fuzzy se assemelha
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bastante aos dados reais. Apesar da simplicidade do modelo proposto, na
Figura 9 podemos observar que as curvas estao muito proximas durante a
maioria das semanas, ilustrando assim o potencial da modelagem fuzzy.

A partir da semana 27, o niimero de casos real comega a aumentar drastica-
mente, batendo recordes de aumento de casos semanais, da mesma forma que
ocorreu em todo o estado de Sao Paulo. Assim, as curvas comecam a se afastar.
Certamente outras varidaveis que modelam fatores que exercem grande infuéncia

no comportamento da pandemia precisam ser incorporadas ao modelo.
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